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摘要：针对非线性系统中噪声的干扰，研究了一类神经模糊 Hammerstein 输出误差非线性系统的建

模和辨识方法，利用组合式信号源实现静态非线性模块和动态线性模块参数辨识的分离，推导了相

关性分析法和辅助模型递推最小二乘辨识方法估计动态线性模块和非线性模块的参数，有效抑制系

统输出噪声的干扰。仿真结果表明：与最小二乘算法、多项式模型以及多信息方法相比，提出的方
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引言 

Hammerstein 模型是一类具有特定结构的典型

非线性模型，该模型结构同时结合了静态非线性模

块和动态线性模块，能够能较好地反映过程特征，

具有较易辨识、计算量少、可以描述一大类非线性

过程的特点，如连续搅拌反应釜[1]、蒸馏塔[2]等，

适合作为过程控制模型使用[3-4]。对于 Hammerstein

非线性系统的辨识研究，国内外专家和学者已经做

了大量的工作并且提出了各种各样的辨识方法，总

的来说可以分为两大类：同步辨识法和分步辨识

法。同步辨识法通过构造非线性模块和线性模块的

1
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混合参数模型来估计 Hammerstein 系统参数，如直

接辨识法[5]、过参数化法[6]、子空间法[7-8]。分步辨

识法的关键是将非线性模块和线性模块的参数辨

识分离开来，如可分离最小二乘法[9]、频域法[10-11]、

迭代法[12-13]、随机法[14]以及特殊信号法[15-16]等。 

在工业生产过程中，系统往往会受到噪声干

扰，因此，研究噪声干扰下的 Hammerstein 非线性

系统具有重要意义。文献[17]提出了递推最小二乘

辨识法用于分解输出非线性系统的模型。基于粒子

滤波技术，文献[18]考虑了线性和非线性输出误差

模型的参数辨识问题。文献[19]将 Hammerstein 系

统分为 2 个子系统，提出了一种多新息随机梯度辨

识算法。在考虑多输入多输出 Hammerstein 非线性

系统时，相关性分析法可以克服现有迭代算法所遇

到的模型参数初始化和收敛问题[20]。文献[21]运用

辅助模型递推最小二乘法解决了中间不可测变量

问题。文献 [22]采用分层辨识算法研究多变量

Hammerstein 控制自回归滑动平均系统的参数。上

述方法均采用了多项式方法拟合Hammerstein系统

的非线性模块，若非线性模块不是多项式形式或是

不连续函数，则这些方法不会收敛[23]。 

针对上述 Hammerstein 非线性系统的参数辨

识方法，提出了基于组合式信号源 Hammerstein

输出误差非线性系统的两阶段参数辨识方法。在

实际工程应用中，Hammerstein 模型的中间变量 v

无法测量(如图 1 所示），造成静态非线性模块和动

态线性模块组合的辨识实现不唯一。文中采用可

分离信号实现了 Hammerstein 模型的静态非线性

模块和动态线性模块参数分离辨识，在可分离信

号(如高斯信号、正弦信号等）作用下，输入 u 的

自协方差函数与输入 u和中间变量 v构成的互协方

差函数之间存在倍数关系，因此未知的互协方差函

数可以用自协方差函数来代替，从而解决了

Hammerstein 模型的中间变量 v 无法测量问题。提

出的参数辨识方法可以归纳为以下 2 个步骤：①利

用二进制信号不激发非线性模块的特性，实现静

态非线性模块和动态线性模块的分离，根据二进

制信号的输入输出数据，采用相关性分析法估计

动态线性模块的参数；②根据随机信号的输入输

出数据，利用辅助模型的输出代替 Hammerstein

系统中的不可测变量，推导了辅助模型递推最小

二乘法辨识静态非线性模块的参数。 

目前，国内外研究人员提出了基于深度学习的

Hammerstein 模型辨识，如递归神经网络[26]、极限

学习机[27]等。然而，上述方法在模型参数辨识过程

中出现了非线性模块和线性模块参数的乘积项，需

要进一步采用参数分离方法分离混合参数，如奇异

值分解法、平均法等，增加了辨识的复杂性，并且

影响了辨识的精度。本文提出的两阶段辨识方法，

利用组合式信号源实现了静态非线性模块和动态

线性模块参数的分离辨识，辨识过程中没有出现参

数乘积项，有效的简化了辨识过程，提高了模型辨

识精度。 

1  神经模糊Hammerstein非线性系统 

考虑 Hammerstein 输出误差非线性模型，其模

型结构如图 1 所示。 

 
图 1  Hammerstein 输出误差非线性系统 

Fig. 1  Hammerstein output error nonlinear system 

2
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输出噪声干扰下的 Hammerstein 模型描述为 
 ( ) ( )v k f u k  (1) 
( )( ) ( )+ ( )
( )

B zy k v k e k
A z

  (2) 

式中： ( )f  为静态非线性模块； ( )u k 和 ( )y k 为系

统在 k 时刻的输入和输出； ( )v k 为静态非线性模块

的输出，为中间不可测变量； 1
1 +( ) 1A z a z   

2
2 + + a

a

n
na z a z  和 1 2

1 2 +( ) b

b

n
nB z b z b z b z   

为单位后移算子的多项式， ia 和 jb 为线性模块的

参数； an 和 bn 为模型的阶次； ( )e k 为白噪声。 

对于任意给定的 ，建立 Hammerstein 系统寻

求满足如下条件的参数： 

2

1

1 ˆ( ( ) ( ))
2

ˆˆs.t. ( ) ( ( ))
ˆ( )ˆ ˆ( ) ( ) ( )ˆ( )

pN

kp

E y k y k
N

v k f u k

B zy k v k e k
A z




 



 

 ≤

 (3) 

式中： pN 为输入输出数据的个数。 

采用如图 2 所示的四层神经模糊模型来拟合

静态非线性模块。 

 
图 2  神经模糊模型结构 

Fig. 2  Structure of neuro-fuzzy model 

神经模糊模型的输出表示为 

1

ˆˆ( ) ( ( )) ( ( ))
N

j j
j

v k f u k u k w


   (4) 

式中：

2

2

2

2
1

( ( ) )
exp( )

( ( ))
( ( ) )

exp( )

j

j
j N

j

j j

u k c
b

u k
u k c

b












， jc 为高斯

型隶属度函数的中心， jb 为高斯型隶属度函数的宽

度； jw 为模糊规则的权重；N 为模糊规则数。 

2  基于组合式信号源的神经模糊

Hammerstein 非线性系统辨识 

利用组合式信号源实现Hammerstein模型的可

辨识性和参数估计分离问题。设计的组合式信号源

由表示幅值为 0 或的二进制信号 1( )u k 和随机信

号 2 ( )u k 组成，与此相对应的非线性模块的输出为

1( )v k 和 2 ( )v k ，Hammerstein 系统的输出分别为

1( )y k 和 2 ( )y k 。 

定理 1：对于 Hammerstein 非线性系统，如果

输入信号是可分离信号，那么存在常数 0b 使得以下

关系成立： 
0( ) ( ),vu uR b R Z     (5) 

式中： ( ) ( ( ) ( ))vuR E v k u k   表示的是输入 ( )u k

和中间不可测变量 ( )v k 的互协方差函数，相应的

( ( ( )) ) )(u E u k uR k  就是输入 ( )u k 的自协方差

函数， 0b 为常数。 

证明：静态非线性输入 ( )u k 和中间不可测变量

( )v k 的互协方差函数为 
( ) ( ( ) ( ))vuR E v k u k    (6) 

根据随机变量全概率的性质，式(6)的互协方差

函数可以等价为 
  ( ) ( ) ( ) | ( )vuR E E v k u k u k  （  (7) 

由式(7)可得 
  ( ) ( ) ( ) | ( )vuR E v k E u k u k    (8) 

由文献 [24]可知，可分离信号的条件期望

 ( ) | ( )E u k u k 满足 
 ( ) | ( ) ( ) ( )E u k u k u k     (9) 

式中： ( ) ( ) / (0)u uR R   。 

根据式(8)和式(9)可得 
 ( ) ( ) ( ) ( )vuR E v k u k    (10) 

输入变量 ( )u k 的自协方差函数为 
 ( ) ( ) ( ) ,uR E u k u k Z       (11) 

参照式(10)的推导，可得 
  
 

( ) ( ) ( ) | ( )

( ) ( ) ( )
uR E E u k u k u k

E u k u k

 

 

  
 

(12)
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再由式(10)和式(12)可得 
 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )vu u

E v k u k
R R

E u k u k
   (13) 

令
 
 0

( ) ( )
( ) ( )

E v k u k
b

E u k u k
 ， 可 以 得 到 ( )vuR    

0 ( ),ub R Z   。 

证毕。 
由定理 1 可知，当输入信号为可分离信号时，

在常数 0b 存在的情况下，模型的中间不可测变量

( )v k 的互协方差函数 ( )vuR  就可以用输入变量

( )u k 的自协方差函数 ( )uR  来代替，解决了中间不

可测变量的问题，从而实现静态非线性模块和动态

线性模块参数的分离辨识。 
文中可分离信号满足的数学条件是输入信号的

条件期望  ( ) | ( )E u k u k 满足  ( ) | ( )E u k u k   
( ) ( )u k  ，其中 ( ) ( ) / (0)u uR R   。在工程应用

中，采用的可分离信号应满足模型的输入信号是高

斯信号、正弦信号等。当输入信号是可分离信号(如
高斯信号、正弦信号)时，运用定理 1 对 Hammerstein
系统的静态非线性模块和动态线性模块参数进行

分离辨识，简化了辨识过程。在实际应用中，如果

输入信号不满足可分离信号，而是应用更为广泛的

一类随机信号时，则可以采用文献[28-29]中的方法

辨识 Hammerstein 系统参数。 

2.1 动态线性模块参数辨识 

由上述分析可得，当系统的输入信号为二进制

信号 1( )u k 时，Hammerstein 非线性系统的输出为 

1 1( ) ( ) ( ) ( )+ ( ) ( )A k y k B k v k A k e k  (14) 

进一步可得 

1 1 1
1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b

a

n n

i j
i j

n

i
i

y k a y k i b v k j

a e k i e k

 



     

 

 


 (15) 

式(15)两边乘以 1( )u k  ，并计算数学期望： 

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b

a

n n

y u i y u j v u
i j

n

i eu eu
i

R a R i b R j

a R i R

  

 

 



     

 

 


 
(16)

 

由于输出噪声和系统的输入是不相关的，所以

有
1
( ) 0euR   。因此，可得 

1 1 1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )
a bn n

y u i y u j v u
i j

R a R i b R j  
 

     
 (17) 

根据定理 1 的推导，进一步可得 

1 1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )
a bn n

y u i y u j u
i j

R a R i b R j  
 

       (18) 

式中： 0j jb b b  。 

利用相关性分析法估计动态线性模块的参数，

设 1,2, , ( )a bP P n n   ≥ ，有 
T T 1

1 ( ) R    (19) 
式 中 ： 1 1 1[ , , , , , ]

a bn na a b b   ，
1 1

[ (1),y uRR  

1 1 1 1
(1), , ( )]y u y uR R P ， 

1 1 1 1

1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1

1

(0) (1) (2) ( 1)
0 (0) (1) ( 2)

0 0 0 ( )
(0) (1) (2) ( 1)

0 (0) (1) ( 2)

0 0 0 ( )

yu yu yu yu

yu yu yu

yu a

u u u u

u u u

u b

R R R R P

R R R P

R P n

R R R R P

R R R P

R P n



     
 

    
 
 
  
 

 
  
 
 

  




   






   




 

本节分别采用
1

1( ) ( ) ( )
N

yu
k

R y k u k
N

 


  和

1

1( ) ( ) ( )
N

u
k

R u k u k
N

 


  来估计 ( )yuR  和 ( )uR  。 

线性模块参数的辨识步骤如下： 

输入：二进制信号输入 1( )u k ，输出 1( )y k  

输出：线性模块参数 1̂  

1. 初始化: ( )a bP P n n  ≥  

2. for k=1 to N (N 为二进制信号数量） 

3. 根据 1( )u k 和 1( )y k 计算
1 1

( )y uR  和
1
( )uR   

4. R
1 1

( )y uR  , 
1 1

( )y uR  和
1
( )uR   

5. 根据式(19)计算并更新 1̂  

6. end 

2.2 静态非线性模块参数辨识 

基于随机信号的输入输出数据 2 ( )u k 和 2 ( )y k ，
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利用辅助模型递推最小二乘法辨识静态非线性模

块的参数。首先基于聚类算法[25]估计出模糊模型的

中心 lc 和宽度 l ，再根据推导的辅助模型递推最

小二乘法求解神经模糊模型的权重 lw 。 

根据式(1)，可得 

2 2 2
1

ˆˆ ( ) ( ( )) ( ( ))
N

l l
l

v k f u k u k w


   (20) 

由式 2 可得 

 2 2
1

( )( ) ( ) ( )
( )

N

l l
l

B zy k u k w e k
A z




   (21) 

定义辅助变量： 
T

2( ) ( ) ( )x k k k   (22) 

式中： 
1 2

2 1 2

2 1 2
T

2

( ) [ ( 1), , ), ( ( 1))
, ( ( 1)), ( ( 2)),
, ( ( 2)), , ( ( )),
, ( ( ))]

a

N

N b

N b

k x k x k n u k
u k u k
u k u k n
u k n


 
 



     

 

 





 


（ ，

 (23) 
T

2 1 1 1 1 1[ , , , , , , , , , ]
a b bn N n n Na a b w b w b w b w    

 (24) 
由式(21)，(22)可得 

T
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y k x k e k k k e k      (25) 

根据辅助模型辨识的思想，定义 ( )a k 和 a 分

别为 k 时刻辅助模型的信息向量和参数向量，建立

辅助模型： 
T( ) ( ) ( )a a ax k k k   (26) 

式中： 

1 2 2

1 2 2
T

1 2 2

( ) [ ( 1), , ),
( ( 1)) , ( ( 1)),
( ( 2)), , ( ( 2)), ,
( ( )), , ( ( ))]

a a a a

N

N

b N b

k x k x k n
u k u k
u k u k
u k n u k n

 
 

 

    

 

 

 



 


（

，



 

(27)

 

1 1 1 1

T
1

ˆ ˆ[ , , , , , ,

ˆ ˆ, , , ]
a

b b

a n N

n n N

a a b w b w

b w b w

  

 


 

(28)
 

设 ˆ( )k 为辅助模型信息向量 ( )a k 的估计值，

̂ 为辅助模型参数向量 a 的估计值，因此有 
T ˆˆˆ( ) ( )x k k   (29) 

在 k 时刻， ˆ( )k 是已知的，因此极小化准则函

数可以表示为 

2T
2 2

1

ˆˆ[ ] ( ) ( )


   
N

k
J y k k    (30) 

可以得到非线性模块的参数的估计值 2̂ 。 
T

2 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ( ) ( 1) ( )[ ( ) ( ) ( 1)]L    k k k y k k k   

 (31) 

T

ˆ( 1) ( )( )
ˆ ˆ1 ( ) ( 1) ( )
PL

P



 

k kk
k k k


 

 (32) 

ˆ( ) [1 ( ) ( )] ( 1)k k k k  P L P  (33) 

1

2 1 2

2 1 2
T

2

ˆ( ) [ ( 1), , ), ( ( 1)),
, ( ( 1)), ( ( 2)),
, ( ( 2)), , ( ( )),
, ( ( ))]

a

N

N b

N b

k x k x k n u k
u k u k
u k u k n
u k n


 
 



     

 

 





 


（

(34)

 

2 1 2 1 1 1 2 1

T
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , ]
a

b b b

n N

n n n N

a a a b w b w b w

b w b w b w

   




 

(35)
 

计算出 2̂ ，结合 2.1 节得到的线性模块的参数

1̂ ，可以估计出非线性模块的参数 ˆ lw ， 1,2 ,l N  。 

非线性模块参数辨识的步骤如下： 

输入：随机信号输入 u2(k)，输出 y2(k) 

输出：非线性模块参数 2̂  

1. 由输入数据 u2(k)根据聚类算法计算 cl 和 σl 

2.  2 ( )l u k  lc 和 σl 

3. for k=1 to N (N 为随机信号数量) 

4. 定义辅助变量φ(k)和θ2(k)，根据式(22)计算x(k)  

5. 借助辅助模型思想，定义 ( )a k 和 ( )a k  

6. 通过式(31)~(35)，计算并更新 2̂  

7. end 

3  仿真 

为了验证提出的方法的有效性，考虑如下

Hammerstein 非线性系统[25] 
2 cos(3 ( )) exp( ( )), ( ) 3.15

( )
3, ( ) 3.15

u k u k u k
v k

u k
  

  

≤
 

1

1
0.6( ) ( ) ( )

1 0.8
zy k v k e k

z



 


 

定义噪声信号比为 

ns
var[ ( )] 100%

var[ ( ) ( )]
e k

y k e k
  


 

时间 k 时刻的参数估计误差为 

1 1 1
ˆ ( ) /k      
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该系统中，组合式信号源由 5 000 个幅值为 0

或 3 的二进制信号和 5 000 个在区间[0, 5]上均匀分

布的随机信号组成。 

第 1 步，根据二进制信号的输入输出数据，基

于 2.1 节推导的相关性分析法(correlation analysis，

CA)辨识线性环节的参数。图 3 和图 4 给出了不同

噪信比(signal noise ratio, SNR)下，运用提出的方法

估计动态线性模块的参数 a 和 b 的结果，图 5 给出

了提出的方法和最小二乘法(least square, LS)的动

态线性模块参数估计的误差曲线。对比 2 种辨识方

法可以得出，相关性分析法能更准确的辨识

Hammerstein 非线性系统的动态线性模块的参数，

当噪信比大于 20.47%时，2 种方法的差异更为明

显。随着噪信比的增加，提出的方法仍可以准确的

辨识出线性模块的参数且误差曲线能够趋于稳定。 

 
图 3  线性模块参数 a 的估计值 

Fig. 3  Estimation of parameter a of linear block 

 
图 4  线性模块参数 b 的估计值 

Fig. 4  Estimation of parameter b of linear block 

 

(a) δns=5.15% 

 

(b) δns=10.85% 

 

(c) δns=20.47% 

 

(d) δns=30.58% 

图 5  不同信噪比下动态线性模块参数估计误差 
Fig. 5  Parameter estimation error of dynamic linear block 

under different noise signal ratio 

第 2 步，利用 5 000 个随机信号的输入输出数

据辨识非线性模块参数，设置参数 0 0.963S  ，
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1.0  和 0.01  ，通过聚类算法可以得到 15 条

模糊规则。图 6 给出了非线性模块的拟合结果，均

方误差(mean square error, MSE)为 2.298 6×10‒4。 

 
图 6 非线性模块的拟合结果 

Fig. 6  Fitting results of the nonlinear block 

为了展现提出的方法的有效性，利用相同的输

入输出数据构造了基于如下多项式模型的非线性

模块： 
2

1 2ˆ( ) ( ) ( ) ... ( )r
rv k p u k p u k p u k     

式中：p 为多项式模型的参数；r 为多项式模型的

阶数。 

表 1 比较了基于多项式的不同阶次模型的均

方误差(MSE)和最大绝对误差(maximum absolute 

error, MAE)。可以看出：当模型的阶次为 11 阶时，

均方误差和最大绝对误差最小，拟合的效果最好。

通过图 6 所示的多项式方法和本文所提方法的非

线性拟合效果对比可以看出：本文所提方法能够更

好的拟合静态非线性模块。 

表 1  本文所提方法和多项式法的 MSE 和 MAE 比较 
Table 1  Comparison of MSE and MAE of proposed method 

and polynomial method 
方法 阶次 MSE MAE 

多项式法 

9 1.8×10‒3 1.165 5 
10 7.9×10‒4 0.812 5 
11 4.6×10‒4 0.416 5 
12 3.7×10‒3 1.398 7 

本文所提方法  2.298 6×10‒4 0.227 4 

为了验证文中提出参数估计方法的有效性，选

取 200 个随机信号作为测试信号，将文献[30-31]

提出的方法以及本文所提方法用于Hammerstein系

统的预测，结果如图 7 所示。从图 7 中可以看出，

文中提出的方法能够更有效的跟踪Hammerstein非

线性系统的实际输出。 

 
图 7  3 种方法的输出结果对比 

Fig. 7  Comparison of the output results of the three methods 

本文提出的仿真模型由非线性环节和线性环

节串联而成，符合 Hammerstein 模型的典型特征。

Hammerstein 模型具有较易辨识、能较好地反映过

程特征、具有很强的非线性的特点，适合作为过程

控制模型使用，符合实际生产过程。噪声是工业生

产过程中不可避免的，因此本文在仿真模型中考虑

了噪声对系统的干扰。 

4  结论 

本文提出了基于组合式信号源Hammerstein输

出误差非线性系统的两阶段参数辨识方法。利用二

进制信号和随机信号组成的组合式信号源实现了

Hammerstein 系统中静态非线性模块和动态线性模

块参数辨识的分离，从而有效地简化参数估计过

程。在第一阶段，基于二进制信号的输入输出数据，

利用相关性分析法估计线性模块的参数，有效抑制

了噪声干扰。在第二阶段，基于随机信号的输入输

出数据，采用聚类算法估计神经模糊模型的中心和

7
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宽度，在此基础上，引入辅助模型思想，利用辅助

模型递推最小二乘法辨识静态非线性模块的参数。

仿真实验表明，针对输出噪声干扰的 Hammerstein

非线性系统，提出的方法具有较好的辨识精度。 
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