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摘要摘要：：传统常微分方程的并行求解方法主要包括面向任务的并行和面向方法的并行，但是这两种

求解算法，只能利用CPU，或者只能面向同质形式的ODE(ordinary differential equations)簇，存在

严重不足。以 RIDC(revisionist integral deferred correction)算法为基础，设计了一种面向 CPU、

GPU多目标机的混合求解器，基于流水线形式求解微分方程组，实现了单个方程组的内部和不同

方程组之间的并行计算，进而能够充分发挥GPU的多核优势，有利于计算节点内部的负载均衡。

仿真实验验证了框架的效率、准确率和精准度。
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Abstract: The traditional parallel solving methods for the ordinary differential equations mainly include

the task-oriented parallelism and the method-oriented parallelism. However, these two solving algorithms

have serious shortcomings, which can only use CPU resource or just design for the homogeneous form of

ODE(ordinary differential equations) clusters. By using RIDC(revisionist integral deferred correction)

algorithm, a hybrid solver based on CPU and GPU multi-target machine is designed, which solves the

differential equation system based on the pipeline form. Meanwhile, the parallel calculation within a

single equation group and between the different equation groups is realized, which can give full play to

the multi-core advantage of GPU, and also help to balance the load inside the computing node. The

simulation experiments verify the efficiency, accuracy and precision of the framework.
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引言引言

传统的常微分方程的并行求解方法主要包括2种

形式：①面向任务的并行
[1-6]
。将同一ODE(ordinary

differential equations)方程组的多个实例派发到GPU

的流式多处理器上，除了初值不同外，各ODE的求

解逻辑过程和其他参数配置都是完全相同的，这种

并行处理依赖于GPU的单指令多数据集特征，要求

所有的运算完全是同质的，才能并行执行；②面向

方法的并行。采用多分辨率的求解方法，在低分辨

率上串行完成ODE方程组的初值估算，再在高分辨

率上利用估算的初值做并行求解，然后再次进行串

行估算，最后进行结果误差修正，通过上述过程的

多次迭代，直至满足求解精度要求。这种并行处理
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受限于单个ODE方程组，计算规模较小，且需要串

行、并行结合，难以发挥GPU的优势，目前主要以

多线程的方式在CPU上实现。

上述求解算法中，只能利用CPU，或者只能

面向同质形式的ODE簇，存在严重不足，主要体

现在2个方面：

(1) 求解问题领域受限。传统方法面对的是具

有同质特征的ODE，只能应用于大规模同质模型

实例，如群体行为演化、分布式训练仿真等。但

对于绝大多数仿真模型来说，其内部的数学模型

描述形式是各不相同的，尤其是面向工业领域的

复杂产品，如汽车，其内部包含发动机、液压、

传动、刹车等多种不同子模型，无法构造空间离

散的并行求解算法；

(2) GPU利用率不高或无法有效利用。在基于

任务的并行划分方法中，如果包含的同质ODE方

程组的数量较少，则模型中可并行执行的部分只

占很小比例，绝大多数时间下，GPU 的负载很

少；而在多分辨率的并行方法中，计算任务完全

依赖于CPU，GPU处于空闲状态，无法提供算力

支撑。这 2种方法都会导致计算节点内部计算资

源的负载不均衡。尤其是面对复杂ODE的隐式求

解时，其计算过程内部涉及循环迭代，如果无法

有效利用GPU的计算资源，每个全局时间步的计

算都会耗费大量CPU时间，延迟仿真推进速度，

降低仿真效率。

因此，本文设计了一种面向CPU、GPU多目

标机的混合求解器，具有如下特征：

(1) 利用基于时域的延迟校正方法。以CPU多

线程或GPU多线程的形式对单个ODE方程组并行

求解，当求解精度与并行线程的数量对应时，求

解时间呈线性变化，即如果采用 p个线程并行求

解 p阶精度问题，求解时间与单线程求解一阶精

度时间近似；

(2) 支持异构ODE方程组的并行求解。通过

CPU线程池或GPU Stream形式的任务封装，能够

同时求解多个复杂ODE方程组(受限于硬件设备的

并行能力)，进而支持复杂仿真模型间的实时耦合

与交互；

(3) 同 时 实 现 了 RIDC(revisionist integral

deferred correction)形式的显式欧拉和隐式欧拉求

解算法，能够对刚性问题模型求解提供有效支持；

(4) 面向大规模异构方程组求解时，支持面向

CPU、GPU求解任务的任意比例划分与负载均衡。

1 背景介绍背景介绍

随着硬件制造工艺的限制，处理器的时钟频率

接近瓶颈，多核已经成为当今计算芯片的“横向扩

展”标准，面向多核的任务划分与求解自然成为目

前实时计算领域的热点问题。基于此，时域并行积

分方法也再次受到关注。在传统分偏微分方程求解

过程中，时域通常不用于并行化，但当空间上的并

行化达到饱和时，时域提供了进一步并行化的方

向。然而，由于时域方向前后间存在因果关系限

制，后期求解要受到前期解的约束或影响。因此，

时域并行算法与空间并行算法相比存在较大不同，

通常需要在时间维度上进行迭代。

关于时域并行求解常微分方程的初值问题

(ODE-IVP)，可以大致分为3种
[7]
：①问题域并行。

将要求解的问题划分为一系列可被并行执行的子问

题，通过迭代过程实现子问题间的耦合，如波形松

弛法
[8]
；②步骤并行。时域被分解为多个子时间区

域，在这些子时域上并行求解，如Parareal方法
[9-10]

，

通过交替应用粗粒度顺序求解器和细粒度并行求解

器达到加速的目的；③方法并行。在每个积分步内

并行积分(多个函数同时求值)，由于其受限于具体

的求解函数本身固有的特征，一般只适用于小规模

并行，如多阶龙格库塔法的每个积分步内并行
[11-13]

。

也可以使用“预测-修正”框架来生成方法并行的时

间积分器，如平行外推方法
[14]
和RIDC积分器

[15-16]
。

Dutt 等
[17]
提出的谱延迟校正(spectral deferred

correction, SDC)通过求解误差方程的积分公式，对
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近似解进行迭代校正。这种积分公式形式克服了传

统差分延迟校正方法的稳定性问题。SDC本身是一

种串行方法，而RIDC是SDC的一种形式化变形。

通过将连续计算流水线化，达到并行校正的目的。

与使用Gauss-Lobatto节点的谱延迟校正不同，RIDC

使用均匀间隔的节点来最小化内存占用，并允许嵌

入高阶积分器。SDC和RIDC方法的基本思想是将原

始初值问题(initial value problem, IVP)转换为求解相

关的误差初值问题，进而逐步校正原始IVP解中的数

值误差。并行性体现在同时求解原始IVP和相关误差

IVPs上，即各阶误差校正计算是并行的。

1.1 误差初值误差初值

常微分方程的初值问题(ODE-IVP)可表示为

ì
í
î

y' (t)= f (ty) tÎ[0T]

y(0)= y0

(1)

式中：t为时间变量；y0 为该方程在 t为 0时候的

初值。

将式(1)的精确解表示为 y(t)，近似解表示为

u(t)，其中u(0)= y(0)。则近似解的误差为e(t)= y(t)-

u(t)。将残差(有时也叫做缺陷)定义为 r(t)= u' (t)-

f (tu)，则误差的时间导数满足

e' (t)= y' (t)- u' (t)= f (tu + e)- f (tu)- r(t) (2)

由于 e(0)= u(0)- y(0)= 0，式(2)代表了相关误

差的 IVP。出于稳定性的考虑，将误差 IVP写为积

分形式
[11]
：

(e + ∫0

t

r (τ )dτ )'= f (tu + e)- f (tu) (3)

如果式(3)通过数值方法求解，校正后的近似

值 u + e仍然是一个近似值，本文采用了更一般的

表示法，这种方法将允许迭代校正解，直到达到

所需的精度。如果将初始近似值表示为 u[ ]0 、第 p

次近似表示为 u[ ]p ，u[ ]p 的误差表示为 e[ ]p 。那么，

误差方程可以改写为

(e[ ]p + ∫
0

t

r[ ]p (τ)dτ )'= f (tu[ ]p +e[ ]p )-f (tu[ ]p ) (4)

式中：r[ ]p = u[ ]p (t)'- f (tu[ ]p )。

1.2 离散化离散化

用代数方法，可以将式(4)进行基于显式方法

的一阶离散化：

u[ ]p + 1
n + 1 = u[ ]p + 1

n +Dtf (tnu
[ ]p + 1
n ) -Dtf (tnu

[ ]p
n ) +

∫
tn

tn + 1

f (τu[ ]p )dτ (5)

类似地，式(4)的隐式方法的一阶离散化解为

u[ ]p + 1
n + 1 =u[ ]p + 1

n +Dtf (tn + 1u
[ ]p + 1
n + 1 ) -

Dtf ( )tn + 1u
[ ]p
n + 1 + ∫

tn

tn + 1

f ( )τu[ ]p dτ (6)

在式(5)~(6)中，需要一个足够精确的正交矩

阵来近似当前的积分
[11]
。如果使用一阶预测器来

计算式(1)的近似解，并且使用式(5)~(6)形式的一

阶校正器，则可以用式(7)~(8)来逼近求解积分：

∫
tn

tn + 1

f (τ, u[ ]p )dτ ≈
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∑
v = 0

p + 1

αpv f ( )tn + 1 - v, u[ ]p

n + 1 - v , n ≥ p

∑
v = 0

p + 1

αpv f ( )tυ, u[ ]p
v , n < p

(7)

式中：αpv为正交权重。

αpv =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∫
tn

tn + 1 ∏
i = 0,i ≠ v

p + 1 t - tn + 1 - i

tn + 1 - v - tn + 1 - i

dt, n ≥ p

∫
tn

tn + 1 ∏
i = 0,i ≠ v

p + 1 t - ti

tv - ti

dt, n < p

(8)

αpv 的第一部分对应 n ≥ p情况下的外推计算，

第二部分对应 n < p情况下的内插计算。一般 n最

大不超过 p 的 4 倍，否则会导致计算结果误差

增大。

1.3 收敛性收敛性

关于 RIDC 算法的收敛性详细证明可参见文

献[18]。

定理 1：假定式(1)中的 f (ty)和 y(t)足够光滑，

RIDC算法在 k >M + 1个均匀分布节点下，嵌入 r0

阶龙格库塔法作为预测步，分别嵌入 ri (1≤ i ≤ p)阶

龙格库塔法作为修正步，则局部截断误差为

Ο(hSM + 1 )，其中h为步长，SM =∑
j = 0

M

ri。

由此可知，当p阶RIDC算法的各阶全部嵌入

•• 672
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一阶欧拉算法时，最终截断误差为Ο(hP )。

2 软件与算法设计软件与算法设计

2.1 总体框架总体框架

本文设计并实现了基于流水线形式的面向

CPU、GPU目标机的仿真模型求解任务分配框架，

来并行求解常微分方程组。这种并行体现在 2个

方面：①采用RIDC算法，以多线程形式进行单个

方程组的内部并行求解；②方程组之间的求解过

程也是并行的，与传统同构多实例方程组形式的

GPU求解不同，本框架还支持异构形式的ODE方

程组并行求解，能够充分发挥GPU的计算能力。

该框架同时还具有计算资源目标动态分配的能力。

对于单个 ODE 方程组，求解形式包括 CPU 单线

程、CPU多线程、GPU多线程 3种模式。当采用

CPU求解时，线程数量与求解精度间的对应关系

既可以是一对一，也可以是一对多，即一个线程

内部的求解任务可以对应RIDC算法内部的多轮修

正；采用GPU求解时，为发挥warp内部的并行能

力，求解精度与线程之间采用一对一的关系。此

外，本框架的内部实现技术采用了“预测-修正”

形式的迭代模式，在计算流程上可以更好地支持

许多迭代法的并行，如RIDC、Parareal等，尤其

是对于那些需要低精度串行，高精度并行的求解

算法，CPU、GPU混合运算模式更具负载均衡优

势，还能获得较好的加速比。

该框架的核心思想是动态生成ODE求解任务，

并根据求解设置调度到对应的硬件。如图1所示，

该框架包括3个主要组成部分：任务生成器、调度

器和同步器。当新的ODE求解需求出现时，任务

生成器根据求解参数构建数据结构和即时编译(目

前只针对GPU代码)例程，并将该任务放入ODE任

务池的任务队列中。调度程序根据不同的队列设

置，将某个队列中的任务派发给CPU、GPU或同

时分配给两者。对于同时需要CPU和GPU的求解

任务，同步器负责CPU和GPU之间的数据交换。

同时，GPU被进一步划分为若干子设备(在CUDA

(compute unified device architecture) 中 对 应 为

Stream)，每个子设备只负责一个ODE方程组的求

解，或一个ODE方程组内部的并行修正计算过程。

而在CPU方面，取决于具体的求解配置，任何一

个ODE方程组的求解任务都可以被分配到一个或

多个线程(核心)，具有更大的灵活性。

本框架支持的任务类型包括 3种：①小规模

的单个 ODE 方程组，各方程组对应了不同的模

型，即求解任务各不相同；②同构类型的ODE方

程组簇，即同一模型的多个不同实例，此种类型

可以充分发挥GPU的并行优势；③是较大型的复

杂ODE方程组(上万个状态变量)，此时的求解需

要用到GPU的多个流处理器。

2.2 CPU实现实现

为了避免高精度求解时等距节点积分产生龙格

现象，本文实现的求解方法还支持Gauss-Lobatt等

非等距节点形式的积分，因而在初始化过程没有采

用最小内存占用的空间优化形式。对于N阶精度需

求，各阶校正节点间的计算依赖关系如图2所示。

图1 流水线常微分方程求解框架

Fig. 1 Pipeline ODE solving framework
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高阶校正过程中的每个节点求解都要依赖于较低一

阶内部特定数目的节点值，具体依赖数目随着求解

精度的不同而不同。图 3展示了采用等距节点形

式，四阶精度求解的初始化过程，从步骤12开始，

4个线程开始以流水线形式并行执行，每一时间步

的最终求解结果由 I= 3所对应的校正线程输出。

通过图 3的基本计算流程可知：假设求解节

点有 k个，求解精度为p阶，并采用p个核并行求

解，则RIDC算法与一阶算法的计算量比值为 r =

1 + M 2 k。其中，M = p - 1，即迭代校正的次数。

由此可以计算出四阶RIDC嵌入欧拉与一阶欧拉之

间的理论求解时间比为 1 + 9 k，随着 k 的增大，

RIDC 时间趋近于一阶欧拉时间。但随着 k 的增

大，外推导致的求解误差也会增大。一般可以取k

为 20~30倍的M值，既提高了效率，又保证了一

定的精度。

CPU并行求解具体算法如下：

算法 1 CPU并行求解

输入：

求解形式(显式或隐式)，ODE方程组函数指

针，雅可比矩阵函数指针(隐式求解需要)，求解精

度(阶数)ORDER，并行线程个数NT，状态变量初

值X0，起止时间及步长 step

输出：

当前 step对应的状态变量值X

初始化：

1: initialize static thread pool with NT threads

2: for thread 1 do

3: for i = 1 to ORDER do

4: if i == 1 then

5: predict state variables X from step

1 to step (ORDER -1) * (ORDER -1)

6: else

7: correct state variables X from step 1 to

step (i -1) * (ORDER -1)

8: end if

9: end for

10: end

CPU线程并行求解

11: assign thread 1 with prediction task(order 1)

12: assign each thread in the pool with some

specific correction task(order >1) in a interleaved

fashion

13: for each thread in the pool

14: if order == 1 then

15: predict state variables X from

current step to step current + ORDER -1

16: else

17: correct state variables X from

current step to step current + ORDER -1

18: end if

19: end for

20: barrier.wait()

图2 各阶节点依赖关系

Fig. 2 Node dependencies of each order

图3 节点计算顺序

Fig. 3 Node calculation sequence
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21: for each thread in the pool

22: left shift state variables X in the

memory with ORDER -1 position

23: end for

24: barrier.wait()

25: output state variables X of current time step

CPU求解算法支持灵活的线程分配模式，既

可以采用单线程串行形式，也可以采用多线程并行

形式，求解线程的最大并行总数等于求解精度的阶

数P。采用最大并行模式能够减少计算时间，单步

递进的墙上时间接近其他同阶串行算法的1 P。

2.3 GPU实现实现

算法 2 GPU并行求解

输入：

求解形式(显式或隐式)，ODE方程组global函

数指针，雅可比矩阵 global函数指针(隐式求解需

要)，求解精度(阶数)ORDER，状态变量初值X0，

起止时间及步长 step

输出：

当前 step对应的状态变量值X

初始化：

1: dispatch one CPU thread in the dynamic

thread pool as a worker

2: initialize host and device memory needed

(include global and local device memory)

3: copy state variables X0 to device memory

4: create GPU streams(one stream for explicit

solver, or ORDER streams for implicit solver)

并行求解：

5: for each GPU thread in the wrap(wrap

number = ORDER)

6: if thread id == 1 then

7: predict initial value of state variables

X by explicit solver

8: if implicit solver then

9: call Newton-Raphson method to

get a refined value in an iterative manner

10: end if

11: loop from current step to current +

ORDER -1 step

12: else

13: predict initial value of state

variables X by explicit solver and quadrature marix

14: if implicit solver then

15: call Newton-Raphson method

to get a refined value in an iterative manner

16: end if

17: loop from current step to current +

ORDER -1 step

18: end if

19: end for

20: __syncthreads()

21: for each thread in the wrap

22: left shift state variables X in the

memory with ORDER -1 position

23: end for

24: __syncthreads()

25: output state variables X of current time step

在GPU求解算法中，根据显式、隐式算法选

择的不同，流程内部包含了多个不同核函数的调

用，为了简洁，算法2中并没有体现出来。GPU内

部的并行模式又细分为2种情况：①对于显式算法

和隐式算法中的非牛顿迭代部分，GPU线程的并行

数量与求解精度阶数 P 一致，计算过程由单个

CUDA流完成；②对于隐式求解中的牛顿迭代部

分，由于要同时求解P个不同的线性方程组，需要

将每个方程组的求解分配到不同的Stream中，待所

有Stream执行完毕，再重新转入第1种并行模式。

2.4 异构方程组并行求解异构方程组并行求解

当前求解器的设计以ODE方程组为单位，无

论是异构方程组，还是同构方程组的多个不同实

例，都对应一个求解器实例。因此，与传统GPU
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求解方式不同，本求解器可以支持大规模异构

ODE方程组的CPU、GPU并行求解或混合求解，

具体并行求解数量仅受限于CPU、GPU本身的硬

件资源容限。算法 3展示了面向多个异构方程组

的GPU并行调度伪码，CPU线程池中的每个线程

负责特定ODE方程组的GPU求解流程调度，并在

全局时间步进行回调，完成状态变量输出或其他

形式的模型间数据交互。

算法 3 异构ODE或多实例ODE GPU并行求解

1: initialize static thread pool with NT threads

2: for each thread in the thread pool

3: assign each thread a GPU ODE solver

4: initialize GPU ODE solver

5: end for

6: parallel executing GPU solver

7: callback on each global step

8: readpool.wait()

3 实验结果实验结果

本文设计了一个基于流水线形式的面向CPU、

GPU目标机的仿真模型求解任务分配框架，为了

验证模型性能，分别对基于显式欧拉算法、隐式

欧拉算法、龙格库塔法
[19]
的 CPU 单线程程序和

GPU多线程程序进行常微分方程组求解测试，并

对比求解时间。

为验证程序的准确性，在实验 1中，比较了

CPU和GPU的显式欧拉算法、隐式欧拉算法、龙

格库塔法误差率，如表1所示。从表1可见本文算

法准确度在误差范围内。

在实验2中，将方程数量设置为2，分别设立

100、1 000、10 000、100 000个采样点，在CPU

单线程实验中使用四阶显式欧拉算法和四阶龙格

库塔法，其中龙格库塔法的使用通过调用 boost

odeInt开源库实现，GPU多线程实验中使用显式

欧拉算法，结果如表2所示。

在实验 3中，将方程数量设置为 10，重复实

验2中的实验，所得结果如表3所示。

在实验4和实验5中，同样分别将方程数量设

置为2和10个，测试CPU和GPU在采用隐式欧拉

算法时的性能差异。具体结果如表4~5所示。

表4 两方程CPU和GPU隐式算法时间比较

Table 4 2 equations on CPU and GPU implicit algorithm
time comparison s

采样点数

(方程数2)

100

1 000

CPU单线程

隐式欧拉4阶

0.814 6

5.588 4

GPU隐式

欧拉4阶

0.286 2

2.644 8

CPU单线程

隐式欧拉8阶

4.334 6

31.725 0

GPU隐式

欧拉8阶

0.933 6

8.930 8

表5 十方程CPU和GPU隐式算法时间比较

Table 5 10 equations on CPU and GPU implicit algorithm
time comparison s

采样点数

(方程数10)

100

1 000

CPU单线程

隐式欧拉4阶

13.498 4

85.591 6

GPU隐式

欧拉4阶

0.671 8

6.331 6

CPU单线程

隐式欧拉8阶

69.640 8

483.671 8

GPU隐式

欧拉8阶

2.132 2

20.578 2

表2 两方程CPU和GPU显式算法时间比较

Table 2 2 equations on CPU and GPU explicit
algorithmtime comparison s

采样点数

(方程数2)

100

1 000

10 000

100 000

CPU单线程

显式欧拉4阶

0.018 8

0.151 4

1.854 2

18.395 6

CPU单线程

RK4阶

0.006 4

0.052 0

0.628 4

6.258 4

GPU显式欧

拉算法

0.026 6

0.221 8

2.063 9

20.161 0

表3 十方程CPU和GPU显式算法时间比较

Table 3 10 equations on CPU and GPU explicit
algorithmtime comparison s

采样点数

(方程数10)

100

1 000

10 000

100 000

CPU单线程

显式欧拉4阶

0.031 0

0.304 4

3.038 3

30.305 6

CPU单线程

RK4阶

0.012 8

0.130 4

1.298 8

12.986 4

GPU显式欧

拉算法

0.049 8

0.451 6

4.312 1

43.526 8

表1 CPU和GPU算法误差比较

Table 1 CPU and GPU algorithm error comparison %

处理器

CPU

GPU

显式欧拉

0.03

0

龙格库塔

0

0

隐式欧拉

0.02

0.01
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实验 2~3的结果显示，显式欧拉GPU并行迭

代求解要比单线程迭代或RK4阶算法慢。这主要

是是由于GPU的计算优势在大数据量、高并发情

况下才能体现出来。对于单个方程组来说，并行

线程的最大数量受限于求解精度，即只有 4个线

程。由于并发数量过小，严重制约了GPU的计算

效率。但GPU具有更多的流处理器，当并行求解

的方程组数量达到一定程度时，尽管每个流处理

器内部的并发程度不高，多个流处理器并行仍然

要比CPU更具优势。

从实验 4~5 的结果可以看出，隐式求解中，

随着方程组中方程个数的增加，GPU的优势逐渐

体现出来。这主要是由于算法中用到了拟牛顿法

求解非线性方程组，无论是在不同精度阶之间，

还是非线性方程组内部，这些计算过程都是并行

的，即拟牛顿法的并行度要大于阶数，且随着方

程组内部方程数量的增加，并行度会进一步提升。

由此也可看出，非线性方程组求解耗费了数值求

解的绝大部分时间。因此，在求解刚性方程组时，

GPU的能力更易被有效利用。

通过上述 5个实验，可以发现本文设计的模

型框架对常微分方程组求解效率有显著的提高。

对于显式欧拉算法，GPU求解时间接近CPU单线

程求解速度；对于隐式欧拉算法，GPU求解时间

小于CPU单线程求解速度，且随着方程数量和求

解阶数的增加，本文模型效果提升更加明显。此

外，CPU核心数目一般只有16，而GPU核心数目

高达上万，是CPU核心数目的上百倍。因此，认

为本文提出的基于流水线形式的面向CPU、GPU

目标机的仿真模型求解任务分配框架能大幅度提

高常微分方程的求解效率。

4 结论结论

本文设计并实现了一种基于流水线形式的面

向CPU、GPU目标机的仿真模型求解任务分配框

架，在并发求解异构常微分方程方程组时，能够

有效减少求解时间，提高求解效率。尤其是面对

复杂仿真系统时，可以充分发挥 GPU 的多核优

势，有利于计算节点内部的负载均衡。通过 5个

实验，验证了框架的效率、准确率和精准度。未

来我们将通过引入内存池、计算流预分配、方程

组间设备内存数据交换方法等，进一步提高框架

的运算效率和并发能力。
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