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摘要：针对线性块对角表达子空间聚类算法不能有效处理非线性视觉数据，以及常规的正则化器不

能直接追求 k 块对角矩阵等缺点，提出了核块对角表达子空间聚类算法。将原始输入空间映射到线

性可分的核希尔伯特空间，在该特征空间中进行谱聚类，同时给出了算法的收敛性分析，利用变量

的强凸性和函数的有界性来验证目标函数单调递减和亲和力矩阵有界且收敛。与核稀疏子空间聚

类、块对角表达子空间聚类等算法相比，结果表明：该算法在 Extended Yale B，ORL(Olivetti Research 
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effectively handle non-linear visual data, and the regular regularizers cannot directly pursue the k-block 

diagonal matrix, a kernel block diagonal representation subspace clustering is proposed. In the proposed 

algorithm, the original input space is mapped into the kernel Hilbert space which is linearly separable, 

and the spectral clustering is performed in the feature space. The convergence analysis is given, and the 

strong convex of variables and the boundedness of function is utilized to verify the monotonically 

decreasing of objective function and the boundedness and convergence of the affinity matrix, which breaks 

through the difficulty of convergence proof. Compared with other algorithms such as the kernel sparse 

subspace clustering and the block diagonal representation algorithm tested, the algorithm has achieved the 

lower clustering error and higher normalized mutual information on Extended Yale B, ORL and MVtec 

ITODD. 
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引言 

智慧企业的制造过程和制造服务等制造流程

产生大量高维非线性视觉数据，这些高维视觉数据

集位于许多不同低维子空间的并集上，如何更加准

确地把属于同一簇的数据样本划分到对应的子空

间是数据挖掘领域重要的研究分支[1-4]。本文重点

研究了谱型子空间聚类算法，与其他类型的子空间

聚类算法相比，这种子空间聚类算法最受欢迎。许

多传统的谱型子空间聚类算法假设高维数据集符

合线性子空间模型，即一个数据点可以由属于同一

类的其他数据点线性表示。 

目前很多研究者从不同的角度设计了很多行

1
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之有效的线性谱型子空间聚类算法，这些研究表

明，更好的亲和力矩阵将有利于聚类效果的提   

升[5-7]。很多研究人员致力于线性谱型子空间聚类

算法的改进，核心在于算法目标函数中正则项范数

的设计。 

在稀疏子空间聚类(Sparse Subspace Clustering，

SSC)算法中[8-11]，正则项范数上面施加 1l 范数，1l 范

数可以促进表达矩阵的稀疏性；在低秩表达

(Low-Rank Representation，LRR)聚类算法[12-13]和低

秩子空间聚类 (Low-Rank Subspace Clustering，

LRSC)算法中[14-15]，核范数施加在正则项范数上，

并且核范数是秩函数的凸缩放。此外，LRSC 算法

与 LRR 算法的一个关键区别在于 LRSC 算法多了

一个约束条件，即 LRSC 算法中的表达矩阵是对称

的；在基于 2l 图的子空间聚类( 2 -l graph Subspace 

Clustering)算法 [16]、最小二乘回归 (Least Square 

Regression，LSR)聚类算法[17]和高效密集子空间聚

类(Efficient Dense Subspace Clustering，EDSC)算法[18]

中，正则项范数上面施加 2l 范数， 2l 范数将使得

LSR，DSC 和 EDSC 算法具有封闭形式的解，因此

这 3 种算法比其他谱型子空间聚类算法具有更高

的效率。 

Lu 等指出[19]，由 SSC 算法获得的表达矩阵过

于稀疏，即不仅类与类之间稀疏，而且同类之间也

稀疏。然而，当施加 2l 范数或者核范数在正则项范

数上，由这种子空间聚类算法获得的表达矩阵过于

密集，即类与类之间存在着不想要的联系。 

1l 范数替代 0l 范数施加在正则项范数上，会使

得问题有凸解，但获得的解却是次优的。在迭代加

权稀疏子空间聚类 (Reweighted Sparse Subspace 

Clustering, RSSC)算法[20]，基于平滑 0l 范数的鲁棒

仿射子空间聚类(Robust Affine Subspace Clustering 

via Smoothed 0l -norm，ASCSL0)算法[21]和基于平

滑 pl 最小化 的快速稀 疏子空间 聚类 (Sparse 

Subspace Clustering via Smoothed pl  minimization, 

SSC-SLp)算法[22]中，改进的范数会施加在正则项

范数上，这种改进的范数近似 0l 范数。 

在块对角表达(Block Diagonal Representation，

BDR)子空间聚类算法中[5-7]， k 块对角正则化器被

施加在亲和力矩阵上，即 k 块对角正则化器的定义

是对应的拉普拉斯矩阵的 k 个最小特征值之和，同

时，该定义还表明当该 k 块对角正则化器为 0 时，

对应的亲和力矩阵符合 k 块对角结构。相比之前的

1l 正则化器、 2l 正则化器，以及其他形式的正则化

器，该 k 块对角正则化器是直接追求块对角矩阵，

显然该正则化器表现得更具竞争力。而且大量的仿

真实验数据也表明，与许多经典的线性谱型子空间

聚类算法相比，块对角表达子空间聚类算法实现了

优越的聚类效果。许多研究人员也迫切研究块对角

表达子空间聚类算法的原理，进一步设计出改进的

块对角表达子空间聚类算法。 

由于视觉数据的非线性本质，大量的高维数据

集不一定位于线性子空间上，有必要设计出非线性

的谱型子空间聚类算法。一些研究者提出了许多基

于核的谱型子空间聚类算法[23-27]，这些基于核的子

空间聚类算法首先将输入数据映射到线性可分的

特征空间，这个特征空间将符合线性子空间模型，

许多先进的子空间聚类算法可以对该特征空间进

行聚类分析。此外，这些基于核的子空间聚类算法

可以利用核技术来实现映射过程。在具体实现基于

核的谱型子空间聚类算法时，不需要显式计算映射

后的核希尔伯特空间。k 块对角正则化器有助于减

少聚类误差，然后把块对角表达子空间聚类算法扩

展成非线性的子空间聚类算法，进而提出了核块对

角表达 (Kernel Block Diagonal Representation，

KBDR)子空间聚类算法。 

1  核块对角表达子空间聚类算法 

1.1 问题描述 

线性谱型子空间聚类算法的原理是一个数据

点可以由属于其同类的其他数据点线性表达。而在

实际应用中，大规模的视觉数据未必符合线性模

型，故需将原来的数据 X 映射到特征空间中，即

2

Journal of System Simulation, Vol. 33 [2021], Iss. 11, Art. 1

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol33/iss11/1
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.21-0950



第 33 卷第 11 期 Vol. 33 No. 11 

2021 年 11 月 刘茂山, 等: 核块对角表达子空间聚类及收敛性分析 Nov. 2021 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 2535 • 

是 ( ) X ；原来的正则化器施加在表达矩阵C 上，

不能直接追求块对角矩阵，故提出 k 块对角正则化

器来直接追求块对角矩阵。 

1.2 块对角表达子空间聚类 

直接追求块对角矩阵的块对角表达子空间聚

类算法显示出很好的聚类效果。当数据样本中包含

高斯噪声时，块对角表达子空间聚类算法的目标函

数为 

2

T

1
min

2

s.t. diag( ) 0, 0,

B F k



  

   ≥

X XB B

B B B B

  (1) 

式中：X 为数据样本矩阵；B为亲和力矩阵；|| || k

为 k 块对角正则化器，即对应的拉普拉斯矩阵 k 个

最小特征值之和； 为平衡参数，用以平衡这两项

的效果。为了简化，本文考虑数据样本矩阵 X 只

包含高斯噪声。 

研究发现亲和力矩阵 B 的许多限制会导致它

的表达能力减弱，因此引入了一个与 B相似的新矩

阵 Z 。则新的目标函数为： 

2 2
,

T

1
min

2 2

s.t. diag( ) 0, 0,

F F k

 


    

   ≥

Z B X XZ Z B B

B B B B

(2) 

式中： 和 是平衡参数，用以平衡这 3 项的效果。 

当参数  趋于无穷大时，式 (1)和 (2)是等    

价的。 

1.3 核块对角表达子空间聚类 

在核块对角表达子空间聚类算法中，首先计算

特征映射 ( ) X ，然后在特征空间中进行块对角表

达子空间聚类。这里给出了它的目标函数： 

2 2
,

T

1
min ( ) ( )

2 2

s.t. diag( ) 0, 0,

F F k

β
X X  


    

   ≥

Z B Z Z B B

B B B B

(3) 

在优化过程中，不需要计算特征映射 ( ) X 的

显式形式。可以应用核技术来处理含有 ( ) X 的 

项，保真项
2

( )- ( )
F

 X X Z 则可以表示为 

2 T( ) ( ) tr( 2 )
F

K    X X Z KZ Z KZ  (4) 

T( ) ( ) ( ) ( , )ij i j i jk  K X X X X  (5) 

式中： n nK R 为正半定核格拉姆矩阵，核函数包

括多项式核 ( , ) ( , )b
i j i jk a   X X X X 和高斯 

核
2

( , ) exp( )i j i j F
k   X X X X ，其中 a ，b 和

是核函数的参数。 

1.4 核块对角表达子空间聚类的优化 

在阐述核块对角表达子空间聚类算法的优  

化过程之前，先给出关于非凸项 || || k 的一些相关

定理： 

假设 n nL R 且 0≥L (L 是正半定)，则 

1

( ) min ,

s.t. 0 , tr( )

n

i
i n k

I k


  


  


 



≤ ≤

WL L W

W W
 (6) 

式中：W 和 L 为对称矩阵， 0≥L 意味着 L 是正

半定； ≤W L 即是 0 ≤W L ，Tr( )W 为W 的主

对角元素之和，并且 T, Tr( ) L W L W 。 

因此式(3)变为 

2
, ,

2

T

1
min ( ) ( )

2

diag( 1) ,
2

s.t. diag( ) 0, 0, ,

0 , tr( )

F

F

I k

 

 

  

     


 
 

≥

≤ ≤

Z B W X X Z

Z B B B W

B B B B

W W

 (7) 

辅助矩阵 Z ，W 和亲和力矩阵 B的优化过程

如下： 

(1)  更新 Z ，矩阵 tB 固定。 
1

221
arg min ( ) ( )

2 2

t

t
F F

 

 

  Z

Z

X X Z Z B (8)
 

矩阵 Z 的封闭解如下： 
1 T 1 T

1

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )

( ) ( )

t t

t
G G

I

I

     

 

 



   

 

Z X X X X B

K K B

 (9) 

(2) 更新W ，矩阵 tB 固定。 
1 arg min diag( 1 ),

s.t. 0 , tr( )

t t t

I k

    


 ≤ ≤
WW B B W

W W
 (10)
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矩阵W 的解： 
1 Tt W UU  (11) 

式中： T, =tr( ) A B A B ， n kU R 是由矩阵

diag( 1)t tB B 的 k 个最小特征值对应的 k 个特征

向量组成。 

(3) 更新 B，矩阵 1tZ 和 1tW 固定。 

21 1

1
1

T

1
arg min

2

diag( ) ,

s.t. diag( ) 0, 0,

t t

F

t

Z




 



   

   



  ≥

BB B

B B W

B B B B

 (12) 

B的封闭解： 

1 1 1

1 1 T

1
[ ( diag(diag( )))
2

1
( diag(diag( ))) ]

2

t t t

t t

  

 


  



 

 

B B B

B B  (13)

 

式中： [ ] max( ,0)O O  ，并且： 

1 1 1 T 1=( (diag( )1 ))



     t t t t
ij ijB Z W W  (14) 

式中： ijB 为 B的第 i 行第 j 列元素。 

本文采用交替优化算法来求解核块对角表达

子空间聚类算法，算法的终止迭代条件包括两方

面，设置最大迭代次数和更新上面的步骤直至收

敛。最大迭代次数可以给定常数 T，更新上面的步

骤需要验证在每次迭代过程中下面的约束条件： 
1t t 


 ≤Z Z  (15) 

1t t 


 ≤B B  (16) 

式中： 0  。 

核块对角表达子空间聚类算法中包含 2 个超

参数  和 ，为了获得最佳的聚类效果，可以先固

定一个参数，然后穷举搜索另一个参数。在具体实

验中，可以采用网格搜索方法，即在给定的参数列

表中进行穷举搜索。相比于穷举搜索，该方法效率

有所提高。整个算法的流程为 

核块对角表达子空间聚类算法 

1：输入 d nX R ， 0  ， 0  ，T , 0   

2：初始化 0t  ， 0t Z ， 0t B ， 0t W  

3：while 不收敛 do 

4：      通过式(9)计算 +1tZ  

5：      通过式(11)计算 +1tW  

6：      通过式(13)计算 +1tB  

7：  if 1 1max{|| || ,|| || }t t t t  
   ≤Z Z B B or 

t T ，break 

8：         1t t   

9：end while 

10: 输出 Z ， B， n nW R  

1.5 核块对角表达子空间聚类的收敛性分析 

将式 (7) 表示为 ( , , )f Z B W 。假设 1 { |S  B  

diag( ) 0B ， T0, }≥B B B ，并且 2 { 0 ,S I ≤ ≤W W  

Tr( ) }kW 。 1S 和 2S 的指示函数分别表示为
1S 和

2S ，即 1 ( )S X 中，X 满足 1S 中约束条件。给定矩

阵 d nX R ，我们有以下定理。 

定理 1 给定参数 0  和 0  ，核块对角表

达子空间聚类算法目标函数 ( , , )f Z B W 有如下

结论： 

(1) 函数 ( , , )f Z B W 是单调递减。 

(2) 矩阵序列{ }tZ ，{ }tB 和{ }tW 有界。 

(3) 
21lim 0t t

t F


  Z Z ，  

21lim 0t t
t F


  B B ， 

21lim 0t t
t F


  W W 。 

证明： 

从 +1tW 的优化，得到 

2

2

1 1( , , ) ( )

( , , ) ( )

t t t t
S

t t t t
S

f

f





 



≤Z B W W

Z B W W  (17)
 

更新矩阵 +1tZ ，得到 
1 1arg min ( , , )t t tf  ZZ Z B W  (18) 

注意到 1( , , )t tf Z B W 是 –强凸，得到 
1 1 1

21

( , , ) ( , , )

2

t t t t t t

t t

F

f f



  







≤Z B W Z B W

Z Z  (19)
 

更新矩阵 +1tB ，得到 
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1

1 1 1arg min ( , , ) ( )t t t
Sf    BB Z B W B  (20) 

1

1 1( , , ) ( )t t
Sf   Z B W B 是 –强凸，得到 

1

1

1 +1 1 +1

21 1 1

( , , )+ ( )

( , , ) ( )
2

t t t t
S

t t t t t t
S F

f

f B





 

    

≤Z B W B

Z B W B B  (21)
 

结合(17)，(19)和(21)，得到 

1 2

1 2

1 +1 1 +1 +1

2 21 1

( , , )+ ( )+ ( )

( , , ) ( ) ( )

2 2

t t t t t
S S

t t t t t
S S

t t t t

F F

f

f

 

 

 

 

 

  

  

≤Z B W B W

Z B W B W

Z Z B B

 

(22)

 

因此， 1 2( , , ) ( ) ( )t t t t t
S Sf   Z B W B W 是单调

递减，并且是有上界， 1

0 0 0 0( , , ) ( )Sf  Z B W B  

2

0( )S W 是上界值。这表明 { }tZ 和 { }tB 有界。

2
t SW 表明 2|| || 1t

F≤W ，并且{ }tW 有界。定理 1

的结论(1)和(2)得证。 

相应的拉普拉斯矩阵 diag( 1)t
t t BL B B  

( 11  nR )有以下的特殊属性： 

(1) 0t ≥BL ，因此 ( ) 0ti ≥BL ， 1,2, ,i n    。 

(2) tBL 至少有一个特征值为 0 ，所以

( ) 0tn BL ，换句话说， ( ) ( 1)trank n ≤BL 。 

(3) 亲和力矩阵 tB 有 k 个连接成分，当且仅当 

( ) 0 1,2 ,

( ) 0 = +1, + 2, ,

t

t

i

i

i n k

i n k n k n





  


  





，当 ， ,

，当

B

B

L

L
 (23) 

tW 和 T{diag( 1) }t tB B 是半正定，对于上述 2

个半正定矩阵，可以找到共同的正交矩阵T ，使得 
T

1 2diag( , , , )t
na a a   T W T  (24) 

式中： 1 2, , , na a a   是 T tT W T 的特征值。 
T T

1 2{diag( 1) } diag( , , , )t t
nb b b    T B B T  (25) 

式中：1 2, , , nb b b   是 T T{diag( 1) }t tT B B T 的特征值。 

得到 
T T T

T T

1 1 2 2

{diag( 1) }

{diag( 1) } =

diag( , , , )

t t t

t t t

n na b a b a b

 




T B B TT W T

T B B W T

 (26)

 

这表明 T{diag( 1) }t t tB B W 是半正定，即

T

1

diag( 1) , =Tr({diag( 1) } )

0

t t t t t t

n

i
i




    

 ≥ 。

B B W B B W

 

由 于
21

( ) ( )
2 F
 X X Z ，

2

2 F


Z B 和 

diag( 1) ,   B B W 这 3 项是大于等于 0，因此

1 2( , , ) ( ) ( ) 0t t t t t
S Sf    ≥Z B W B W 。现在，从

0,1, ,t n   累加(22)，得到 

2 21 1

0

0 0 0

( )
2

( , , )

t t t t

F F
t

f


 



   ≤Z Z B B

Z B W  (27)

 

这表明 
1 0t t  Z Z  (28) 

且 
1 0t t  B B  (29) 

通过式(29)，得到 

21 1

lim

diag( 1) diag( 1) 0

t

t t t t

F



    B B B B  (30)
 

给出 1U 和 2U 的具体解，形式如下：  

1
n kU R 是由矩阵 1 1diag( 1)t t B B 的 k 个最

小特征值对应的 k 个特征向量组成。   

2
n kU R 是由矩阵 diag( 1)t tB B 的 k 个最小

特征值对应的 k 个特征向量组成。 

得到 
2

1 2lim 0t F  U U  (31)  

最后 
2T T

1 1 2 2lim 0t F  U U U U  (32) 

即
21lim 0t t

t F


  W W     (33) 

因此，定理 1 的结论(3)： 

limt
21 0t t

F

  Z Z ， 

21lim 0t t
t F


  B B ， 

limt  
21 0t t

F

  W W 。得证。 

综上，定理 1 的结论(1)(2)(3)全部得证。 

2  实验验证 

2.1 实验设置 

为了证明所提出的核块对角表达子空间聚类

5
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算法与其他先进算法相比具有出色的聚类效果，本

文在 3 种数据集上进行了多次对比实验，即

Extended Yale B 数 据 库 、 Olivetti Research 

Laboratory(ORL)数据集和 MVTec ITODD 数据集。

Extended Yale B 数据集的图像数量远多于 ORL 数

据集，而 Extended Yale B 数据集的类数小于 ORL

数据集，这 2 种人脸数据集对于子空间聚类具有相

当大的挑战性。MVTec ITODD 数据集是工业数据

集，以验证算法对工业应用的泛化能力。先进的算

法包括 LRR[13]，LRSC[15]，LSR[17]，SSC[9]，EDSC[18]，

KSSC[23]，ALKSSC[26]，KTRR(核截断回归表达)[27]，

BDR-B/BDR-Z[5]。在具体的实验中，调节其他算法

的关键参数以获得最佳聚类效果。本文实验中，

取 610 [28]。 

为了定量地评估核块对角表达子空间聚类算

法与其他先进算法相比的聚类效果，这里有 2 个定

量的评估指标，即聚类误差(Clustering Error, CE)

和归一化互信息(Normalized Mutual Information, 

NMI)。 

聚类误差： 

ˆπ {π( )! }
1

ˆ( , ) min 1/n 1
i i

n

a a
i

CE a a 


   (34) 

式中：a 和 â 分别是数据矩阵的真实标签和输出标

签 。 式 (34) 的 最 小 值 是 关 于 :{1,2, , }nk      

{1,2, , }nk   所有排列的， k 为子空间个数； n 为数

据样本个数。 

归一化互信息： 

2
1 1

2 2
1 1

ˆ( , ) log ( )

log ( ) log ( )

 

 

      

  
 
  



 

Q C
ij

ij
i ji j

Q C
ji

i j
i j

n n
NMI a a n

n n

nn
n n

n n
 (35)

 

式中：Q 为真实类别数；C 为输出标签中的聚类数；

in 为真实标签中第 i 类的数据样本数； jn 为输出标

签中第 j 簇的数据样本数； ijn 为真实标签中第 i 类

样本被划分到输出标签中第 j 簇的数据样本个数。 

CE越小或NMI越高表明获得的聚类质量越好。 

2.2 Extended Yale B 人脸数据集 

Extended Yale B 数据库包含 38 名受试者的   

2 414 张正脸图像，每个受试者有 64 张图像，他们

均是在固定姿势和不同光照条件下拍摄。如图 1 所

示，文中列出了 4 位受试者的一些人脸图像。根据

文献 [29] 的实验设置，将原始人脸图像从

192 168像素 像素调整为 48 42像素 像素，并将

这些二维人脸图像拉伸为一维向量，然后一维向量

归一化为具有单位长度的向量。这项工作中选择

{10, 20, 30, 35, 38}k 受试者进行定量实验，Ji

等[29]提出了一个实验方案，即当选择 10k  时，必

须从受试者1 ~ 10，2 ~ 11，······，29 ~ 38中获取所

有图像，所以需要进行 29次实验。当选择其他 k 时，

实验方案类似。如果让 t 表示实验的次数，这样可

以得到方程 39k t  并且每次实验需要处理 64k

张图像。这里，文中使用多项式核，参数 a和 b 分

别是 12 和 2。 

 

 

图 1  Extended Yale B 数据集的 4 个受试者 
Fig. 1  4 subjects of Extended Yale B dataset 

为了搜索提出的核块对角表达子空间聚类算

法中参数  和参数 的合理设置，本文在不同的参

数设置下进行实验，即 4 3 2 1{10 ,10 ,10 ,10 }  和

4 3 2 1 0 1 2 3 4{10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 }     。文

中是在 10 类图像上进行核块对角表达子空间聚类

实验，然后记录了这 29 次实验中聚类误差和归一

化互信息的平均值。 

如图 2 所示，文中分别绘制了核块对角表达

子空间聚类算法在不同参数设置下的聚类误差和

归一化互信息的三维直方图。从图 2(a)可以看出，

当参数 410  ，核块对角表达子空间聚类算法取

得的平均聚类误差较小。而且，从图 2(b)可以看出，

6
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当参数 410  ，平均归一化互信息明显较高。总

之，当参数 410  ，核块对角表达子空间聚类算

法的聚类效果最佳。更进一步，当参数  固定取

410 时，参数 的取值对聚类效果几乎没有影响。

基于上面的分析，在具体的实验中发现，参数  取

7 500， 取 1，对于 Extended Yale B 数据集，核块

对角表达子空间聚类算法能够取得满意的效果。 

文中记录了不同的谱型子空间聚类算法的聚

类误差和归一化互信息的均值和中值，实验数据如

表 1 和表 2 所示。从表 1 和表 2 中可以看出，相比

于其他算法，核块对角表达子空间聚类算法在

{10, 20, 30, 35, 38}k 实现了更好的聚类效果，而且

核稀疏子空间聚类算法和自适应低秩核稀疏子空

间聚类算法的实验数据也表明，自适应低秩核稀疏

子空间聚类算法的确比核稀疏子空间聚类算法实

现了更好的聚类效果。除此之外，在其他受欢迎的

算法中，块对角表达子空间聚类算法展现出很强 

的竞争性，这同时也表明了 k 块对角正则化器的重

要性。 

         

(a) 平均聚类误差                             (b) 平均归一化互信息 

图 2  10 类图像聚类分析(Extended Yale B 数据集) 
Fig. 2  10 categories clustering analysis on Extended Yale B dataset 

表 1  在 Extended Yale B 数据集上不同算法的聚类误差 
Tab. 1  CE(%) of different algorithms on Extended Yale B dataset 

算法 10 类 20 类 30 类 35 类 38 类 

LRR 

LRSC 

LSR1 

LSR2 

SSC 

EDSC 

KSSC 

ALKSSC 

KTRR 

BDR-Z 

BDR-B 

KBDR 

18.63/19.84 

30.32/31.56 

37.12/38.44 

36.02/34.53 

10.43/9.53 

9.02/7.66 

16.93/18.28 

8.73/6.09 

12.35/12.97 

12.39/11.09 

7.54/4.06 

6.16/3.44 

29.56/28.12 

30.21/30.00    

31.04/30.16 

33.33/34.30 

19.32/19.22 

10.74/10.47 

14.70/14.92 

12.29/11.64 

12.63/12.27 

16.09/17.11 

9.67/10.23 

8.41/9.84 

40.24/39.90 

30.18/29.84 

32.16/32.40 

33.07/32.92 

23.86/24.38 

10.03/9.69 

18.27/18.96 

14.97/15.21 

15.91/16.67 

19.00/20.00 

9.84/10.31 

9.29/8.80 

41.29/42.68 

30.49/31.12 

32.13/32.21 

33.09/32.41 

27.79/27.95 

10.27/10.31 

21.38/21.45 

14.45/14.69 

17.49/17.79 

24.53/24.20 

9.55/9.62 

8.58/8.68 

35.24/35.24 

30.67/30.67    

31.41/31.41 

33.18/33.18 

30.02/30.02 

10.19/10.19 

20.19/20.19 

17.27/17.27 

16.41/16.41 

26.93/26.93 

9.87/9.87 

8.76/8.76 
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表 2  在 Extended Yale B 数据集上不同算法的归一化互信息 
Tab. 2  NMI([0-1]) of different algorithms on Extended Yale B dataset 

算法 10 类 20 类 30 类 35 类 38 类 

LRR 

LRSC 

LSR1 

LSR2 

SSC 

EDSC 

KSSC 

ALKSSC 

KTRR 

BDR-Z 

BDR-B 

KBDR 

0.83/0.83 

0.76/0.75 

0.63/0.63 

0.65/0.68 

0.88/0.87 

0.90/0.89 

0.85/0.85 

0.90/0.90 

0.86/0.86 

0.84/0.84 

0.92/0.93 

0.92/0.94 

0.81/0.81 

0.86/0.86 

0.61/0.61 

0.61/0.61 

0.79/0.77 

0.91/0.92 

0.89/0.89 

0.90/0.91 

0.90/0.90 

0.85/0.85 

0.92/0.91 

0.93/0.93 

0.77/0.77 

0.85/0.85 

0.64/0.63 

0.62/0.62 

0.73/0.73 

0.92/0.92 

0.88/0.88 

0.89/0.89 

0.89/0.89 

0.81/0.81 

0.92/0.92 

0.93/0.93 

0.76/0.75 

0.81/0.81 

0.63/0.63 

0.62/0.62 

0.73/0.73 

0.91/0.91 

0.87/0.87 

0.89/0.89 

0.89/0.89 

0.78/0.77 

0.92/0.92 

0.93/0.93 

0.80/0.80 

0.77/0.77 

0.63/0.63 

0.62/0.62 

0.73/0.73 

0.91/0.91 

0.85/0.85 

0.88/0.88 

0.90/0.90 

0.76/0.76 

0.92/0.92 

0.93/0.93 
 

2.3 ORL 人脸数据集 

ORL 数据集包含 400 张人脸图像，该数据集

中含有 40 个受试者，每个受试者 10 个图像。如图

3 所示，这里列出了 4 类人脸图像，这些人脸图像

具有不同面部表情和面部细节。与 Extended Yale B

人脸数据集相比，ORL 数据集对于子空间聚类任

务更具挑战性。可以认为有 2 个主要原因：①ORL

数据集拥有不同的面部表情和面部细节；②类的数

目多。同样 ORL 数据集首先从 112 像素×92 像素

调整为 48×12 像素，然后将这些二维矩阵拉伸为一

维向量，然后一维向量归一化为具有单位长度的向

量。这里，本文使用多项式核，参数 a和 b 分别是

12 和 2。 

  

  

图 3  ORL 数据集的 4 个受试者 
Fig. 3  4 subjects of ORL dataset 

为了搜索核块对角表达子空间聚类算法中参

数  和参数 的恰当设置，本文运行该算法 10 次，

然后分别记录了在不同参数设置下 40 类图像实验

中聚类误差和归一化互信息的平均值。如图 4 所

示，分别绘制了核块对角表达子空间聚类算法在不

同参数设置下的聚类误差和归一化互信息的三维

直方图，即提出的子空间聚类算法中参数  的设置

是 4 3 2 1 0{10 ,10 ,10 ,10 ,10 }  和参数  的设置是

4 3 2 1 0 1 2 3 4{10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 }     。本

文得出结论，当参数  相对较大，参数 相对较小，

核块对角表达子空间聚类算法取得相对较好的聚

类效果。更加具体地说，当参数 4 1{10 ,10 }  和参

数 2 3 4{10 ,10 ,10 }    ，平均聚类误差相对较小，

并且平均归一化互信息相对较大。 

对于核块对角表达子空间聚类算法，本文取

10  和 0.001  。文中运行这些算法 10 次，分

别记录了不同的谱型子空间聚类算法的聚类误差

和归一化互信息的均值和中值，实验数据如表 3 和

表 4 所示。从表 3 和表 4 中可以看出，相比于其他

算法，核块对角表达子空间聚类算法实现了更好的

聚类效果，而且核稀疏子空间聚类算法和自适应低

秩核稀疏子空间聚类算法的实验数据也表明，在核

稀疏子空间聚类算法的基础上，自适应低秩核稀疏

子空间聚类算法的确提高了聚类质量。 

2.4 MVTec ITODD 工业数据集 

MVTec ITODD 数据集包含布置在 800 多个场

景中的 28 个对象，场景由 2 个工业 3D 传感器和 3
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个灰度相机进行观察[30]。该数据集是用于 3D 对象

检测和姿态估计，重点关注工业设置和应用。本文

从该数据集中取 20 个物体对象进行聚类实验，每

个物体对象包含 15 张图像。具体做法是先手动裁

剪出 20 15 张物体图像，然后缩放成像素大小是

50 50 的图像。如图 5 所示，文中列出了 4 类物体

的一些图像，它们分别是保险丝、星形饰物、连接

板和螺帽。同样地，本文首先将制造流程中一些具

有复杂表观形貌的零部件二维图像拉伸为一维向

量，然后将该一维向量归一化为具有单位长度的向

量。这里，本文使用多项式核，参数 a和 b 分别是

12 和 2。 

 

(a) 平均聚类误差 

 

(b) 平均归一化互信息 

图 4  40 类图像聚类分析(ORL 数据集) 
Fig. 4  40 categories clustering analysis on ORL dataset 

 

表 3  在 ORL 数据集上不同算法的聚类误差 
Tab. 3  CE(%) of different algorithms on ORL dataset 

算法 40 类 算法 40 类 

LRR 

LRSC 

LSR1 

LSR2 

SSC 

EDSC 

36.00/36.00

29.30/29.13

28.00/28.63

30.32/30.13

34.10/34.13

32.10/32.63

KSSC 

ALKSSC 

KTRR 

BDR-Z 

BDR-B 

KBDR 

28.15/28.13

26.65/26.38

29.67/29.13

28.23/28.63

27.80/27.88

25.45/25.75

表 4  在 ORL 数据集上不同算法的归一化互信息 
Tab. 4  NMI([0-1]) of different algorithms on ORL dataset 

算法 40 类 算法 40 类 

LRR 

LRSC 

LSR1 

LSR2 

SSC 

EDSC 

0.83/0.83 

0.83/0.83 

0.83/0.84 

0.81/0.81 

0.84/0.84 

0.85/0.85 

KSSC 

ALKSSC 

KTRR 

BDR-Z 

BDR-B 

KBDR 

0.87/0.87 

0.88/0.88 

0.83/0.83 

0.86/0.86 

0.86/0.85 

0.88/0.88 

  

  

图 5  MVTec ITODD 数据集的 4 类物体 
Fig. 5  4 categories of MVTec ITODD dataset 

类似于上述人脸数据集实验，本文首先搜索参

数  和 的最佳设置，然后与其他流行子空间聚类

算法进行对比实验。在不同参数设置下，运行该算

法 10 次，分别记录这 20 类聚类图像实验中聚类误

差和归一化互信息的平均值。如图 6 所示，分别绘

制了该算法在不同参数设置下的平均聚类误差和

平均归一化互信息的三维直方图，即参数    
6 5 4 3{10 ,10 ,10 ,10 }和 5 4 3 2 1 0 1{10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,   
2 3 4 510 ,10 ,10 ,10 }    。当参数 510  ，平均聚类误差

相对较小，并且平均归一化互信息相对较大。 

对于核块对角表达子空间聚类算法，本文取

510  和 0.1  。运行块对角表达聚类、自适应低

秩核稀疏子空间聚类等这些算法 10 次，分别记录了

不同的谱型子空间聚类算法的聚类误差和归一化互

信息的均值和中值，实验数据如表 5~6 所示。从表
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5~6 中可以看出，相比于其他算法，核块对角表达

子空间聚类算法取得了较低的聚类误差和具有竞争

力的归一化互信息。从核稀疏子空间聚类算法和自

适应低秩核稀疏子空间聚类算法的实验数据可得

出，在核稀疏子空间聚类算法的基础上，自适应低

秩核稀疏子空间聚类算法提高了聚类质量。 

 

(a) 平均聚类误差 

 

(b) 平均归一化互信息 

图 6  20 类图像聚类分析 (MVTec ITODD 数据集) 
Fig. 6  20 categories clustering analysis on MVTec ITODD 

dataset 

表 5  在 MVTec ITODD 数据集上不同算法的聚类误差 
Tab. 5  CE(%) of different algorithms on MVTec ITODD 

dataset 

算法 20 类 算法 20 类 

LRR 

LRSC 

LSR1 

LSR2 

SSC 

EDSC 

61.33/61.33 

65.93/65.67 

54.80/55.00 

58.27/58.00 

62.37/62.50 

60.03/60.17 

KSSC 

ALKSSC 

KTRR 

BDR-Z 

BDR-B 

KBDR 

55.97/56.33

55.20/54.67

57.57/57.50

57.87/57.83

57.27/57.50

52.73/53.00

表6  在MVTec ITODD数据集上不同算法的归一化互信息 
Tab. 6  NMI([0-1]) of different algorithms on MVTec 

ITODD dataset 

算法 20 类 算法 20 类 

LRR 

LRSC 

LSR1 

LSR2 

SSC 

EDSC 

0.50/0.50 

0.47/0.47 

0.52/0.52 

0.48/0.48 

0.53/0.53 

0.52/0.52 

KSSC 

ALKSSC 

KTRR 

BDR-Z 

BDR-B 

KBDR 

0.59/0.59 

0.59/0.59 

0.54/0.54 

0.54/0.54 

0.53/0.54 

0.55/0.55 

2.5 收敛性验证 

核块对角表达子空间聚类算法中，亲和力矩阵

B越符合块对角结构，聚类效果越好。理论部分说

明了提出的算法经过若干次迭代后，辅助矩阵 Z ，

W 和亲和力矩阵 B的解会收敛于稳定值。这里，

辅助矩阵W 是中间变量，主要考虑辅助矩阵 Z 和

亲和力矩阵 B解的收敛性。对于 Extended Yale B

人脸数据集，前面的实验表明当参数 410  ，核

块对角表达子空间聚类算法的聚类效果最佳。不失

一般性，本文取{ , } {10 000,1}   ，在 38 类图

像上进行聚类实验，并计算矩阵 Z 和 B在连续 2

次迭代上的变化，即 1|| ||t t
Z Z 和 1|| ||t t

B B 。

如图 7 所示，在大约 2 800 次迭代后 Z 和 B连续

2 次的变化足够小，最后趋于稳定。 

 

    (a) 1|| ||t t
Z Z  
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(b) 1|| ||t t
B B  

图 7  38 类图像聚类实验中核块对角表达算法的收敛曲线 
(Extended Yale B 数据集) 

Fig. 7  Convergence curves of KBDR algorithm for subspace 
clustering experiment of 38 subjects on Extended Yale B 

dataset 

3  结论 

本文提出了核块对角表达子空间聚类算法

(KBDR)，并且给出了该算法的收敛性分析。KBDR

算法是线性块对角表达子空间聚类算法的改进版

本，它致力于处理非线性的视觉数据。KBDR 算法

首先将原始数据映射到线性可分的特征空间，然后

在该特征空间中进行聚类。本文从理论角度说明了

KBDR 算法的收敛性，而且在 Extended Yale B 数

据集、ORL 数据集和 MVTec ITODD 数据集上的仿

真实验表明，相比于其他先进的谱型子空间聚类算

法，该算法确实取得了很好的聚类效果。文中使用

固定的核，接下来可以研究多核学习，使得算法自

适应选择核函数。 
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