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摘要：威布尔型备件需求预测模型涉及多重无穷级数，计算较为困难。一般采用的近似计算方法，

往往存在着较大误差。通过研究更新函数的有关性质，提出了一种利用分段函数近似更新函数的威

布尔型备件需求函数近似方法，避免了备件需求预测计算复杂的问题。理论分析表明：提出的近似

算法保证了获得的备件需求量要小于工程近似算法。最后通过算例，仿真验证了提出的近似算法的

近似效果较好，紧贴仿真结果，精度优于近似计算方法，满足实际保障需要，有利于工程需求。 
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引言 

备件作为装备维修保障的重要物质资源，准确

预测备件平均需求量(以下简称备件需求量)，合理

确定装备备件配置方案，是近年来备件精确化保障

的研究热点。备件需求量是科学制定备件供应保障

策略的基础，其预测问题越来越受到人们的重视。

对于威布尔型备件而言，利用更新过程理论建立的

备件需求模型涉及多重无穷级数模型[1]，计算复

杂，工程应用不便。工程中通常采用近似法或仿真

法预测威布尔型备件需求量。近似法主要是将非指

数型备件近似认为指数型备件，利用指数型备件预

1
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测模型进行近似预测，指数近似法预测得到的结果

一般存在较大误差。文献[2-8]提出了多种适用于工

程应用的备件需求量近似算法，如文献[3]利用灰色

模型理论建立了备件需求量的预测模型；文献[4-5]

建立了维修条件的备件需求预测模型；文献[6]通过

研究威布尔分布与指数分布的贴近性，给出了一种

威布尔型备件需求近似算法，但这种近似算法的近

似效果与实际需求还存在一定差距；文献[7-8]利用

寿命分布等效方法，给出了表决系统备件需求量计

算方法。仿真方法[9-11]主要是基于 Monte-Carlo 模

拟备件动态需求变化规律预测备件需求，仿真方法

能够弥补解析法假设过多的缺点，但当备件种类较

多，仿真就需要耗费大量的时间，此外，仿真结果

的波动性也会给备件需求量确定及备件方案优化

带来一定的困扰。 

本文以威布尔型备件为研究对象，通过研究更

新函数的有关性质，给出了威布尔型备件需求量的

近似算法，并从理论上分析了近似算法的优良性，

最后通过算例分析，说明本文提出的近似算法精度

贴近仿真算法，优于工程近似算法。 

1  备件需求函数及其性质 

在装备实际使用过程中，假定某不可修部件

一旦发生故障就立即换上所携带的备件，在更换

时间忽略不计的情况下，则人们常常关心该部件

在给定时间(0, t]内的备件需求问题，以便合理配

置备件数量。对于不可修备件而言，备件需求量

实际上就是部件的故障次数，是一个典型的更新

过程。 

1.1 备件需求函数 

假设在保障周期(0, t]内配置 m 个备件，备件寿

命分别为 Xi(i=1,2, ,m)，则 X1,X2, ,Xm是一个独

立同分布的随机变量序列。设部件及其备件的寿命

分布函数均为 F(t)，对应的密度函数为 f(t)，则在(0, 

t]时间内的备件需求函数为[10] 

( )

1
( ) ( )k

k
M t F t





   (1) 

其中： ( ) ( )kF t 为分布函数 F(t)的 k 重卷积。 

1.2 威布尔型备件需求函数  

对于威布尔型备件而言，其备件寿命分布函数

为 ( ) 1 exp( )F t t   ，其中 β,λ 为分布参数。则

由式(1)可知，在(0, t]时间内的备件需求函数为[1] 
1

1

1 1

( 1)( )
( 1)

j j j
k

k k

A tM t
j




 


 

 
  

  
 

 
 (2) 

其中：Ak,j 通过如下方法给出[1]： 

当 j≥1 时，A1,j=αj，当 j<k 时，Ak,j=0； 
当 k≥1 时， 1

,1 1( 1)k k
kA   ，当 j>k 时，

1

, 1, 1
1

1,
!

j

k j k l j k
l k

A A k
k

  


 
 

     
 

 。 

特殊地，当 β=1 时，此时该备件为指数型备件，

则其备件需求函数为 
( )M t t

 
(3) 

如果将威布尔型备件近似认为指数型备件时，

1/λ为备件的平均寿命，可以利用式(3)近似预测威

布尔型备件需求量，这就是工程上常用的指数近 

似法。 

1.3 备件需求函数性质 

性质 1：设备件的寿命分布函数为 F(t)，则备

件需求函数 M(t)满足 
( ) ( ) ( )F t M t H t≤ ≤  (4) 

其中： ( ) ( ) / [1 ( )]H t F t F t  。 

证明：由于分布函数 F(t)是非减函数，因此有 

(2) 2

0 0

( ) ( )d ( ) ( )d ( ) [ ( )]
t t

F t F t u F u F t F u F t   ≤

    

类似可得 ( ) ( ) [ ( )] ( 2)k kF t F t k ≤ 。结合式(1)
可得 

( )

1 1

( )
( ) ˆ( ) [ ( )] = ( )

1 ( )
k k

k k

M t
F tF t F t H t

F t

 

 




 ≤

 

同时，备件需求函数 M(t)还可以表示为如下更

新方程 

2
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t

uFutMtFtM
0

)(d)()()(
 

(5) 

因 M(t)≥0，故 M(t)≥F(t)，即式(4)成立。 

性质 2：当备件寿命的二阶矩有限时，则备件

需求函数 M(t)满足 

2
2lim ( )

2t

tM t A
 

 
   

   
(6) 

其中， A 为部件的可用度，
0

d ( )t F t


  ，

2
2 0

d ( )t F t


  。证明见文献[12] P446 的定理 7。 

2  威布尔型备件需求量的近似算法 

对于威布尔型备件，考察其寿命分布函数

( ) 1 e tF t
  ，利用性质 1 和性质 2，可以给出

威布尔型备件需求量近似算法。具体近似思想  

如下： 

(1) 在任务时间较短的情况下，由于 F(t)与 H(t)

均较小且两者比较接近，由性质 1 可知，可以利用 
( ) ( )

2
F t H t 近似预测备件需求量 M(t)。即 

1
( ) ( )( )

2
F t H tM t 

  

其中：M1(t)表示备件需求量的近似值。 

此时，威布尔型备件的累积故障率 Λ(t)为

( ) ln[ ( )]t R t t   通常也接近于 0，根据函数 H(t)

的泰勒展开，H(t)可近似表示为 
( )( ) e 1

1 ( )
tF tH t t

F t
    


 

即在任务时间较小时，备件需求量可近似为： 

 1
1( ) 1 e
2

tM t t
    

 
(7) 

(2) 在任务时间较长的情况下，由性质 2 可知，

备件需求量 M(t)将随任务时间的增加呈线性增长，

因此备件需求量可近似为 
2

1 2( )
2

tM t A
 

  
       

(8) 

其中： 1/
1 11


 

   
 

， 2 2/
1 21


 

   
 

； 

在不考虑更换时间的情况下，可用度 A=1。

 (3) 分段时刻的确定。由上可知，式(7)适用于

任务时间较短情况下的备件需求量近似预测，式

(8)适用于任务时间较长情况下的备件需求量近似

预测。因此，合理确定分段时刻是保证该近似算法

精度的关键。通过多次模拟仿真发现，在 

1 e
2

tt
   
与 2

22
t A
 
  最小距离点作为近 

似算法的分段时刻具有较好精度。为此选择分段时

刻为 

2
0 2

1 e= / min 1
2 2

tt tt t
  

 

        
     

(9)

 
由此，可得到威布尔型备件需求量近似算法

为 

  0

1/1

0
2

1 1 e ,
2

21( )
1,

1 11 2 1

tt t t

M t t t t

 







 

   
          

             

≥

 

(10) 
其中：t0 由式(9)确定。 

在已知任务时间 t，威布尔分布参数 β和 λ时，

利用近似算法式(10)，可以快速计算出备件需求量，

与精确算法式(2)相比，大大减少了计算量。 

3  近似算法的优良性分析 

威布尔型备件需求量近似算法式(10)简单方

便，易于工程使用。为分析近似算法式(10)的优良

性，首先证明了 2 个结论，以此说明近似算法式(10)

优于指数近似法。 

3.1 两个结论 

设威布尔分布函数为 ( ) 1 e tF t
  ，若形状

参数 β>1，则有如下结论： 

结论 1：当 t<μ时，有 ( ) /M t t ≤ ； 

结论 2：当 t<μ时，有 1( ) /M t t ≤ 。 

证明：(1) 由于 β>1，则 (1 1 / ) 1   ，在 t<μ

时 

3
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1

1/
1 1 11 1

t tt t

t t t

  






  
 


    

 

    
         
    

≤

 

同理，在 t>μ时，有 /t t  。因此有： 
/

/
( ) 1 e
( ) 1 e >

t

t
F t t
F t t













≤ ≤

≥
     

(11) 

记 ( )( ) 1 exp( / ), ( )kG t t G t   的 k 重卷积。利

用数学归纳法容易证明，对于任意正整数 k，有

( ) ( )( ) ( )k kF t G t≤ 。由式(1)可知，在 t<μ时，威布尔

型备件需求量 M(t)满足如下不等式： 

( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) /k k

k k
M t F t G t t 

 

 

  ≤  (12) 

结论 1 得证。 

(2) 结论 2 的证明可分两部分。 

当  1
1( ) 1 e
2

tM t t
     时，利用不等式

e 1t t
  ≥ ，当 t<μ时 

 1
1( ) 1 e /
2

tM t t t t
       ≤ ≤  

当
1/

1
2

21
( ) 1

1 11 2 1

tM t
 

 

 
  
   

   
      
   

时，利用

式(11)，并注意到
0

( )R t dt 


 ，可以证明威布尔 

分布的一阶矩和二阶矩满足如下关系： 
2 / 2

2 0 0

/
0 0

/
0

/
0

1 1(2 ) 2 e d d ( )
2 2

e d ( )d

( ) e ( ) d

( ) e ( ) d 0

t

t

t

t

t t t F t

t t tR t t

t R t t
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 ≥

 

即 2
2 2 ≤ 。 又 因 1/

1 11


 
   

 
，

2 2/
1 21


 

   
 

，则有 

2
2

2

21
1

12 2 1






 
  
 
 

  
 

≤  

即
1/

1
2

21
( ) 1

1 11 2 1

t tM t
 


 

 
  
   

   
      
   

≤ 。结论 

2 得证。 

3.2 近似算法的误差分析 

(1) 利用指数近似法得到的威布尔型备件需求

量预测结果较为保守，误差较大。 

事实上，由性质 2 可知，备件需求量满足 
( ) 1lim

t

M t
t 

  

即在任务时间较长时，利用指数近似法预测威

布尔型备件需求量具有一定的合理性。但从结论 1

可以看出，利用指数近似法得到的威布尔型备件需

求量预测结果大于真实值，具有一定的保守性。

从后面的模拟仿真实例来看：在任务时间较短情

况下，利用指数近似法得到的预测结果存在较大

误差。 

(2) 利用近似算法式(10)得到的威布尔型备件

需求量预测结果优于指数近似法，误差较小。 

事实上，威布尔型备件的寿命分布的形状参数

一般大于 1，由结论 2 可以看出，对于任务时间小

于备件平均寿命的情况，利用近似算法式(10)得到

的预测结果小于指数近似法，更为接近真实值。

从后面的模拟仿真实例来看：近似算法式(10)得到

的预测结果与真实值十分接近，误差很小，具有

较好精度。 

4  仿真验证 

为了进一步说明本文提出的备件需求量近似

算法的优良性，采用模拟仿真方法进行数值分析，

对近似算法式(10)的误差进行了分析，并与指数近

似法进行比较。 

4.1 仿真算法设计 

假设备件的寿命分布服从参数为 (β,λ)的

Weibull 分布。对于给定的保障时间 t，利用

4
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Monte-Carlo 方法模拟得到备件需求量的模拟值。

由切比雪夫大数定律可知，当模拟次数充分大时，

模拟值十分接近备件需求量的真值，因此，可以利

用模拟值作为真值来分析近似算法的精度。具体模

拟步骤为 

(1) 模拟产生 k 个服从威布尔分布的随机数

x1,x2, ,xk； 
(2) 判断事件 1 2( ) { + + + }kA k X X X t  ≥ 是否 

发生。若发生，则记下故障次数 n1=k–1；否则，k

增加 1 并继续模拟； 

(3) 重复上述模拟过程 N 次(大于 10 000)，得

到保障时间 T 所对应的备件需求量 n1,n2, ,nN； 

(4) 备件需求量的模拟值为 1
1( ) N

iiM t n
N 

  。 

4.2 近似结果分析 

假设威布尔型备件的平均寿命为 1，即 λ=1，

给定仿真过程中的威布尔分布形状参数 β 分别为

1.2，1.5，2.0 时，参数 λ分别为 0.928 9，0.857 7，

0.785 4。 

利用 4.1 的模拟仿真步骤，获得不同任务时间

的备件需求量的模拟值 M(t)，利用指数近似法计算

得到备件需求量的工程近似值，利用式(10)计算得

到的本文结果 M1(t)，并计算本文结果相对于模拟

值的误差与相对误差。所有计算结果列于表 1~3、

图 1~3。其中，工程近似值由式(3)给出。 

表 1  威布尔型备件需求量的仿真结果、近似结果与指数近

似结果((β,λ)=(1.2,0.928 9)) 
Tab. 1  Spare parts demand function of Weibull type with 
simulation method, approximate method and engineering 

method ((β,λ)=(1.2,0.928 9)) 
保障时

间 t/年 
M(t) 

工程近

似值 
M1(t) 误差 

相对误

差/% 
0.4 0.302 2 0.4 0.287 7 –0.014 5 –4.80 
0.6 0.481 8 0.6 0.450 0 –0.031 8 –6.60 
0.8 0.671 0 0.8 0.650 0 –0.021 0 –3.13 
1 0.863 5 1 0.850 0 –0.013 5 –1.56 
2 1.850 0 2 1.850 0 0 –0.00 
6 5.847 9 6 5.848 7 0.000 1 –0.00 

 
图 1  威布尔型备件需求量((β,λ)=(1.2,0.928 9)) 
Fig. 1  Spare parts demand function of Weibull 

type((β,λ)=(1.2,0.928 9)) 

表 2  威布尔型备件需求量((β,λ)=(1.5,0.857 7)) 
Tab. 2  Spare parts demand function of Weibull type 

((β,λ)=(1.5,0.857 7)) 
保障时

间 t/年 
M(t) 

工程近

似值 
M1(t) 误差 

相对误差

/% 
0.4 0.207 3 0.4 0.206 0 –0.001 3 –0.62 
0.6 0.369 7 0.6 0.363 7 –0.006 0 –1.62 
0.8 0.547 3 0.8 0.536 2 –0.011 1 –2.03 
1 0.734 5 1 0.730 5 –0.004 0 –0.54 
2 1.729 2 2 1.730 5 –0.001 3 –0.07 
6 5.730 7 6 5.730 4 –0.000 3 –0.00 

 
图 2  威布尔型备件需求量((β,λ)=(1.5,0.857 7)) 

Fig. 2  Spare parts demand function of Weibull type 
((β,λ)=(1.5,0.857 7)) 
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表 3  威布尔型备件需求量((β,λ)=(2.0,0.785 4)) 
Tab. 3  Spare parts demand function of Weibull type 

((β,λ)=(2.0,0.785 4)) 
保障时

间 t/年 
M(t) 

工程近

似值 
M1(t) 误差 

相对误

差/% 
0.4 0.120 7 0.4 0.121 9 0.001 2 0.99 
0.6 0.260 1 0.6 0.264 5 0.004 4 1.69 
0.8 0.433 8 0.8 0.436 6 0.002 8 0.65 
1 0.623 9 1 0.636 6 0.012 7 2.04 
2 1.632 4 2 1.636 6 0.004 2 0.26 
6 5.637 2 6 5.636 7 –0.000 5 0.00 

 
图 3  威布尔型备件需求量((β,λ)=(2.0,0.785 4)) 

Fig. 3  Spare parts demand function of Weibull type  
((β,λ)=(2.0,0.785 4)) 

从表 1~3 结果可以看出，本文提出的近似算法

在计算威布尔型备件需求量时具有较高精度。如当

威布尔型备件的寿命分布参数(β,λ)取(1.2,0.928 9)

时，其近似算法的最大误差是在保障时间为 t=0.6

时，其最大误差为–0.031 8，相对误差为 6.6%。说

明本文给出的备件需求函数近似算法的近似效果

较好，在计算量增长不大的情况下，近似算法的精

度优于工程近似算法，满足实际保障需要。尽管存

在部分误差为负的情形，即近似结果略小于真实

值，但在实际工程中通常采用向上取整的方法确定

备件需求量，因此，这种情形不影响该近似算法的

实用性。 

5  结论 

本文通过研究更新函数的有关性质，提出了一

种利用分段函数近似预测威布尔型备件需求量的

算法。理论分析表明，本文提出的近似算法的设计

上保证了获得的备件需求量要小于工程常用的指

数近似算法。通过算例仿真验证表明：本文提出的

近似算法的近似效果较好，优于指数近似算法，能

够满足实际保障需要。 
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