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引言 

描述自然界现象的数学模型都应该是分数阶

的[1-3]。很多系统由于采用集中参数方式的近似后

效果很好，可以用整数阶系统模型近似描述，忽略

分数阶因素，故分数阶现象并未引起足够的重视。

随着人们对系统性能要求的不断提高，在一些实际

系统如电气、机械、生物工程系统，对运行过程中

的控制精度有了更高的要求，若要实现精确控制，

需要建立精细的分数阶模型，因此分数阶现象是不

能被忽略的[4-5]。 

分数阶模型可以描述系统更多的动态特性，但

是分数阶系统引入了额外的自由度，需要辨识的参

数更多，常采取系统辨识的方法来获得分数阶系

1
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统。通过不断调整辨识模型的参数，使其适应度

值趋于最小，这样系统辨识问题就转化为最优化

问题。传统的优化算法应用在分数阶系统辨识如

最小二乘法[6]、Gauss-Newton 算法[7]和 Marquardt

算法[8]，对目标函数导数信息和参数初始值要求严

格。文献[9]采用 Marquardt 算法对永磁同步电机进

行分数阶建模，计算过程复杂且对参数初始值敏

感。随着计算机迅速发展，智能优化算法结构简

单编程易于实现，且不依赖于目标函数的导数信

息和初始值信息，适用于分数阶系统的辨识。智

能优化算法如粒子群算法[10]、差分进化算法[11-13]、

遗传算法[14]和细菌觅食算法[15]在分数阶系统辨识

的应用，为分数阶系统辨识提供了新的解决思路。

差分进化算法实现简单，控制参数少，在解决多维

复杂优化问题上性能优越，但是同样也会和其他优

化算法一样容易陷入局部最优。为了辨识更准确的

分数阶系统，差分进化算法改进方法主要是控制参

数的改进和与其他算法融合。文献[12]构造了新的

缩放因子并根据种群收敛程度及个体适应度自适

应调整变异策略来辨识分数阶系统参数。文献[13]

将量子粒子群和差分进化算法融合并且利用多领

域局部搜索来辨识分数阶混沌系统参数。 

综上所述，已有众多学者改进差分进化算法去

辨识系统参数。针对分数阶系统辨识的问题，如何

设计高性能且易编程的差分进化算法，具有重要的

研究价值。本文提出一种应用于分数阶系统辨识的

改进差分进化算法，改进的变异策略从最优个体种

群中随机选择一个作为基向量，避免算法陷入局部

最优导致早熟收敛。在算法搜索过程中将成功变异

种群个体的参数信息进行存档，依据存档信息自适

应调节缩放因子和交叉概率因子，增加种群多样

性，提高求解精度。用改进的差分进化算法与传统

的差分进化算法、文献[12]的算法辨识永磁同步电

机的分数阶模型参数，辨识结果验证了改进算法的

有效性和优越性。 

1  研究问题描述 

同整数阶系统一样，分数阶系统可以用分数阶

传递函数来描述，在零初始条件下，设定 αi，βj为

分数阶系统的阶次，ai，bj 为分数阶系统的系数，

0,1, ,i n  ， 0,1, ,j m  ，分数阶传递函数为： 

   
 

1 0

1 0

1 0

1 0

m m

n n

m m

n n

Y s b s b s b sG s
U s a s a s a s

  

  









  
 

  



 (1) 
假设需要辨识的分数阶系统如式(1)所示，因

此分数阶系统的阶次和系数为待辨识的参数。分

数阶阶次的引入使系统辨识更加复杂，其参数更

加难以估计。为了辨识分数阶系统的参数，使用

改进差分进化算法对分数阶系统的参数进行参数

辨识。对于参数未知的分数阶系统，将系统参数

辨识问题转化成最优化问题，其步骤是根据系统

的实际输出和分数阶模型输出之间的差值，选择

一个适应度函数来衡量差值的大小，通过对分数

阶模型的参数不断修正使其适应度值趋于最小值

从而辨识出分数阶模型的参数。假设系统输出数

据是周期为 h 的 M 个采样值，选择相应的适应度

函数如式(2)所示： 

    2

1
ˆ

M

k
f y kh y kh



   (2) 

式中：y 为实际系统输出数据； ŷ 为分数阶模型输

出数据。 

辨识使用的数据须尽可能多地包含系统动态

特性的信息，因此选用伪随机信号作为输入信号。

基于改进差分进化算法的分数阶系统辨识原理图

如图 1 所示。 

 
图 1  分数阶系统辨识原理图 

Fig. 1  Schematic diagram of identification of fractional  
order system 

2
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2  改进差分进化算法 

差分进化算法在面对不同的优化问题时，其控

制参数的设置与变异策略的选择是求解优化问题

的关键。传统差分进化算法的缩放因子 F 和交叉概

率因子 CR 在整个迭代过程中保持固定值，不能随

着迭代过程不断变化，从而导致算法易陷入局部最

优。针对控制参数如何改进，有学者通过随机设置、

个体聚集程度和搜索过程的反馈信息等方式来调

整控制参数。本文的改进差分进化算法则借助于搜

索过程中的成功变异个体反馈信息来调整控制参

数，提高了种群的多样性，增强算法全局搜索能力。 

改进差分进化算法在 2 方面进行了改进，一是

变异策略；二是引入自适应参数调整方法。下面对

改进差分进化算法中的变异策略和自适应参数调

整方法进行阐述。 

2.1 变异策略 

变异策略 DE/best/1 引入最优个体，种群个体

不断向最优个体聚集，具有良好的局部搜索能力和

收敛速度。为了充分地发挥变异策略快速收敛和局

部搜索的特性，提出一种改进变异策略DE/pbest/1。

在改进变异策略中，选择适应度值最优的前 k 个个

体组成最优个体种群，而基向量是在最优个体种群

中随机选取，目的是避免种群个体只聚集在最优个

体而导致算法早熟的问题。因此提出一种新的变异

策略 DE/pbest/1，那么变异策略为： 

, pbest, 1, 2,( )i g g i r g r gv x F x x     (3) 

式中：  1, 2 1,2, ,r r np  为随机整数，且互不相等；

i 为种群个体的序号；g 为进化的代数；vi,g 为第 g

代第 i 个变异个体；Fi是第 i 个种群个体的缩放因

子；xpbest,g 为在最优个体种群中随机选取，而最优

个体种群从当代种群中选取适应度值前 k 个个体。 

2.2 自适应参数调整机制 

固定的控制参数设置容易导致算法陷入局部

最优的问题，JADE 算法[16]利用成功变异个体的控

制参数来自适应调整当前控制参数，其步骤是记录

成功变异个体的控制参数，利用这些控制参数的均

值信息调整柯西分布和正态分布的均值，产生符合

柯西分布的缩放因子和正态分布的交叉概率因子。

文献[17]采用均匀分布的随机数产生缩放因子，由

于差异矢量放大中的随机变化，因此有助于在搜索

过程中保持种群多样性。由于缩放因子随机产生，

种群个体大多聚集最优值附近，不容易陷入停滞，

产生的新的个体有很大机会趋向全局最优值。 

本算法采取均匀分布产生控制参数，并利用成

功变异个体的控制参数的均值信息来调整均匀分

布的均值，控制参数的值倾向于生成更可能存活的

个体，结合变异策略 DE/pbest/1，有利于平衡全局

搜索和局部搜索的能力，快速收敛的同时又避免陷

入局部最优，提高了算法的求解精度。控制参数产

生的范围变化不能设置太大，否则自适应将无法有

效运行。控制参数的产生在一个指定范围变化，种

群中每个个体的缩放因子 Fi 和交叉概率因子 CRi

产生公式为： 
 

 
rand 1,1

rand 1,1
i CR

i F

CR t

F t





   

   
 (4) 

式中：缩放因子 Fi和交叉概率因子 CRi的取值范围

介于 0~1 之间。平均缩放因子 F 和平均交叉概率

因子 CR 为均匀分布的均值，t 是均匀分布的标准偏

差，rand(–1,1)是服从均匀分布的介于–1~1 随机数。 

平均缩放因子 μF 和平均交叉概率因子 μCR 在

每一代结束时更新，更新公式为： 

   
   

A

L

1 mean

1 mean
CR CR CR

F F F

c c S

c c S

 

 

    

    
 (5) 

式中：SF和 SCR分别为当代成功变异个体的缩放因

子和交叉概率因子的集合；c 为介于 01 之间的常

数；  Amean  为算术平均值；  Lmean  为 Lehmer

平均值，而 Lehmer 平均值公式为： 

 

2

Lmean i F

i F

i
F S

F
i

F S

F
S

F








 (6) 
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2.3 算法描述 

改进差分进化算法的工作流程如图 2 所示，可

以直观地看到改进差分进化算法的工作流程，描述

了种群中父代个体经过变异、交叉和选择操作后产

生新一代种群的过程。 

 
图 2  改进差分进化算法的工作流程 

Fig. 2  Workflow of improved differential evolution 
algorithm 

下面对改进差分进化算法在求解优化问题的

流程进行阐述： 

step 1: 初始化：设置种群规模 np，平均缩放

因子 F 和平均交叉概率因子 CR ，最优个体种群

个数 k，进化代数 g=0，最大进化代数 G，并初始 
化种群  1,0 2,0 ,0, , , npx x x P ，其中 xi,g表示第 g 代 

种群的第 i 个个体。 

step 2: 根据如下操作进行种群进化阶段：

FS  ， CRS  ，计算种群中所有个体的适应度

值，按适应度值从小到大，将适应度值前 k 个种群

个体组成最优个体种群。  

step 3: 对当前种群的每个个体 xi,g 进行如下操

作： 

(1) 根据公式(4)计算种群个体的缩放因子 Fi

和交叉概率因子 CRi。 

(2) 根据变异策略公式(3)生成变异个体 vi,g。 

(3) 根据公式(7)进行交叉操作生成实验个体

ui,g，其中 rand(0,1)是服从均匀分布的介于 01 随

机数。   

 
   
 

,
,

,

, rand 0,1
,otherwise

i g i
i g

i g

v j CR
u j

x j

 


≤
 (7) 

(4) 将实验个体ui,g和父代个体 xi,g按照公式(8)

进行择优选择，适应度更好的个体将被保留到下一

代种群。如果实验个体 ui,g 适应度更好，将实验个

体的缩放因子 Fi 和交叉概率因子 CRi 分别存储在

SF和 SCR集合中。 

   
   

, , ,
, 1

, , ,

,

,

i g i g i g
i g

i g i g i g

u f u f x
x

x f u f x


  
 ≥

 (8) 

(5) i=i+1，若 i≤np，则转至 step 3 的步骤(1)。  

step 4: 根据公式(5)~(6)更新平均缩放因子 μF

和平均交叉概率因子 μCR。 

step 5: g=g+1，如果 g≤G，则转至 step 2，否

则得出最优解后退出。 

具体的改进差分进化算法的伪代码为： 

1. Initialize the population and related 

parameters; 

2. Evaluate the fitness value of each individual; 

3. While g≤G do; 

4. FS  , CRS  ; 

5. Select the optimal individual population 

according to the fitness value; 

6.   for i=1:np do; 

7.   Calculate the control parameters Fi and 

CRi of population individuals according to Eq. (4); 

8.    Perform mutation operation according to 

Eq. (3) and cross operation according to Eq. (7); 

9.    Select the better individuals according to 

Eq. (8) and store the control parameters Fi and CRi of 

successful mutant individuals to SF和 SCR; 

10.   end for; 

11. Update the parameters μF and μCR using Eq. 
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(5) and Eq. (6); 

12.  end while. 

3  实验仿真及分析 

3.1 算法性能测试 

本次实验使用改进差分进化算法、标准差分进

化算法和文献[12]中的 MDE 算法对 5 个常用测试

函数进行求解，其中 Schaffer 函数是二维的多峰函

数，Griewank 函数、Rastrigin 函数、Schwefel 函数

和 Ackley 函数是 30 维多峰函数，都具有多个极小

值点。其中 f1 范围[–10,10]，f2 范围是[–100,100]，

f3 范围是[–5,5]，f4 范围是[–500,500]，f5 范围是

[–32,32]，这些函数的最优解都是零点。5 个测试函

数的具体表达式如式(9)~(13)所示: 

f1: Schaffer 函数 

 
 

  

2
2 2
1 2

1 1 2 22 2
1 2

sin 0.5
, 0.5

1 0.001

x x
f x x

x x

 
 

 
 (9) 

f2: Griewank 函数 

 
2

2
1 1

cos 1
4 000

NN
i i

i
i i

x x
f x

i 

 
   

 
   (10) 

f3: Rastrigin 函数 

   2
3

1
10cos 2 10

N

i i i
i

f x x x


      (11) 

f4: Schwefel 函数 

    4
1

418.982 9 sin
N

i i i
i

f x N x x


    (12) 

f5: Ackley 函数 

 

   

2
5

1

1

120exp 0.2

1exp cos 20 exp 1

N

i
i

N

i
i

f x x
N

cx
N





 
    
 
 

 
  

 




 

(13)

 

3 种算法均采用 F=0.5，CR=0.5，迭代次数为  

3 000，5 个测试函数分别独立运行 30 次。通过平

均值、最优值和最差值来评判算法的求解精度，其

中平均值是独立运行 30 次结果的平均，最优值和

最差值是 30 次结果和最优解的误差的最小值和最

大值。表 1 给出 3 种算法之间性能比较的结果。 

从表 1 可以看出，本文提出的改进差分进化算

法对 5 个测试函数进行求解，最终结果无论是最优

值还是平均值，在求解精度上都优于另外 2种算法，

其中在前 3 个测试函数都寻到全局最优解，说明改

进差分进化算法具有较强的求解能力和适用性。 

表 1  不同函数算法性能对比 
Tab. 1  Comparison of algorithm performance of different 

functions 

函数 算法 平均值 最优值 最差值 

f1 
改进 DE 
标准 DE 

MDE 

1.30×10–3 
8.42×10–2 
3.24×10–3 

0.00 
0.00 
0.00 

9.72×10–3 
9.72×10–3 
9.72×10–3 

f2 
改进 DE 
标准 DE 

MDE 

2.80×10–3 
6.28×10–2 
7.72×10–3 

0.00 
1.98×10–14 
2.22×10–16 

9.47×10–3 
1.33×10–1 
1.97×10–2 

f3 
改进 DE 
标准 DE 

MDE 

1.18×10–16 
6.67×101 
5.97×101 

0.00 
4.18×101 
4.41×101 

1.16×10–15 
9.15×101 
7.62×101 

f4 
改进 DE 
标准 DE 

MDE 

3.82×10–4 
5.02×103 

2.89×102 

3.82×10–4 
5.59×103 

2.62×10–2 

3.82×10–4 
4.36×103 

2.65×103 

f5 
改进 DE 
标准 DE 

MDE 

4.92×10–15 
8.36×10–1 
1.32×10–14 

4.44×10–15 
7.99×10–15 
7.99×10–15 

7.99×10–15 
3.46×100 

2.22×10–14 

3.2 永磁同步电机分数阶模型辨识 

建立电机的分数阶数学模型能更精确地描述

电机的本质，作者已发表文献[9]和[18]从实验角度

进行了验证。为了验证本文提出的改进差分进化算

法，在分数阶系统辨识的收敛速度和求解精度，采

用文献[9, 18]中的永磁同步电机分数阶模型，用改

进差分进化算法对分数阶模型的阶次和系数进行

参数辨识，永磁同步电动机分数阶数学模型结构如

式(14)所示： 

  aG s
s bs c 

 
 (14) 

式中：需要辨识的参数是  a b c   。 

经过永磁同步电动机时域辨识实验后辨识出

的永磁同步电机分数阶模型结果为： 
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  1.75 0.92
256874

222 37 665
G s

s s


 
 (15) 

选取公式(15)的分数阶模型结果作为辨识对

象，将伪随机信号作为辨识对象的输入数据。设计

伪随机信号的时钟周期为0.001 s，序列长度为127。

其中设置永磁同步电机分数阶模型的未知参数为

=[256 874  222  37 665  1.75  0.92]，仿真中分

数阶算子的近似采用 Oustaloup 递推滤波器，逼近

频段为(10–3, 10–4)，滤波器为 11 个。把本文提出的

改进差分进化算法与标准的差分进化算法、MDE

算法进行分数阶模型的参数辨识。为了避免参数对

算法比较结果的影响，3 种算法均采取种群规模为

60，交叉概率因子 CR 为 0.9，缩放因子 F 为 0.5，

迭代次数为 40 次，未知参数的搜索范围如表 2 所

示，标准差分进化算法选取的是“DE/best/1”的变异

策略。避免算法初始值和运行过程中随机因素对算

法结果的影响，3 种算法采用同样的初始值，且均

独立运行 15 次。 

3.3 实验结果及分析 

实验中采用 2 个指标来衡量各算法性能：① 适

应度值：实际模型输出和辨识模型输出之间的误差

平方和，适应度值越小则表示辨识模型输出越接近

实际系统输出；② 参数相对误差值：辨识参数值

和实际参数值之间的误差绝对值除以实际参数值，

参数相对误差值越小则表示辨识模型参数越接近

实际系统参数。 

表 3 为 3 种算法独立实验 15 次的统计结果，

最优值和最差值分别是 15 次结果的适应度值的最

小值和最大值，平均值是 15 次结果的参数平均值

对应的适应度值。由表 3 得知，改进差分进化算法

在适应度值和 5 个参数值上，最优值、平均值和最

差值都是最优的，表明改进差分进化算法在求解精

度较另外 2 种算法更优。 

表 2  参数搜索范围 
Tab. 2  Parameter search range 

参数 搜索范围 
a [100 000, 600 000] 
b [0, 600] 
c [10 000, 60 000] 
 [1.5, 2.2] 
 [0.5, 1.2] 

表 3  辨识参数结果比较 
Tab. 3  Comparison of the results of identification parameters 

算法 a 
(256 874) 

a 的相对

误差值 
b 

(222) 
b 的相对

误差值 
c 

(37 665) 
c 的相对

误差值 
 

(1.75)
的相对

误差值
 

(0.92)
的相对

误差值
适应度值 

最

优

值 

MDE 288 302.17 1.22×10–1 237.06 6.78×10–2 42 545.90 1.30×10–1 1.76 8.08×10–3 0.93 1.16×10–2 3.50×10–2 

标准
DE 256 929.37 2.16×10–4 222.02 1.06×10–4 37 673.61 2.29×10–4 1.75 1.52×10–5 0.92 2.62×10–5 4.00×10–7 

改进
DE 256 872.65 5.26×10–6 222.00 4.17×10–6 37 664.80 5.22×10–6 1.75 4.30×10–7 0.92 3.59×10–7 1.28×10–10 

平

均

值 

MDE 311 377.11 2.12×10–1 251.30 1.32×10–1 45 875.98 2.18×10–1 1.77 1.35×10–2 0.94 1.73×10–2 4.66×10–2 

标准
DE 259 877.68 1.17×10–2 223.61 7.26×10–3 38 118.25 1.20×10–2 1.75 8.16×10–4 0.92 1.13×10–3 6.10×10–5 

改进
DE 256 842.99 1.21×10–4 221.99 6.50×10–5 37 660.40 1.22×10–4 1.75 7.87×10–6 0.92 1.41×10–5 1.75×10–8 

最

差

值 
 

MDE 320 227.00 2.47×10–1 263.09 1.85×10–1 47 121.75 2.51×10–1 1.78 1.76×10–2 0.93 1.53×10–2 9.59×10–2 

标准
DE 271 452.35 5.68×10–2 229.05 3.17×10–2 39 868.07 5.85×10–2 1.76 3.87×10–3 0.93 6.02×10–3 9.54×10–4 

改进
DE 256 126.83 2.91×10–3 221.63 1.66×10–3 37 551.92 3.00×10–3 1.75 1.99×10–4 0.92 3.14×10–4 3.95×10–6 
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图 3~13 给出了 3 种算法辨识得到的参数、参

数相对误差值以及适应度值运行 15 次的平均变化

曲线图。通过参数和参数相对误差值平均变化曲线

图可以看出，相比另外 2 种算法，改进差分进化算

法的参数相对误差值平均变化曲线下降得更快即

参数收敛速度更快，说明以更快速度向参数理论值

收敛。如图 13 所示，3 种算法都没有陷入局部最

优，其中改进差分进化算法以更快的速度向最优解

收敛。图 3~13 可以看出，改进差分进化算法在早

期的收敛速度与标准差分进化算法接近，但是在迭

代的后期，改进差分进化算法的收敛速度和求解精

度要优于标准差分进化算法和 MDE 算法，表明本

文提出的改进差分进化算法可加快收敛速度且提

高求解精度，验证了其合理性和有效性。 

为了比较辨识模型和实际模型的相近程度，改

进差分进化算法运行了 15 次得到的参数取平均，

将其代入到永磁同步电动机分数阶模型得到一组

辨识模型，将实际模型和辨识模型进行伪随机信号

激励，图 14 是实际模型和辨识模型的伪随机输出

响应曲线。实际模型与辨识模型的伪随机输出响应

曲线高度拟合，达到了较高的辨识精度。改进差分

进化算法迭代 40 次并且能够快速精确地辨识出分

数阶系统的参数，即本文所提算法能够有效地应用

于分数阶系统辨识问题。 

 

图 3  参数 a 平均变化曲线图 
Fig. 3  Average change curves of parameter a 

 

图 4  参数 a 相对误差值平均变化曲线图 
Fig. 4  Average change curves of relative error value of 

parameter a 

 

图 5  参数 b 平均变化曲线图 
Fig. 5  Average change curves of parameter b 

 

图 6  参数 b 相对误差值平均变化曲线图 
Fig. 6  Average change curves of relative error value of 

parameter b 
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图 7  参数 c 平均变化曲线图 
Fig. 7  Average change curves of parameter c 

 

图 8  参数 c 相对误差值平均变化曲线图 
Fig. 8  Average change curves of relative error value of 

parameter c 

 

图 9  参数 α平均变化曲线图 
Fig. 9  Average change curves of parameter α 

 

图 10  参数 α相对误差值平均变化曲线图 
Fig. 10  Average change curves of relative error value of 

parameter α 

 

图 11  参数 β平均变化曲线图 
Fig. 11  Average changes curve of parameter β 

 

图 12  参数 β相对误差值平均变化曲线图 
Fig. 12  Average change curves of relative error value of 

parameter β 
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图 13  适应度值平均变化曲线图 
Fig. 13  Average change curves of fitness value 

 

图 14  实际系统和辨识模型的伪随机输出响应曲线图 
Fig. 14  Response curves of pseudo-random output of actual 

system and identification model 

4  结论 

本文提出了一种应用于分数阶系统辨识的改

进差分进化算法。变异策略中基向量从最优个体种

群中选取，并根据成功变异个体的信息自适应调整

控制参数，快速收敛的同时增强了算法的求解精

度。采用 5 个常用多维测试函数进行验证，说明改

进差分进化算法有较强的求解能力。用改进差分进

化算法辨识永磁同步电机的分数阶模型参数，并与

标准差分进化算法、MDE 算法辨识结果比较。仿

真结果表明，改进差分进化算法的收敛速度和求解

精度优于另外 2 种算法。 
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