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摘要：为提升拖拉机后桥生产自动化、智能化水平和生产效率，构建了基于虚拟碰撞体的弧齿锥齿

轮网格实体进行拖拉机后桥人机交互虚拟仿真试验。结合格里森制弧齿锥齿轮加工过程，分析圆弧

直齿轮的加工工艺，运用运动学建立弧齿锥齿轮成型工艺的数学模型；运用微分法和插值法对齿轮

曲线和曲面进行拟合，求解出弧齿锥齿轮轮廓点集，构建弧齿锥齿轮的网格实体和碰撞体，并使用

曲率检验对网格实体的轮廓精度进行验证。结果表明：该算法能准确地拟合格里森制弧齿锥齿轮的
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Abstract: In order to improve the production automation, intelligence level and production efficiency of 

the tractor rear axle, the spiral bevel gear mesh entity based on the virtual collision body is constructed to 

carry out the human-machine interaction virtual simulation experiment of the tractor rear axle. The spiral 

bevel gear made by Gleason as is taken an example, the processing technology of arc spur gear is 

analyzed, the kinematics is used to establish a mathematical model of the spiral bevel gear forming 

process. The differential and interpolation methods are used to fit the gear curve and surface, the contour 

point set of the spiral bevel gear is solved, the mesh entity and collision body of the spiral bevel gear are 

constructed, and the contour accuracy of the mesh entity is verified by the curvature test. The results show 

that the algorithm can accurately fit the contour of Gleason spiral bevel gears. 
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引言 

弧齿锥齿轮是拖拉机后桥的重要零件，其设计

生产工艺复杂。为了使拖拉机后桥的生产和设计更

自动化，提升生产效率[1]，建立弧齿锥齿轮及后桥

的仿真模型，进行反复仿真试验[2]，获取弧齿锥齿

轮的试验数据及最优设计参数是其中重要的环节。

研究弧齿锥齿轮的设计参数，建立其 Unity3D 平台

下的网格实体，通过传动试验和装配试验，反复修

改设计参数，获得最优设计方案，极大地提升拖拉

机后桥零部件的设计和生产效率。 

虚拟现实技术成为复杂场景下机构智能行为

仿真与虚拟装配的先进技术，包括收获机械的虚拟

仿真[3]、基于视觉的虚拟仿真智能行为[4]、基于四

1
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目视觉的曲面变形三维点云重构与建模[5]和零件

的虚拟装配等。 

后桥虚拟装配过程中零件与零件之间的相互

作用是拖拉机虚拟装配的关键[6]。弧齿锥齿轮是拖

拉机变速箱后桥的重要传动零件，但 Unity3D 对复

杂模型，特别是具有凹面的零件模型比如弧齿锥齿

轮的凹齿面没有自动添加网格和碰撞体的功能。因

此，研究拖拉机后桥虚拟装配必须构建其准确的实

体网格和虚拟碰撞体[7]。 

基于 SolidWorks，Unigraphics NX，CATIA 等

平台搭建的弧齿锥齿轮三维模型已经具备模拟功

能。朱忠祥等在研究的收获机底盘零件装配关键技

术的基础上[8]，利用 CAD 及 EON 二次开发等技术

完成了对农机底盘变速箱的虚拟装配仿真[9]；刘继

峰[10]利用 CATIA 二次开发和 ADAMS 对后桥差速

器弧齿锥齿轮进行了仿真，并分析了其碰撞属性；

魏巍等[11]在虚拟装配中定义了公差约束的碰撞检

测，大大提升了零件装配精度；熊杨寿 [12]利用

Ansys接触算法完成了弧齿锥齿轮的承载分析和齿

廓修行，提升了弧齿锥齿轮的接触强度；纪振海  

等[13]利用 OpenGL 图形内核，提出了一种与圆弧锥

齿轮加工方法无关的参数化建模方法；宗亚东等[14]

基于 Pro/E 平台实现了弧齿锥齿轮自动参数建模和

三维模型干涉分析；张志贤等[15]在虚拟装配中用约

束准则表表达零件装配关系。但以上平台构建的三

维模型在 Unity3D 平台上不具备物理实体效果。 

基于上述问题，本文提出一种基于 Unity3D 平

台的弧齿锥齿轮网格实体和碰撞体的算法。在

Unity3D平台上构建弧齿锥齿轮等拖拉机后桥传动

零件的仿真模型，并用其与 SolidWorks 精准建模

的相同参数的格里森制弧齿锥齿轮三维模型，验证

了该算法构建的弧齿锥齿轮网格实体能准确地在

Unity3D 进行仿真，为其他农机后桥相关仿真提供

参考。 

1  弧齿锥齿轮网格实体构建方法 

为给弧齿锥齿轮副赋予可碰撞行为、可啮合的

真实感物理效果、获取零件工况及装配数据等信

息，参考弧齿锥齿轮的加工工艺定义齿形的曲线和

曲面方程[16]，从而划分网格精度，用微分法求解出

弧齿锥齿轮轮廓点集；最后获取弧齿锥齿轮的实体

网格和虚拟碰撞体。 

求解弧齿锥齿轮实体网格构建算法，获得其完

整的网格实体，需要使用微分法划分弧齿齿廓为有

限个网格单元体，单元体示意图如图 1 所示。当划

分次数足够大的时候，该网格单元体集合可以拟合

弧齿的弧线网格实体。 

 

图 1  齿廓划分的网格单元体 
Fig. 1  Mesh unit of tooth profile Division 

构建算法如图 2所示，构建算法分为 2个部分：

齿线求解和齿廓点集计算。 

 

图 2  实体网格构建算法的组成 
Fig. 2  Component of solid grid construction algorithm 

1.1 齿线求解 

齿线求解部分对加工运动进行运动分解，获得

3 个独立的方程：齿坯的绝对运动方程、刀具的绝

对运动方程以及所有齿线方程缠绕到基锥面上。 

为确定齿坯和刀具的绝对运动方程，首先分析

齿坯和刀盘的运动特征：刀具以一定的角度固定在

2
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机床摇台上绕自身轴线旋转切削；齿坯为圆锥台，

绕自身轴线转动。 

加工过程等价于一对相互耦合的弧齿锥齿轮

互相啮合的运动[17]，假想的耦合弧齿锥齿轮副、刀

盘与齿坯的关系如图 3 所示，刀盘旋转切割运动轨

迹等价于与齿轮坯啮合的弧齿锥齿轮齿形，可由刀

刃组成齿形在切割运动中逐渐切割出齿槽。同时，

齿轮坯通过夹具固定在机床的加工平面上，刀盘切

割的同时按照一定的角速度匀速旋转，从而切割出

完整齿廓。 

 

图 3  假想耦合齿轮副、刀盘与齿坯的空间关系 
Fig. 3  Spatial relationship between imaginary coupling gear 

pair and cutter head blank 

分析可得零件加工过程的绝对运动方程、刀盘

加工过程的运动方程及其相互关系的平面运动方

程。由于齿坯被加工面为锥面，需要把平面方程缠

绕到锥面上最终求解出齿线方程，以确定每一个网

格单元体之间的相对位置。 

图 3 所示的分锥面即每一个齿的所有齿形截

面上，分度圆齿厚对应的圆弧与齿线的交点组成的

点集所构成的锥面。 

1.2 计算齿廓点集 

把每一个网格单元体按照齿线确定的相对位

置排列到齿线上。按照微分思想，把齿线分割成有

限个折线，每一次分割产生一个网格单元体。当分

割次数足够大时，折线可近似地认为是圆弧齿线，

由网格单元体集合组成齿廓点集。 

将以上步骤反向求解，得到弧齿锥齿轮实体网

格构建算法：首先计算直齿锥齿轮齿廓，划分成有

限个网格单元体；然后求解弧齿锥齿轮齿线方程；

最后通过对网格单元体进行旋转平移，使每个网格

单元体的位置贴合弧齿锥齿轮的齿线。实体网格构

建算法流程如图 4 所示。 

 

图 4  实体网格构建算法流程 
Fig. 4  Algorithm flow of solid mesh construction 

2  计算直齿锥齿轮齿廓点集 

直齿锥齿轮齿线与扇形半径所在的直线重合。

用微分法按照网格单元体距离锥顶距离的大小进

行划分，从齿轮小端网格单元体开始沿齿线排列。 

因直齿锥齿轮的齿形与弧齿锥齿轮齿形均为

等顶隙收缩齿，计算出第一个网格单元体截面上的

分度圆直径、齿根高、齿顶高等参数，剩余网格单

元体相关参数按排列次序放大，计算出所有网格单

元体点集，从而组成直齿锥齿轮齿廓点集。计算示

意图如图 5 所示，其公式为：  

r/i T A l L    (1) 

' tan 'L H   (2) 

/M L L M    (3) 

/ 2M Z R    (4) 

cos20 bR R     (5) 

3
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2 2/ 1=R r   (6) 

式中：Ar 为齿线的分割次数；i 为分割序号取值

[0, ]rA ；T 为弧齿锥齿轮的齿宽，即齿线弧长；L′

为任意齿形截面离分锥顶的距离；θ为取齿顶角，

齿根角；H′为齿根高，齿顶高；M 为弧齿锥齿轮的

大端模数；M ′为任意齿形截面的模数，取值范围

 / ,L L M M  ；Z 为弧齿锥齿轮的齿数；R′为任意

齿形截面的分度圆直径；Rb 为任意齿形截面基圆半

径； , ,a bR R R   为任意齿形截面的基圆，齿顶圆，分

度圆半径；为对应半径的渐开线滚动角度。 

通过求出由基圆到齿顶圆的半径，可以求出基

圆，齿顶圆分割有限次后得到的有限个滚动角度的

集合，再从每一个滚动角度代入渐开线方程，可以

求出该滚动角度对应渐开线上的点，连接每一个点

得到的折线对齿廓渐开线进行拟合。 

/ =a b T iA i       (7) 

1 / 2 π= iM B   (8) 

2 2

arcsin / 2
arctan /i

r
B

y x
x y

  
 

 (9) 

式中， i a b    ， ， 分别为滚动角度，齿顶圆，齿

根圆与渐开线交点对应的滚动角度；AT为网格单元

体截面渐开线分割次数；i 为分割后其中一段线段

取值 [0 ]TA， ；M′为任意网格单元体截面的模数；

Bi 为任意网格单元体截面的分度圆齿厚；δr 为求对

称渐开线偏转角度。 

 

 

图 5  求解网格单元体截面 
Fig. 5  Solving cross section of grid cell 

3  求解弧齿锥齿轮齿线平面方程 

3.1 求刀盘加工过程的绝对运动方程 

根据格里森弧齿锥齿轮加工过程可知，当刀盘

切割一个齿形的时候，刀盘只绕自身轴线旋转。按

照齿宽中点螺旋角，反解出水平面内刀盘圆心所在

位置。取齿坯轴线在平面上的投影点为原点，x 轴

穿过弧齿锥齿轮齿线的中点在平面上的投影，通过

极坐标系求出每一个网格单元体贴合刀盘加工过

程的绝对运动方程所需要旋转的角度。示意图如图

6 所示，其公式为： 

0 /R T   (10) 
2 2 2

0 0
0

0

arccos( )=
2

R  
 

 


 
 (11) 

式中： 0 为刀盘中心齿宽中点连线与 x 轴夹角； 0

为刀盘中心到原点的距离； 为齿线任一点到原点

的距离； 为齿线上任一点绕原点的偏转角度； 0R

为刀盘半径；  为齿宽中点螺旋角，取 35°。 

 

图 6  用螺旋角反解刀盘轴心 
Fig. 6  Inverse solution of cutter head axis with helix angle 

因为刀盘中心所在的水平面位置由齿宽中点

的螺旋角求出，故齿宽中点在刀盘圆弧上，齿宽中

点的旋转角度为 0，齿宽中点两侧的旋转角度值的

正负相反，其变化规律为：首先从小端齿形截面到

齿宽中点齿形截面，旋转角度的绝对值由大到小，

其值正负由弧齿锥齿轮的齿旋向决定；然后从齿宽

中点到大端齿形截面的旋转角度的绝对值由小到

大，其值的正负与前者相反。 

4

Journal of System Simulation, Vol. 33 [2021], Iss. 4, Art. 10

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol33/iss4/10
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.19-0656



第 33 卷第 4 期 Vol. 33 No. 4 

2021 年 4 月 李承恩, 等: 基于虚拟碰撞体的弧齿锥齿轮网格实体构建算法 Apr. 2021 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 841 • 

3.2 求齿坯加工过程的绝对运动方程 

可从加工过程中分析得齿坯在刀盘切割的同时

绕自身轴线进行自转。求出加工单个齿形时齿坯旋转

的角度，调整对应网格单元体位置，使之贴合齿线。 

齿坯的自转运动可以近似认为是在假想啮合

齿轮的分锥面上滚动，分析一对相互耦合的圆锥相

互在锥面上滚动的运动过程可得出以下结论：(1)

齿线上每一个网格单元体绕自身轴线旋转对应滚

动的角度；(2) 网格单元体从小端到大端排列，每

个网格单元体旋转的角度等比例放大，比例大小由

网格单元体在齿线上排列的顺序决定，正负值由弧

齿锥齿轮的旋向有关。其公式为： 

2 π / Z    (12) 

/R L      (13) 

式中： 为大端齿形截面渐开线滚动角；Z 为齿数；

R 为任意点距离锥顶的距离；L 为大端锥距； 为

任意点的滚动角度。 

4  网格单元体缠绕到锥面上 

通过以上两步对直齿锥齿轮网格单元体点集

的调整，使网格单元体集合贴合弧齿锥齿轮在平面

上展开的齿线，齿线效果如图 7 所示。 

 

图 7  展开到平面上的弧齿锥齿轮齿线 
Fig. 7  Tooth line of spiral bevel gear expanded to plane 

在不改变齿线几何特征的前提下，对齿线进行

调整。以齿坯锥顶为原点，oxy 平面与锥底面平行，

x 轴与求得齿线的齿宽中点在 oxy 平面上投影的点

相交，计算齿线到齿坯锥面的法向量。坐标系如图

8 所示。 

 

图 8  齿线缠绕到齿坯锥面上建立的坐标 
Fig.8  Coordinates established by winding tooth line onto 

cone surface of the tooth blank 

分析图 8 坐标系及齿线上任意点在坐标中的

位置可知，以已知平面内展开的齿线的齿宽中点相

切且重合于弧齿锥齿轮齿线的齿宽中点；齿线上任

意一点到锥面的法向量，可通过对弧齿锥齿轮齿线

上任意点到锥顶的距离和所在母线与图 8 母线 L

的扇形夹角来描述该点在锥面上的位置。 

( )P R ，  (14) 

| cos |R z    (15) 

R S    (16) 

sinR r   (17) 

sin( / )r S r y   (18) 

cos( / )r S r x   (19) 

式中：P 为齿线上任意点的圆锥面坐标； 为齿宽

中点所在母线 L 与任意点所在母线在分锥面上夹

角；R 为任意点到分锥顶的距离； 为分锥角，见

图 8；x, y, z 为任意点在直角坐标系坐标；S 为 对

应圆锥面上的弧长；r 为任意点 y 绝对值为高度的

圆锥底面的半径；为 r 为半径的圆锥底面上 S 对

应的夹角；式(14)~(19)可以得出以下结论： 

(1) 通过 和 R 确定了弧齿锥齿轮任意点对于

齿宽中点的相对位置； 

(2) 合成的齿线在平面上需要缠绕在锥面上，

需要保持其几何特征不变，即齿线缠绕到锥面后，

齿线上任意两点的相对位置关系不改变。通过 和
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R 在求得齿线上的对应点，求两者的距离的向量，

对齿线进行位置调整，获得弧齿锥齿轮的齿线。获

得齿线上每个点的距离的向量以后，通过同一向量

对该点在齿线上对应的网格单元体进行调整，获得

完整的弧齿锥齿轮齿形。通过单个齿形的轮廓点集

的绕圆锥轴线进行复制阵列，获得完整弧齿锥齿轮

齿形。齿形轮廓点调整至锥面上的公式为： 

=

x x

y y

z z

     
          
         

x

y

z

 (20) 

式中：

x

y

z

 
  
  

为调整完成后的单个齿形齿廓点集坐

标；

 
  
  

x

y

z

为调整平面齿线缠绕到锥面上的距离

向量。 

5  试验分析 

5.1 实体网格准确性分析 

验证圆弧锥齿轮网格实体，需要对比网格实体

齿形与三维模型 4 条齿廓边线的相似性：网格实体

分割次数为 12 的前提下，提取模型的 4 条折线边

线，三维模型曲线边线 12 等分；测量等分点的矢

径，对比其空间位置；测量相邻 3 个点的曲率半径

及以两线段为弦的圆弧半径，对比其弯曲程度[18]。

测量方法关键步骤如图 9 所示，验证流程及部分测

量数据如图 10、表 1~2 所示。 

 

图 9  SolidWorks 测量关键步骤 
Fig. 9  Key Steps in SolidWorks measurement 

 

图 10  网格实体准确性验证流程 
Fig. 10  Grid entity accuracy verification process 

表 1  部分边线矢径测量数据 
Tab. 1  Measurement data of partial edge diameter 

网格点矢径 模型点矢径 最大相对误差/%

0.58, 0.33, 0.80 0.59, 0.28, 0.81 0.289 

0.65, 0.34, 0.67 0.67, 0.28, 0.68 0.329 

0.62, 0.28, 0.73 0.63, 0.24, 0.74 0.157 

0.55, 0.36, 0.82 0.57, 0.30, 0.84 0.257 

表 2  部分边线曲率测量数据 
Tab. 2  Measurement data of partial curvature 

网格曲率 

半径/mm 

模型曲率 

半径/mm 
最大相对误差/%

14.224 14.312 0.615 

38.415 39.429 2.572 

25.701 25.868 0.646 

13.536 13.353 1.370 
 

图 9(a)为 solidworks 三维模型齿形边线曲线

框，图 9(b)为导出网格实体齿形边线折线框，分割
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次数为 12。同理将图 9(a) 12 等分，测量等分点的

曲率半径；测量每一个等分点与曲线起点的矢径。

图 9(b)中每一段折线段的中垂线，取相邻两段中垂

线使之共面，取交点连接等分点，所得连线长度与

图 9(b)中曲率半径作为一组数据。 

对数据组作误差分析，表 1~2 为相对误差最大

的数据组，边线各等分点矢径的误差均处于 1%以

下；曲线段曲率半径的误差均处于 3%以下。 

曲线起点与各等分点的矢径，得每个等分点空

间位置的准确度；各曲线段的曲率半径，得每段曲

线的弯曲程度；在网格实体的准确率不低于 97%的

前提下可认为算法构建的网格足够准确。 

5.2 虚拟后桥装配试验 

用虚拟后桥装配进行了验证，说明其有效性，

其啮合碰撞效果如图 11~12 所示。利用 Unity3D 构

建一个用于后桥的虚拟平台，放置已装载碰撞体的

虚拟后桥模型，使用 Unity3D 内置的物理碰撞系统

进行虚拟装配试验，所构建的碰撞体可以良好地完

成啮合碰撞，表明了本文算法有效。 

 

图 11  后桥虚拟装配试验 
Fig. 11  Virtual assembly test of rear axle 

 

图 12  网格啮合局部示意图 
Fig. 12  Mesh meshing partial diagram 

6  结论 

为了优化拖拉机后桥设计方案，测试产品性能

和质量，提升生产的自动化、智能化水平和生产效

率，构建了格里森制弧齿锥齿轮网格实体。 

结合了格里森制弧齿锥齿轮加工工艺资料，分

析其成型原理，使用微分和运动方程的合成分解，

提出基于虚拟碰撞体的弧齿锥齿轮网格实体构建

算法。通过三维的精确建模，实现了虚拟装配与碰

撞检测。用虚拟后桥装配进行了验证，说明其有效

性。可为其他农机后桥相关仿真提供参考。 
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