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摘要：针对普通飞机全量运动方程存在的欧拉方程奇异性问题，提出一种基于改进欧拉角公式的

建模方法。该方法在质点模型的基础上增加了飞机操纵面对飞机欧拉角的影响，同时配合使用一

种变步长解算方法，可以克服欧拉方程奇异性问题，模型计算精度高于其他克服欧拉方程奇异性

的飞行仿真模型。通过与使用常规欧拉角公式的飞行仿真模型进行实验对比，证明所提出模型能

够满足仿真精度和实时性要求。通过进行飞机翻筋斗运动的仿真，验证了模型能够避免欧拉方程

奇异性的性能。 
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simulation models which overcome the singularity of Euler equation. Compared with the flight simulation 
model using the conventional Euler angle formula, the proposed model can meet the requirements of 
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引言 

在整个飞行仿真建模中，飞行系统运动学模型

在飞行系统实时仿真模型中具有重要的地位，飞行

系统实时仿真系统输出的大部分数据都是由飞行

系统运动学模型计算得出的，而且实时仿真中飞行

系统运动学模型占用运算时间也是最多的[1-2]。常

见的对飞行系统运动学模型的构建是使用全量飞

机运动方程[3]。但是，全量飞机运动方程中计算欧

拉角的欧拉方程存在奇异解问题。目前，比较有效

的克服欧拉方程奇异解问题的方法是四元数法和

1
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双欧法，但是这两种方法都有各自的缺陷。实验已

经证明，使用四元数法解算飞机运动方程的过程中

对于有边界的解算结果会产生结果超出边界的情

况，因此四元数法存在原理性误差。黄雪樵提出的

双欧法能够有效克服欧拉方程的奇异解问题，也不

存在原理性误差，因此得到了广泛应用[4]。李超等

采用死区定值法构建飞行仿真模型，从而避开欧拉

方程的奇异解[5]。在计算机仿真中，累计误差的来

源包括截断误差和舍入误差两个部分。截断误差由

数值积分算法本身的截断值产生，舍入误差是在计

算中由于计算机字节长度限制而产生的误差。使用

的数值积分算法的截断值越小，截断误差就越小。

仿真计算的步骤越少，舍入误差就越小[6]。虽然使

用高性能计算机和实时仿真硬件能够提高仿真计

算速度和数据传输速度[7]，从而克服双欧法计算时

间长的缺陷，但是因其计算步骤多造成的舍入误差

大的问题却是不能忽略的。 

飞机的质点模型是飞机的基础模型之一，但飞

机质点模型的精度不高，本文对飞机质点模型做出

一定的改进，使欧拉角的变化与相应的飞行控制面

直接相关，在飞机上俯仰角接近 90°时代替欧拉方

程，从而避免了奇点的产生。同时采用变步长算法，

在每个积分过程中选择最优步长，从而使飞行模型

的准确性与快速性得到了一定的保证。 

1  飞行仿真模型的建模方法 

1.1 飞机欧拉角的变化 

飞机的运动通常是利用升降舵，方向舵，副翼

及油门杆进行控制的。飞行员通过控制飞机的操纵

面来直接控制飞机的姿态角，即通过升降舵来控制

飞机的俯仰角，通过副翼来控制飞机的滚转角，通

过方向舵来控制飞机的偏航角。通过使用欧拉角变

化率作为操纵面偏转量与欧拉角的直接关系，便可

通过操纵面的变化得出飞机欧拉角的变化。通过此

种方法，不仅避免了给方程引入奇点，而且能够满

足实时性的要求。 

飞机的运动要用到 4 个坐标系，分别是地面坐

标系、机体坐标系、航迹坐标系和气流坐标系。飞

机的运动参数就建立在这些坐标系中。 

定义飞机地面坐标系 od xd yd zd 如下： 

原点位于地面上某一点 od (如飞机起飞点)； 

纵轴 odxd ——在地面水平面上选定某一方向； 

竖轴 odyd
 

——与地面垂直，指向天空方向为正； 

横轴 odzd ——垂直于 odxdydzd平面，指向右侧

为正； 

定义飞机机体坐标系 otxtytzt 如下： 

原点位于飞机的质心 ot； 

纵轴 otxt ——平行飞机机身，指向前方为正； 

竖轴 otyt ——在飞机对称面内垂直于 otxt轴，

指向上方为正； 

横轴 otzt ——垂直于otxtytzt平面，指向右方为正； 

航迹坐标系和气流坐标系的各轴定义均参照

地面系和机体系的定义。 

飞机各坐标系的关系如图 1 所示。 

 
图 1  飞机各坐标的关系图 

Fig. 1  Relationship of aircraft coordinates 

在全量运动方程中，飞机欧拉角的方程为： 
d sin cos
d
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(1) 

式中：θ 为飞机俯仰角；γ 为飞机滚转角；ψ 为飞

机偏航角；ωx 为飞机绕机体系 x 轴的角速度；ωy

为飞机绕机体系 y 轴的角速度；ωz 为飞机绕机体系   
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z 轴的角速度。飞机的欧拉角方程是通过机体系与

地面坐标系之间的坐标转换关系得到的，可以精确

的描述飞机绕机体轴的旋转角速度与飞机欧拉角

变化率之间的关系，但是当俯仰角达到正负 90°时，

飞机欧拉角方程中滚转角变化率和偏航角变化率

的表达式出现不定的奇点，姿态角速度由量变到趋

向无穷的质变，无法定值，从而使欧拉角的解算发

生问题。 

使用改进欧拉角方程时，飞机欧拉角的变化

量为： 

0

d sin cos
d
d *
d
d
d

y z

x z x

y y

t
R

t
R

t





   

 





  

 

 
 



  

 

 


 

(2) 

式中：ωx 为飞机绕机体系 x 轴的角速度；ωy 为飞

机绕机体系 y 轴的角速度；ωz 为飞机绕机体系 z 轴

的角速 Rγ为滚转角变化率；Rψ为偏航角变化率；δx

为副翼角；δy为方向舵角。 

当飞机俯仰角接近奇点时，不会对俯仰速率造

成影响故不对俯仰角变化率公式改动，当飞机俯仰

角变化率接近奇异点时使用公式(2)，即通过飞机操

纵面的变化与飞机欧拉角变化率之间的关系便可

平稳的渡过俯仰角的奇点，而且与死区定值法相

比，当飞机俯仰角接近奇点时飞机的滚转速率和偏

航速率不再是零，更加逼近飞机的真实飞行过程。 

1.2 在仿真模型中应用的变步长算法 

Runge-Kutta 法是一种常用的数值积分算法。

实验已经证明，对于解算飞机全量运动方程，采用

二 阶 Runge-Kutta 法 能 够 得 到 和 采 用 四 阶

Runge-Kutta 法相近的计算精度，但是二阶方法的

计算量只有四阶方法的一半[8]。所以，采用二阶

Runge-Kutta 法作为飞机全量运动方程的解算方

法。Runge-Kutta 法作为一种单步法，其步长选择

非常重要。步长选择过大，会增大截断误差，甚至

使解算结果发散。步长选择过小，会增加计算步数，

从而增大舍入误差。文献 [9]提出一种改进的

Runge-Kutta 变步长算法，该方法能够快速获取优

化的步长值。 

从某一点 xn 出发，初定 h 为步长。经过一步

计算得 y(xn+1)的近似值  
1

h
ny  。然后将步长折半，即

取 h/2 作为步长。从 xn 出发经两步计算求得 y(xn+1) 

的近似值  2
1

h
ny  。令    2

1 1
h h

n ny y    。设算法的截 

断误差的阶数为 p，则所得到的误差估计也为 p，

故有 Δ≈khp+1，其中 k 与 yp+1(x)有关。设 k 在该步及

其临域内近似为常数，则得满足精度 ε的最佳步长 

ht 满足关系 1p
tkh  ，于是可得  

1
1pth h    ，设 

实际步长为 hp，令 hp=αht，其中 α为比例调整因子， 

0 < α < 1 。所以可以有  
1

1pp th h h        

 
1

1ph    ，其中 1
1
p

  。考虑使步长最多放

大 2 倍，令  
1

1
1
2

p    ，于是当  
1

1 1 2p      

时，只要令实际步长为当前步长的 2 倍，即可得到

需要的优化步长，也就是 hp=2h，对于本文所采用

的积分方法，由于方程中变量较多，所以取各变量

总的均方误差作为误差 Δ，将变步长算法各参数带

入程序，在每一个积分过程中自动选择最优步长。 

应用欧拉角变化率的飞行仿真程序流程图如

图 2 所示。 

 
图 2  应用欧拉角变化率的飞行仿真程序流程图 

Fig. 2  Flow chart of flight simulation program applying 
Euler angle change rate 
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2  仿真模型验证 

2.1 迎角变化时飞机运动的仿真 

要仿真的飞机基准运动为定直平飞，分别使用

公式(1)~(2)作为飞机欧拉角变化的公式，飞机各参

数为： 

飞行高度 H=11 000 m，ρ0=0.363 6，飞行 M 数

为 M0=0.9，V=266 m/s，飞机质量 m=9 000 kg，机

翼面积 S=27.95 m2，平均气动弦长 bA=3.097，

α0=0.063 2，Cy0=0.246， yC =0.39， M
yC =0.23，

Cx0=0.030 6， xC =0.284， M
xC =0.23， zm =-0.562，

3.53zw
zm   ， 0.065 4M

zm   ，Pv=0，θ0=0.063 2。

在数值积分模型中截断误差的阶数 p=2，计算精度

ε=0.000 01。 

当 Δα(0)=2°时分别使用公式(1)~(2)作为飞机

欧拉角变化的公式，观察使用常规欧拉角公式的飞

行仿真模型和使用改进欧拉角公式的飞行仿真模

型 , , ,v H     随时间的变化如图 3~6 所示。 

由图 3~6 可知，迎角变化量 Δα在扰动运动的

开始变化剧烈，以后则变化不大。速度变化量 Δv

在开始阶段基本不变，以后则作缓慢变化。俯仰角

变化量  的运动情况兼有以上两者的特点，开始

剧烈变化，以后则作缓慢变化。符合飞机迎角变化

的运动规律[10]。速度，迎角，俯仰角，高度的变化

量与全量方程解的均方误差对比如表 1 所示。 

     
图 3  v 变化曲线                                  图 4  Δα变化曲线 

Fig. 3  Changing curve of v                        Fig. 4  Changing curve of Δα 

     
图 5   变化曲线                                图 6  ΔH 变化曲线 

Fig. 5  Changing curve of                        Fig. 6  Changing curve of ΔH  
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表 1  误差结果对比 
Tab. 1  Error Result Comparison 

序号 名称 误差值 
1 速度变化/(m·s-1) 4.46×10–2 
2 迎角变化/(°) 1.66×10–2 
3 俯仰角变/(°) 2.06×10–2 
4 高度变化量/m 1.256 7 

 
由表 1 可以看出，速度，迎角，俯仰角的误

差均很小，高度误差比较大但考虑到高度的基准

值比较大这也在误差允许范围之内的，采用改进

的欧拉角公式的精度是可以逼近常规欧拉角公式

的，实验结果与理论分析相吻合，仿真结果是精

确的。 

2.2 滚转角变化时飞机运动的仿真 

飞机的基准运动为定直平飞运动，分别使用

公式(1)和(2)作为飞机欧拉角变化的公式，飞机的

各参数不变，当 Δγ(0)=2°时观察使用常规欧拉角

公式的飞行仿真模型与改进欧拉角公式的飞行仿

真模型 , , ,v H     随时间的变化如图 7~10

所示。 

由图 9 可知当飞机的滚转角突然增大时，飞机

低头，飞机的飞行高度下降，飞行速度上升，飞机

的运动不稳定，符合飞机滚转角变化的运动规   

律[10]。速度，迎角，俯仰角，高度的变化量与全量

方程解的均方误差对比如表 2 所示。 

     
图 7  v 变化曲线                                 图 8  Δα变化曲线 

Fig. 7  Changing curve of v                          Fig. 8  Changing curve of Δα  

     
图 9   变化曲线                              图 10  ΔH 变化曲线 

Fig. 9  Changing curve of                        Fig. 10  Changing curve of ΔH 
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表 2  误差结果对比表 
Tab. 2  Error Result Comparison Table 

序号 名称 误差值 
1 速度变化/(m·s-1) 3.09×10–2 
2 迎角变化/(°) 7.44×10–4 
3 俯仰角变/(°) 7.4×10–3 
4 高度变化量/m 1.306 8 

 
由表 2 可以看出，速度，迎角，俯仰角，高度

的误差均在允许范围之内，采用改进欧拉角公式是

符合飞机运动规律的。证明在短时间内，改进的欧

拉角变化率公式和常规的欧拉角变化率公式有同

样的精度，在飞机即将到达奇点时，可以使用改进

的欧拉角变化率公式代替常规的欧拉角变化率公

式从而使飞机可以平稳的渡过奇点。 

2.3 飞机通过奇异点运动的仿真 

在飞机定直平飞的过程中，将飞机升降舵向后

拉到最大，同时使发动机 N1，N2 转速达到 100%，

可得飞机飞行状态的变化如图 11~12 所示。 

通过飞机起飞过程中俯仰角，高度的变化规律

可知，飞机的俯仰角可达到 90°，避免了奇点的产

生，即通过改进的欧拉角公式的飞行建模方法是真

实有效的。 

     
图 11  俯仰角变化曲线                            图 12  高度变化曲线 

Fig. 11  Changing curve of pitch angle                  Fig. 12  Changing curve of height 

3  结论 

在整个飞机仿真过程中，飞机的建模是至关重

要的一环，模型的好坏决定着整个仿真过程的逼真

度和精度。本文在提出在飞机俯仰角接近奇点时利

用改进欧拉角公式避免了仿真过程中奇点的产生，

并在常规全量运动方程的基础上应用了变步长算

法来提升模型的运算速度，之后利用常规欧拉角公

式对改进的欧拉角公式进行验证，通过对比速度，

迎角，俯仰角，高度等主要飞行参数的变化曲线及

均方误差验证了改进欧拉角公式的正确性和有效

性，最后通过飞机“翻筋斗”的实验证明了模型的确

能够避免奇点的产生，为进一步提高模型的精度打

下了基础。 
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