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摘要：量化状态系统(Quantized State System，QSS)方法是一种新的数值积分方法，在求解一般常微

分方程(Ordinary Differential Equation，ODE)系统时，比传统基于时间离散的积分方法更具优势，但

QSS 方法存在量子选择困难的问题，为此提出一种带自适应量子的量化状态系统方法(VQSS)，它结

合变步长龙格库塔方法中步长控制的思想，能够在计算过程中对量子进行自适应变化，以提高 QSS

算法的精度和效率。通过两个算例和一个汽车运动实例的仿真求解，验证了算法的可行性。将其与

传统 QSS, ODE45 和 ODE23 等算法进行比较，结果表明 VQSS 具有更高的计算精度和计算效率。 
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the traditional time-discrete integration methods in solving general ordinary differential equation (ODE) 
systems. But it is hard to choose an appropriate quantum for the QSS method. In order to improve the 
accuracy and efficiency of QSS, a quantized state system method with adaptive quantum (VQSS) is 
proposed. Combined with the idea of step control in the variable step Runge-Kutta method, it can 
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引言 

计算机仿真技术已经成为人类认识和改造客

观 世 界 的 重 要 方 法 。 常 微 分 方 程 (Ordinary 

Differential Equation，ODE)系统模型主要来自现代

机械、电力电子、神经网络、多粒子碰撞动力学等

科学与工程领域[1]。ODE 系统仿真求解采用的积分

方法基本都是基于时间离散的数值积分方法，如

Euler, Runge-Kutta 等，它们在时间轴上离散模型，

逐(时间)点求得状态变量的值，从而推进积分计算。 

量化状态系统(Quantized State System, QSS)方

法是一种新的数值积分方法，它与传统时间离散的

积分方法显著不同，QSS 是对状态变量进行离散，

即状态变量以“量子”为单位进行跃迁，依次计算每

次状态变量跃迁所需的时间，从而推进积分的计

算。这一思想由 Zeigler[2]于 1998 年提出，并由

1
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Kofman[3]于2001年实现。在求解一般ODE系统时，

QSS 算法不仅具有强稳定性、高精确度等优点，而

且计算过程完全不需要进行迭代，因此仿真效率大

大提升[1]。 

Kofman 等 [4-12]后续又提出了 QSS2, QSS3, 

BQSS, LIQSS 等算法及相关应用，它们在一定程度

上提高了系统的仿真精度，并解决了 ODE 系统部

分刚性问题。但是这些算法和 QSS 一样，都存在

计算精度与计算效率冲突的问题，即量子越小，计

算精度越高，但计算效率越低；量子越大，计算精

度越低，但计算效率越高。在不知道仿真轨迹的前

提下，几乎不可能选取到一个合适的量子大小来计

算[13]，因此寻找一种能够在精度和效率之间取得平

衡的量子方法则显得尤为重要。 

国内学者对 QSS 的研究较少，只有秦建、檀

添等将 QSS 方法应用于电力电子系统的仿真求解

中[14-17]。 

针对 QSS 方法中量子选择困难的问题，本文

提出一种带自适应量子的 QSS 算法(VQSS)，该算

法在 Matlab 平台上予以了实现，对 2 个典型算例

和一个汽车运动实例进行了仿真求解，并与传统

QSS, ODE45 和 ODE23 等算法进行了性能对比。 

1  量化状态系统 

QSS 是对状态变量进行量化，而非时间的离

散化。 

考虑一组由常微分方程表示的状态方程系统

(State Equation System，SES)： 
( ( ), )f t tx x  (1) 

式中： nRt )(x 为状态向量。QSS 方法将式(1)近似

为： 
( ( ), )f t tx q  (2) 

式中： )(tq 为状态变量的量化向量，每一个量化变

量 qj(t)通过式(3)的迟滞量化函数得到： 
( ) ( ) ( )

( )
( )

j j j j
j

j

x t q t x t Q
q t

q t
   


≥

其他
 (3) 

式中：ΔQj 为量子，量子是事先给定的，与传统时

间离散积分方法中的时间步长 h 作用类似，量子的

大小直接决定了算法误差的大小。从式(3)可以看

出，qj(t)遵循分段常数的轨迹，只有当 xj(t)的变化

超过了某个阈值(ΔQj)时，才会引起 qj(t)的变化，这

个行为称之为跃迁，且 qj(t)与 xj(t)的差值不会超过

一个量子，这也保证了算法的稳定性和全局误差界

限[18]。QSS 的状态变量 x 和量化变量 q 的轨迹如图

1 所示，由于 qj(t)轨迹的特殊性，因此式(2)具有很

明确的数值解，很容易实现 QSS 算法仿真。 

 
图 1  状态变量 x 和量化变量 q 的轨迹图 

Fig. 1  Trajectory chart of diagram of state variable x and 
quantitative variable q 

QSS 具体实现如下，设 i=1,2,...,n，j=1,2,...,m，

T 为设置的仿真时间，由式(2)求得 xj 的导数，再得

出 xj 跃迁需要变化的大小： 
0
0

j j j j
j

j j j j

q x Q x
x

x q Q x

         




 (4) 

根据 jx 和 Δx 求得各变量跃迁的时间 Δtj： 

| |
j

j
j

x
t

x


 


 (5) 

从而求出系统每推进一次仿真所需的时间 Δt： 
min{ }jt t    (6) 

由 于 变 量 只 有 发 生 跃 迁 时 ， 即 

| ( ) ( ) |j j jq t x t Q   ，才会更新其量化变量 qj，此

时 qj=xj。因此仿真时间的推进和变量的计算由式(7)

和(8)确定： 

2
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1i it t t     (7) 
1i i

j j jx x x t      (8) 

式中：qj是否更新决定了变量导数 jx 是否更新，发

生跃迁的状态变量的变化值记为 Δxj，系统仿真推

进的时间点记为 t，状态变量在该时间点的值记为

xj，则 QSS 算法的流程图如图 2 所示。 

 
图 2  QSS 算法流程图 

Fig. 2  Flow diagram of QSS Algorithm 

2  带自适应量子的量化状态系统方法 

2.1 VQSS 算法 

在 QSS 中，量子是事先给定的，量子的大小

直接决定了算法误差的大小。在不知道仿真轨迹的

前提下，几乎不可能选取到一个合适的量子大小来

计算。因此，本文提出了带自适应量子的量化状态

系统方法，它结合了变步长龙格库塔方法中步长控

制的思想。 

在龙格库塔积分方法中，单从每一步看，步长

越小，截断误差就越小，但是随着步长的缩小，在

一定的求解范围内所要完成的步数就增加了，步数

的增加不但引起计算量的增大，而且可能导致较大

的舍入误差积累，因此存在一个合适步长的选择问

题，故后来又提出了变步长龙格库塔法。变步长龙 

格库塔法先以步长 h 求一个近似值记为 ( )
1

h
ny  ，然后

将步长折半，即取 2h 为步长，从 xn跨两步到 xn+1，

再求得一个近似值 ( 2)
1

h
ny  。通过检查步长折半前后 

两次计算结果的偏差 Δ 来判定所选的步长是否合

适，给定精度 ε，如果 Δ>ε，则将步长反复折半进

行计算，直到 Δ<ε为止，这时取得的结果为最终结 

果 ( 2)
1

h
ny  ；如果 Δ<ε，则将步长反复加倍，直到 Δ>ε 

为止，这时再将步长折半一次得到所要的结果。 

本文提出的 VQSS，其思路如下： 

(1) 状态变量先以量子 ΔQ 求得一个近似值记

为 )(
1
Q

ny 
 ; 

(2) 将量子 ΔQ 折半，即取 2Q 为量子，从

yn 跨两步达到 yn+1； 

(3) 比较求解结果的时间点并加以校正，求得 

一个近似值，记为 ( 2)
1
Q

ny 
 。 

最后通过检查量子折半前后 2 次计算结果的

偏差 er 和误差限 emax, emin 的关系来判定所选的量

子是否合适。如果 er>emax，则下一次计算的量子

比本次的量子减小一倍；如果 er<emin，则下一次计

算 的 量 子 比 本 次 的 量 子 增 加 一 倍 ； 如 果

emin<er<emax，则下一次计算的量子与本次的量子保

持相同。 

本算法结合了传统 QSS 算法和变步长龙格库

塔方法的思想。首先，传统 QSS 方法作为显式算

法，不需要迭代计算，减少了仿真时间；其次变

步长龙格库塔方法的思想平衡了计算精度与计算

效率的矛盾，提高了仿真的整体性能。算法实现

具体如下： 

假设系统的量化状态方程如式(2)所示，令系统

状态变量为 xj，则对应的量化状态变量为 qj，

j=1,2,...,m。 

首先使用传统的 QSS 方法计算(后文称为量子

改变前的第 1 次计算)，按照式(2)~(8)得到第 1 次

的结果， *, *, *j jx q t 。 

3
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然后将跃迁变量的量子减半，再由本次初值开

始重新按照式(2)~(8)再计算 2 次，得到量子改变后

第 1 次计算结果，量子改变后 (1) (1) (1)
j jx ,q ,t ；第 2

次计算结果 (2) (2) (2), ,j jx q t ； 

根据 3 次求解结果进行时间校正： 
(1) (2) * (1) * (2)

(2) (3) * (2) * (2)

( )       

( )        
j j

j
j j

x x t t t t
x

x x t t t t

     
   




 (9) 

式中：xj 为校正后的状态变量值； (1)
jx 为量子改变

后第 1 次计算结果的状态变量值； (2)
jx 为量子改变

后第 2 次计算结果的状态变量值；t(1)为量子改变后

第 1 次计算结果的时间值；t(2)为量子改变后第 2

次计算结果的时间值； (2)
jx 为量子改变后第 2 次计

算结果的状态变量值； (3)
jx 为量子改变后第 3 次计

算结果的状态变量值； 

计算校正值和第一次实际计算值的误差 er： 
*| |j jer x x   (10) 

设 emax 为最大误差限，emin为最小误差限，比

较误差 er 和误差限的关系得出量子是否变化； 
*

min

*

*
max

2         0

                    
1                2

j

j j

j

Q  er e er

Q Q

Q  er e

  
 





Δ 且

Δ Δ 其他

Δ

 (11) 

式中：ΔQj 为本次计算起始量子大小；ΔQj 为下次

计算起始量子大小； 

这种自适应调整量子大小的方法虽然增加了

局部的计算量，但从总体上考虑，计算成本往往是

合算的，它较好地解决了计算精度与计算效率之间

的矛盾。 

计算的最终结果由式(12)给定： 
max

*
       
                    

j

j
jac

x er e
x x

 
 其他

 (12) 

该方法依旧使用传统 QSS 方法中的时间推进

方法来进行仿真时钟的推进，每次得到 xjac后，对

跃迁变量的 qj 更新，qj=xj。之后再重复这一过程，

实现仿真求解。 

 

2.2 算法收敛性及稳定性分析 

2.2.1 收敛性分析 

假定Δ ( ) ( ) ( )t t t x q x ，Δx(t)满足 Δ ( ) xt ≤x ，

Δx 为预定义的常数，则公式(2)可以写成 
( ) ( ( ) Δ ( ), ( ))t f t t t x x x x  (13) 

令 φ(t)，φ1(t)分别为公式(1)与(13)在初始条件

x(0)=x0 的解，且有 φ(0)=φ1(0)，则有 

1 10
( ) ( ) [ ( ( ) ( ), ( ))

                    ( ( ), ( ))]d

t
t t f x u

f u

     

   

      
(14)

 

根据欧几里得范数，公式(14)有 

1 10
( ) ( ) [ ( ( ) ( ), ( ))

                      ( ( ), ( ))]d

t
t t f x u

f u

     

   

    



  

1 10
( ) ( ) ( ( ) ( ), ( ))

                          ( ( ), ( )) d

t
t t f x u

f u

     

   

   ≤
 

(15)
 

假定 M 为函数 f 的 Lipschitz 常数，则式(15)有 

1 10
( ) ( ) ( ( ) ( ), ( ))

                          ( ( ), ( )) d

t
t t f x u

f u

     

   

   



≤
 

1 10
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

t
t t M x           ≤  

1 10
( ) ( ) ( ) ( ) d

t
xt t M Mt         ≤  (16) 

因为 φ(t)，φ1(t)都是连续的，且 M 为正数，则

根据 Gronwall-Bellman 不等式可以将式(16)改为 

2
1 0
( ) ( ) d

t
s

t Md
x xt t Mt M s e s


      ≤      

1( ) ( ) ( 1)Mt
xt t e   ≤  (17) 

因为 M 与 t 不依赖于 Δx，则有 

1Δ 0
lim  ( ) ( ) 0
x

t t 


   (18) 

因此，从式(18)可以看出，VQSS 算法具有收

敛性。 

2.2.2 稳定性分析 

假定式(1)是线性时不变系统，则式(1)可改写为： 
( ) ( ) ( )t t t x Ax Bu  (19) 

则运用量化后可写为： 
( ) ( ) ( )t t t x Aq Bu  (20) 

式中：A为可对角化的 Hurwitz 矩阵，则误差为： 

4
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1 1( ) Re( )t Q     ≤e V Λ Λ V  (21) 

式中： Λ为矩阵 A 的特征值的对角矩阵；V 为矩

阵 A的特征向量矩阵；Re 为取复数的实数部分。 

可以看到，误差限与量子成正比，即对于任何

量子误差总是有界的，所以 VQSS 算法是稳定的。 

VQSS 伪代码如下： 

while(t<tf)//仿真终止时间 tf 

min
| |

j

j

x
t

x

 
   

 
Δ

Δ //求最小跃迁时间和确定跃迁

变量 
*

j jac jacx x x t   Δ //用传统 QSS 确定比较量 
*t t t   //用传统 QSS 确定比较时间节点 

1
2j jQ Q   //跃迁变量的量子减半 

While(i<2) 
( )

( )
( )min

| |

i
ji
i

j

x
t

x

 
 
 
 

Δ
Δ //变量子后的跃迁时间 

( ( ) ( ) ( )i) i i i
j j jx x x t    //计算变量子后的 2 次

结果 
end while 

If ( *t t (2) ) //对跃迁变量的时间节点进行校正 
(1) (2) * (1)( )j j jx x x t t     

else 
(2) (3) * (2)( )j j jx x x t t     

end if 

If( min & 0er e er  )//根据误差值范围改变量

子大小 
*2i iQ Q   //误差足够小，量子翻倍 

*
jac jx x //第 1 次计算结果可以选用 

else if (er>emax) 
*1

2i iQ Q   //误差过大，量子减半 

xjac=xj//取校正后的结果为本次计算结果 
else 

*
jac jx x //量子不变，第 1 次计算结果可以选

用 
end if 

t t t    //仿真时间推进 
end while 

3  算例 

3.1 仿真背景 

本节引入了 2 个典型的 ODE 算例和一个工程

仿真实例，以其解析解(或 DASSL 解)为基准值，

将 VQSS 与传统时间离散方法 (包括 ODE45, 

ODE23)和传统 QSS 方法从仿真精度和仿真效率两

方面进行性能对比。 

(1) VQSS 算法及 ODE45, ODE23, QSS 算法全

部在 Matlab 平台上实现； 

(2) 计算机硬件配置为 Intel i5-4260 处理器，

CPU 运行速度为 1.4 GHz，操作系统为 Windows7； 

(3) 对所有的算例设置相同的误差容限，即

Rel.Tol=Abs.Tol=10–3； 

(4) 系统各个状态变量的相对误差如式(22)： 
2

2

( [ ] [ ])
[ ]

m
rr

u k u k
e

u k


 


 (22) 

式中：um[k]为各个算法求得的解；u[k]为解析解或

者是 DASSL 求解器在很小误差设定(10–9)下求得

的解，在此作为基准值。 

3.2 算例验证 

算例 1：线性二阶系统[19] 
1 2

2 1 2

( ) ( )
( ) 3 ( ) 4 ( ) 1

x t x t
x t x t x t


    




 (23) 

式中： [0,20]t ，x1(0)=0，x2(0)=0； 

算例 2：蹦极跳动力学模型(非线性二阶系

统)[20] 

1 2
3

1 2 2 2
2

580 20 | |
58

x x

x x x xx



   







 (24) 

式中： [0,10]t ，x1(0)=–30，x2(0)=0。 

算例 3：汽车转弯模型[21] 

如图 3 所示，δ表示前轮与汽车中轴线的夹角，

θ 表示汽车中轴线与水平轴线的夹角，v 表示前桥
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中心的运动速度，(x, y)表示后桥中心的坐标。 

     
图 3  汽车在平地上运动的俯视图 

Fig. 3  Top view of a car moving on level ground 

假设汽车前后轴距离 L=3 m，则有： 
cos
sin

Mv v

v L



 




    (25) 

于是可得： 
sinv L   (26) 

并且有： 
cos cos cos

sin cos sin
M

M

x v v

y v v

  

  

 


 




 (27) 

所以汽车的状态方程可以写成： 























25

14

54
3

3542

3541

sin
sincos
coscos

ux
ux

L
xxx

xxxx
xxxx









 (28) 

其中：   1 2 3 4 5, , , , , , , ,x x x x x x y v  ，u1, u2 为输入

常量。 

初 始 值 设 为 ：  1 2 3 4 5, , , , =x x x x x  

 0 0 0 7 m 0.2 rad，，， ， ，该系统仿真时长设为 20 s。 

3.3 仿真结果 

用 VQSS 算法对算例 1 进行仿真求解，得到如

图 4 所示轨迹。 

各算法对算例 1 的求解结果如表 1 所示，从表

1 可以看出，对比 ODE45，VQSS 在精度上提高了

1 倍，效率上提高了 147 倍；对比 ODE23，VQSS

在精度上提高了 1.6 倍，效率上提高了 64 倍；对

比传统 QSS，VQSS 在精度上提高了 3.3 倍，效率

上提高了 20 倍。 

 
图 4  VQSS 对算例 1 的仿真轨迹 

Fig. 4  Simulation results of example 1 by VQSS 

表 1  算例 1 的仿真结果 
Tab. 1  Simulation results of example 1 

仿真算法 误差容限 相对误差 
CPU 仿真

时间/s 
仿真步数 

ODE45 Tol=10–3 4.081×10–3 0.277 874 121 
ODE23 Tol=10–3 5.107×10–3 0.121 716 48 

QSS 
Tol=10–3, 
ΔQ=10–3 

8.225×10–3 0.039 68 330 

VQSS 
Tol=10–3, 
ΔQ=10–3 

1.934×10–3 0.001 868 69 

用 VQSS 算法对算例 2 进行仿真求解，得到如

图 5 所示轨迹。 

各算法对算例 2 的求解结果见表 2。从表 2 可

以看出，对比 ODE45，VQSS 在精度上提高了 35

倍，效率上提高了 4.5 倍；对比 ODE23，VQSS 在

精度上提高了 42 倍，效率上提高了 1.6 倍；对比

传统 QSS，VQSS 在精度上提高 5.5 倍，效率上提

高了 10.7 倍。 

 
图 5  VQSS 对算例 2 的仿真轨迹 

Fig. 5  Simulation results of example 2 by VQSS 

6

Journal of System Simulation, Vol. 33 [2021], Iss. 2, Art. 22

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol33/iss2/22
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.19-0517



第 33 卷第 2 期 Vol. 33 No. 2 
2021 年 2 月 李志华, 等: 一种带自适应量子的量化状态系统方法 Feb. 2021 

 

http:∥www.china-simulation.com 

• 451 • 

表 2  算例 2 的仿真结果 
Tab. 2  Simulation results of example 2 

仿真算法 误差容限 相对误差 
CPU 仿真

时间/s 
仿真步数 

ODE45 Tol=10–3 1.152×10–3 0.404 275 69 
ODE23 Tol=10–3 1.386×10–3 0.189 827 34 

QSS 
Tol=10–3, 
ΔQ=10–2 

2.049×10–4 0.864 51 17 735 

VQSS 
Tol=10–3, 
ΔQ=10–2 

3.17×10–5 0.073 714 3 705 

用 VQSS 算法对算例 3 进行仿真求解，得到如

图 6 所示轨迹。 

各算法对算例 3 的求解结果如表 3 所示。从表

3 可以看出，对比 ODE45，VQSS 在精度上提高了

12 倍，效率上提高了 5.7 倍；对比 ODE23，VQSS

在精度上提高了 17 倍，效率上提高了 1.7 倍；对

比传统 QSS，VQSS 在精度上提高 2.7 倍，效率上

提高了 24 倍。 

 
图 6  VQSS 对算例 3 的仿真轨迹 

Fig. 6  Simulation results of example 3 by VQSS 

表 3  算例 3 的仿真结果 
Tab. 3  Simulation results of example 3 

仿真算法 误差容限 相对误差 
CPU 仿真

时间/s 
仿真步数 

ODE45 Tol=10–3 5.72×10–3 0.450 777 69 
ODE23 Tol=10–3 7.99×10–3 0.181 184 57 

QSS 
Tol=10–3, 
ΔQ=10–3 

1.65×10–3 1.681 114 18 983 

VQSS 
Tol=10–3, 
ΔQ=10–3 

4.43×10–4 0.067 285 2 607 

 

4  结论 

本文基于量化状态系统方法和变步长龙格库

塔中步长控制的思想，提出一种自适应量子的量化

状态系统(VQSS)新方法，通过对三个算例的仿真

求解，得到如下结论： 

(1) ODE45 和 ODE23 是求解一般(即非刚性) 

ODE 系统的经典算法，而 VQSS 无论是在计算精

度上还是计算效率上都更胜一筹。 

(2) 由于 VQSS 中的量子能够在计算过程中自

适应变化到合理的大小，所以相对于传统 QSS，

VQSS 具有更高的计算精度和计算效率。 

未来将考虑将自适应量子策略应用到 LIQSS

等算法中，以更好地求解刚性 ODE 系统。 
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