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摘要：量子化状态系统(Quantized State System，QSS)在求解一般常微分方程(Ordinary Differential 

Equation，ODE)系统时，比传统基于时间离散的积分方法更具优势，但 QSS 方法不适合求解刚性

ODE 系统，为此提出一种基于量子化状态系统的步进校正优化算法(Step-correction Optimization 

Algorithm Based on QSS，SCOA based-on QSS)，它结合 QSS 方法及隐式算法中梯形积分法的思想，

以有效提高刚性 ODE 系统的求解精度和效率。通过对 3 个典型刚性 ODE 算例的仿真求解，结果表

明，SCOA based-on QSS 算法总体上比其他算法更具优势，同时在适当减小量子大小时能显著提高

仿真精度。 
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Abstract: QSS(Quantized State System) has advantages over the traditional time-discrete integration 

methods in solving general ordinary differential equation (ODE) systems, but it is not suitable for solving 

the stiff ODE systems. To effectively solve the stiff ODE systems, a step-correction optimization algorithm 

based on QSS (SCOA based-on QSS) is proposed, which combines the ideas of the QSS method and the 

implicit trapezoidal integral method. The simulation results of three typical stiff ODE cases show that the 

SCOA based-on QSS algorithm has advantages over other algorithms, and the simulation accuracy can be 

significantly improved by appropriately reducing the quantum size. 
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引言 

常微分方程(Ordinary Differential Equation，

ODE)系统模型主要来自现代机械、电力电子、神

经网络、多粒子碰撞动力学等科学与工程领域[1]，

许多具有实际意义的 ODE 系统往往同时存在状

态变量的“快变”和“慢变”现象，这就是所谓的刚性

系统[2]。 

ODE 系统仿真求解采用的积分方法基本都是

基于时间离散的数值积分方法，如 Euler，

Runge-Kutta 等，它们在时间轴上离散模型，逐(时

间)点求得状态变量的值，从而推进积分计算。到

目前为止，已产生了数百种不同的算法，这些各具

特色的算法用于解决不同类型的 ODE 问题[3-4]。  

当 ODE 系统为“刚性”时，采用传统时间离散

的数值积分方法求解，由于稳定性的原因，需要强

1
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制使用隐式算法，因为所有显式的方法都必须显著

减少积分步长以确保数值的稳定性[5]，但无限制的

缩短步长容易导致误差的积累从而降低仿真的精

度[6]。隐式算法需要在每一个积分步中调用迭代算

法来计算下一个值，其过程繁琐且复杂，计算成本

随着系统规模的增大而显著增加，仿真效率随之降

低，隐式算法不能完全解决精度问题[7-10]。 

量子化状态系统(Quantized State System，QSS)

方法是一种新的数值积分方法，它与传统基于时间

离散的积分方法显著不同，QSS 方法对状态变量进

行离散，即系统的状态变量以“量子”为单位跃迁，

依次计算每次状态变量跃迁所需要的时间，从而推

进积分。这一思想由 Zeigler 等 [11]提出，并由

Kofman[12]实现。在求解一般 ODE 系统时，QSS 算

法不仅具有强稳定性、高精确度等优点，而且计算

过程完全不需要进行迭代，因此仿真效率大大提升[7]。

Cellier 等[1,6]后续又提出了 QSS2 和 QSS3，执行二

阶与三阶近似，与 QSS1 方法相比，提高了系统仿

真的精度[13-16]。国内学者研究较少，杨祎等[7]和李

帛洋等[8]在 QSS 算法的基础上先后提出了离散状

态事件驱动(Discrete State Event Driven，DSED)方

法和后向离散状态事件驱动(Backward DSED，

BDSED)方法。 

然而，QSS 方法作为一种显式算法，在求解刚

性 ODE 系统时会出现仿真数值振荡现象，即不稳

定现象[10]，因此，QSS 方法不能完全应用于刚性

系统。为了解决这一问题，Kofman 等[2]提出了一

种线性隐式量子化状态系统 (Linearly Implicit 

Quantized State System，LIQSS)算法，它可以有效

求解一些刚性系统[17]。但是，LIQSS 算法存在一个

限制，即要求系统雅可比矩阵的主对角线上有较大

元素，否则，仿真轨迹中出现的“假性”振荡会在一

定程度上恶化仿真性能[5]。 

本文以一般刚性ODE系统(即系统雅可比矩阵

无特殊要求)为对象，在借鉴 QSS 方法及隐式梯形

积分法的基础上，提出一种基于量子化状态系统的

步进校正优化算法 (Step-correction Optimization 

Algorithm Based on QSS，SCOA based-on QSS)，有

效扩展 QSS 在刚性系统中的应用范围。该算法在

Matlab 平台上予以了实现，对 3 个典型刚性 ODE

算例[18]进行了仿真求解，并与传统数值积分方法、

QSS 方法和 LIQSS 算法进行了性能对比。 

1  量子化状态系统 

QSS 方法是以状态变量的量子化取代传统数

值积分的时间离散化。 

考虑一组由常微分方程(ODEs)表示的状态方

程系统(State Equation System，SES)： 

( ( ), )f t tx x  (1) 

式中：x(t)Rn为状态向量，QSS 方法将式(1)近似为： 

( ( ), )f t tx q  (2) 

式中：q(t)为状态变量的量化向量，每一个量化变

量 qi(t)通过式(3)的迟滞量化函数得到： 

( )         ( ) ( )
( )

( )               

i i i i
i

i

x t x t q t Q
q t

q t





   


≥

其他
 (3) 

式中：∆Qi 为量子，量子是事先给定的，与传统数

值积分算法中的时间步长作用类似，量子直接决定

了算法误 m 差的大小。从式(3)中可看出 qi(t)遵循

分段常数的轨迹，只有当 xi(t)的变化超过某个值(即

量子∆Qi)，才会引起 qi(t)的变化，称为发生了一次

跃迁，且 qi(t)与 xi(t)的差值不会超过一个量子，这

也保证了算法的稳定性与全局误差界限[19]。 

由于 qi(t)轨迹的特殊性，式(2)的数值解很明

确，因此 QSS 算法可以很容易得到仿真。  

设 i=1, 2,..., n，j=1, 2,..., n，T 为设置的仿真时

间， ixt 为单个变量每一次跃迁所需的时间，∆t

为系统每推进一次仿真所需的时间；此外，变量只

有在发生一次跃迁时，即 i i iq x Q   时，才会更

新其量化变量 qi，此时 qi=xi；qi 是否更新决定了变

量导数 ix 是否更新；未发生跃迁的状态变量的变化

值记为∆xi；系统仿真推进的时间点记为 t，状态变

量在该时间点的值记为 xi。 

QSS 算法的仿真流程图如图 1 所示。 

2
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图 1  QSS 算法的仿真流程图 
Fig. 1  Simulation flow chart of QSS algorithm 

QSS 算法具有很好的全局误差控制性能，这与

量子∆Qi 的取值密不可分，而且 QSS 算法是实时仿

真的优异选择，因为算法的异步性，所以算法可以

很容易在并行计算机架构上实现[20]。 

2  基于量子化状态系统的步进校正

优化算法 

2.1 SCOA based-on QSS 算法描述 

本文提出的 SCOA based-on QSS 算法旨在提

高一般刚性 ODE 系统的求解精度和效率，有效扩

展 QSS 在刚性系统中的应用范围。该算法结合了

QSS 方法及隐式算法中梯形积分法的思想，梯形法

作为隐式算法，能较好保证仿真的稳定性；QSS

方法作为显式算法，不需要进行迭代求解，保证了

仿真时间的减少。此外，本算法不再将量化变量值

作为系统状态变量的近似值，而是作为预测值，有

效地扼制了刚性系统中仿真数值出现的快速振荡，

大幅提升仿真效率及仿真精度。 

假设系统的量化状态方程如式(2)所示。 

令系统状态变量为 xj，j=1, 2,..., n，则其对应

的量化状态变量为 qj；当在时间点 t 时，量化变量

qj 的预测值有 2 个，分别为： jq  (上限值)、 jq  (下

限值)；计算式分别为： j j jq q Q   ， j j jq q Q   ，

∆Qj为量子；那么系统量化状态变量预测值的导数

可分别记为： jx  ， jx  ，2 个预测值可以根据式(2)

求得；仿真推进过程中 xj的取值一直趋向 qj取值的

方向，而 qj的取值为： 

     0 0

     0 0

ˆ         0

j j j

j j j j

j j j

q x x

q q x x

q x x

  

  

 

  


  
  

 

 

 

且

且  (4) 

(1) 仿真推进过程中，如若系统量化状态变量

预测值的导数符号一致，即 0j jx x    ，则可确定

系统变量的运行轨迹，此时根据式(4)可以求得 qj，

然后根据式(2)求得 jx 的值。 

这样，状态变量每一次跃迁的时间为： 

j j jt Q x   

 

(5) 

此时，状态变量的仿真推进时间及变量值计算式分

别为： 
( ) ( 1)k k

j j jt t t  
 
 (6) 

( ) ( 1) ( 1) ( )2 ( )k k k k
j j j j jx x t x x        (7)  

式中：k 为系统仿真进程中执行的步数。 

(2) 当系统量化状态变量预测值的导数符号不

同，即 0j jx x    ，则说明仿真进程中状态变量的

轨迹发生了变化，那么在这段变量轨迹中必然存在

系统量化状态变量预测值的导数为 0，即 0jx  ；

此时： 
ˆ ( )j jj jjq u A   (8) 

式中：Ajj 为系统雅可比矩阵的对角线元素，

jjA f  x ； jj j jj ju x A q   。 

根据式(4)计算系统量化状态变量 qj 的值，即

ˆj jq q ；根据式(2)重置系统状态变量的导数 ˆ
jx ，

此时，变量发生跃迁的时间为： 

ˆ
j j jt Q x     (9) 

而状态变量的值为：
 

3
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( ) ( 1) ˆ1 2 ( )k k
j j jx x q    (10) 

无论系统量化状态变量预测值的导数符号正

负，整个系统每推进一次仿真的时间为： 

min( )jt t    (11)  

2.2 举例说明 

假定 ODE 系统方程为： 

1 2

2 1 2

( ) 0.01 ( )
( ) 100 ( ) 100 ( ) 2020

x t x t
x t x t x t


    



 (12)  

式中：x1(0)=0，x2(0)=20，∆Q1=∆Q2=1。 

由 于 系 统 的 特 征 值 为 1 0.01   和

2 99.99   ，因此系统是刚性的。 

将 SCOA 算法运用于式(12)，有： 

1 2

2 1 2

( ) 0.01 ( )
( ) 100 ( ) 100 ( ) 2020

x t q t
x t q t q t


    




 (13) 

则 SCOA 算法求解步骤如下： 

step 1：求出 t=0 时，q1，q2的预测值。 

由初始条件可知 q1、q2 的估计值分别为 0 与

20。则 q1，q2的预测值分别为 1 1q   ， 1 1q    ，

2 19q   ， 2 21q   。 

step 2：判断系统量化状态变量预测值的导数

符号是否相同，即求解 jx  ， jx  ，然后确定 q1，

q2的准确值。 

对于 x1，1 20.01 0.21 0x q    ；1 20.01x q    
0.19 0 。根据式(4)可得 1 1 1q q   。 

对于 2x ， 2 1 2100 100 2020 20 0x q q       ；

2 1 2100 100 2020 180 0x q q        。根据式(4)

可得 2 2ˆq q ，根据式 (8)可解得 2ˆ 19.2q  ，即

2 19.2q  。 

step 3：确定系统推进时间。 

根据式(13)有： 1 0.192x  ， 2 0x  。根据式(5)

有， 1 1 1 1 0.192 5.208t Q x     ， 2 2 2t Q x  

 1 0。根据式(11)，求得系统推进时间∆t=∆t1= 

5.208。 

step 4：求出 t=t+∆t=0+5.208=5.208 时，状态变

量 x2 的值。 

根据式(10)，可得 2 2 2ˆ(5.208) 1 2 ( (0) )x x q   
 

1 2 (20 19.2) 19.6   。 

step 5：求出 t=5.208 时，状态变量 x1的值。 

根据 step 4 可知 q2的估计值为 19.6，则 q2的

预测值分别为 2 20.6q   ， 2 18.6q   。 

根据 step 2~step 3 可得 1(5.208) 0.182x  ，

∆t=5.495。则根据式(7)可得， 1 1(5.208) (0)x x 
 

1 12 ( (0) (5.208)) 0.974t x x     。 

当 t=t+∆t=5.208+5.495=10.703 时，后面的求解

可按照上述过程进行下去。 

2.3 SCOA based-on QSS 算法的实现 

算法实现(以伪代码的形式)：  

while(t<T)//设置仿真时间 T 

   for 每一个 [1, ]jx n  

   until ( j j jx q Q   ) 

      if ( 0j jx x    )  then 

        j j jq x Q     

        j j jt Q x      //(这里 jt 为最小跃迁时间) 

        ( ) ( 1) ( 1) ( )2 ( )k k k k
jj j j jx x t x x           

//(这步借鉴梯形积分法思想) 
      else ˆ ( )j jj jjq u A    

          ˆj j jt Q x       

          ( ) ( 1) ˆ1 2 ( )k k
jj jx x q      

//(对变量的取值进行校正优化) 

      end if  

   ( ) ( )jj j j jjA x x q q        

   end for 

   min( )jt t     

//(系统每推进一步仿真时间取状态变量最小跃迁

时间) 

( ) ( 1)k k
j jt t t     //(仿真推进时间) 

end while 

3  SCOA based-on QSS 算法仿真验证 

3.1 仿真背景 

本节引入了 3 个典型刚性 ODE 算例，以

OpenModelica平台内置的经典求解器DASSL求解

的值作为基准值[5]，将 SCOA based-on QSS 算法与

传统数值积分方法(包括 Euler 法、Runge-Kutta 系

列法 ODE45，ODE23s，ODE15s)、QSS 算法和

4
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LIQSS 算法从仿真时间与仿真精度进行性能对比。

其中 DASSL 是大多数仿真工具首选的求解器[20]，

可用来求解刚性和非刚性 ODE；ODE15s 是 Matlab

平台中求解刚性 ODE 的最典型算法。 

(1) SCOA 及 Euler，ODE45，ODE23s，ODE15s，

QSS 和 LIQSS 算法全部在 Matlab 平台上实现； 

(2) 计算机硬件配置为 Intel i5-5257 处理器，

CPU运行速度为 2.70 GHz，操作系统为Windows8.1； 

(3) 对所有的算例设置相同的误差容限，即

Rel.Tol=Abs.Tol=10–3
； 

(4) 系统各个状态变量的相对误差计算式为： 

2
DASSL

2
DASSL

( [ ] [ ])

[ ]
m

rr

u k u k
e

u k


 


 (14) 

式中：um[k]为各算法求的状态变量值；uDASSL[k]为

DASSL求解器在设定的误差容限很小(10–9)的情况

下求的状态变量值，在此作为基准值[3]。 

3.2 算例验证 

算例 1：线性二阶刚性系统[17](见式(12)) 

算例 2：非线性二阶刚性系统(Van Der Pol 振

荡器)[18] 

Van Der Pol 振荡器作为一种常见的非线性系

统，在非线性动力学的研究中被用来仿真验证非线

性动力系统的稳定性。通过状态变量代换的方法，

将一般的 Van Der Pol 系统方程化为一阶常微分方

程组为： 

1 2
2

2 1 2 1

( ) ( )

( ) (1 ( ) ) ( ) ( )

x t x t

x t x t x t x t


     




 (15) 

式中：μ=10–6； [0,100]t ；x1(0)=2；x2(0)=0。 

算例 3：非线性三阶刚性系统(The Oregonator

方程，OREGO)[18] 

The Oregonator 方程是非常典型的非线性耦合

系统，该方程的提出对微分方程的现代求解分析算

法的研究作用起了重要作用。 

1 2 1

6
1 2

2 3 2 1

3 1 3

( ) 77.27[ ( ) ( )

     (1 8 375 10 ( ) ( ))]

( ) [ ( ) ( )(1 ( ))] / 77.27

( ) 0.161( ( ) ( ))

x t x t x t

. x t x t

x t x t x t x t

x t x t x t



 


  


  
  







 (16) 

式中： [0,100]t ；x1(0)=1；x2(0)=2；x3(0)=3。  

3.3 仿真结果分析 

用SCOA based-on QSS算法对算例 1进行仿真

求解，得到如图 2 所示的轨迹，x2作为“刚性”较大

的状态变量并未随着仿真时间的推进而发生振荡。

各算法对算例 1 的求解结果如表 1 所示。 

 

图 2  SCOA based-on QSS 对算例 1 仿真的轨迹 
Fig. 2  Trajectory of SCOA based-on QSS simulation for 

example 1 

表 1  算例 1 的仿真结果 
Tab. 1  Simulation results of example 1 

仿真算法 误差容限 相对误差 CPU 仿真时间/s 仿真步数 

Euler Tol=10–3 3.063×10–3 15.302 706 500 001 

ODE45 Tol=10–3 9.483×10–2 11.469 503 60 209 

ODE15s Tol=10–3 7.782×10–3 0.031 776 40 

ODE23s Tol=10–3 9.383×10–3 0.039 272 31 

QSS Tol=10–3, ∆Q=1 — — — 

LIQSS Tol=10–3, ∆Q=1 1.033×10–4 0.006 889 46 

SCOA 
Tol=10–3, ∆Q=1 1.601×10–4 0.012 197 39 

Tol=10–3, ∆Q=0.1 3.395×10–5 0.015 604 77  
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从表 1 可以看出，QSS 算法无解；SCOA 算法

无论是在精度(误差)还是效率(CPU 运行时间)上，

都远远高于 Euler 法与 ODE45 法，即精度提高了

20 倍，效率提高了 1 000 倍；对比 ODE15s 和

ODE23s，SCOA 算法精度提高了近 50 倍，效率提

高了近 3 倍；对比 LIQSS，SCOA 算法略显差些。 

用SCOA based-on QSS算法对算例 2进行仿真

求解，得到如图 3 所示的轨迹，从图 3 中可以看出，

系统变量并未因相互之间的耦合作用而发生振荡。 

 

图 3  SCOA based-on QSS 对算例 2 仿真的轨迹 
Fig. 3  Trajectory of SCOA based-on QSS simulation for 

example 2 

从表 2 中可以看出，Euler 算法、QSS 算法无

解，说明它们对刚性系统的求解不理想；对比

ODE15s 算法，SCOA 算法精度提高了 27 倍，效率

提高了 5 倍；对比 LIQSS，SCOA 算法精度提高了

4 倍，效率提高了近 1 倍。 

用SCOA based-on QSS算法对算例 3进行仿真

求解，得到如图 4 所示的轨迹，从图 4 可以看出，

系统变量之间差值非常大(刚性大)，但是变量的仿

真轨迹总体平稳，未出现“假性”振荡。从图 4 中的

局部放大图可知，在仿真时间达到 60 s 时，变量 3x

趋于稳定。 

从表 3 中可以看出，Euler 算法、QSS 算法及

LIQSS 算法都无解。对比 ODE15s 算法，SCOA 算

法在效率略高的情况下，精度提高了近 7 倍。 

为了研究量子大小对 SCOA based-on QSS 算

法性能的影响，3 个算例都分别选取了 2 个不同的

量子值来仿真求解。由表 1~3 可以看出，当减小量

子的大小时，CPU 仿真时间相差并不大，但是仿

真精度却得到了较大提升。 

 

图 4  SCOA based-on QSS 对算例 3 仿真的轨迹 
Fig. 4  Trajectory of SCOA based-on QSS simulation for 

example 3 

表 2  算例 2 的仿真结果 
Tab. 2  Simulation results of example 2 

仿真算法 误差容限 相对误差 CPU 仿真时间/s 仿真步数 

Euler Tol=10–3 — — — 

ODE45 Tol=10–3 7.015×10–2 644.215 805 3 487 181 

ODE15s Tol=10–3 1.725×10–3 0.392 976 421 

ODE23s Tol=10–3 3.346×10–2 0.375 130 369 

QSS Tol=10–3, ∆Q=0.1 — — — 

LIQSS Tol=10–3, ∆Q=0.1 3.092×10–4 0.107 274 599 

SCOA 
Tol=10–3, ∆Q=0.1 6.143×10–5 0.063 088 329 

Tol=10–3, ∆Q=0.01 1.062×10–5 0.128 551 664 
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表 3  算例 3 的仿真结果 
Tab. 3  Simulation results of example 3 

仿真算法 误差容限 相对误差 CPU 仿真时间/s 仿真步数 

Euler Tol=10–3 — — — 

ODE45 Tol=10–3 9.155×10–2 688.120 867 3 687 017 

ODE15s Tol=10–3 6.254×10–3 1.558 266 243 

ODE23s Tol=10–3 7.908×10–2 0.938 600 300 

QSS Tol=10–3, ∆Q=1 — — — 

LIQSS Tol=10–3, ∆Q=1 — — — 

SCOA 
Tol=10–3, ∆Q=1 8.103×10–4 1.463 540 331 

Tol=10–3, ∆Q=0.1 5.527×10–5 1.688 120 352 

 

4  结论 

(1) Euler法不适合求解刚性ODE问题；ODE45

是显式算法，在仿真求解中为了确保数值的稳定

性，必须显著减少积分步长，导致超长的仿真时间，

因此很难满足刚性系统在实际运用中的需要。 

(2) ODE15s 和 ODE23s 是传统数值积分方法

中求解刚性 ODE 问题的较好算法，本文提出的

SCOA 算法在仿真时间与仿真精度比 ODE15s 和

ODE23s 更具优势。 

(3) 3 个算例中，QSS 算法都无解，因此它不

适合求解刚性 ODE 问题；LIQSS 算法有一个无解，

而 SCOA 算法都能仿真求解。因此 SCOA 算法比

QSS 算法和 LIQSS 算法更具优势。 

(4) 适当减小量子大小能在几乎不增加仿真时

间的同时，有效提高仿真精度。 
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