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基于 LLE 降维思想的自然计算方法 

张潞瑶，季伟东，程昊 
(哈尔滨师范大学计算机科学与信息工程学院，黑龙江 哈尔滨 150025) 

摘要：在自然计算方法中，高维问题的出现使现有一些优化算法虽然能够避免算法陷入局部最优，

但是使得算法的性能变差、运行时间变长。在传统自然计算方法的基础上，提出基于 LLE ( Local 

Linear Embedding)算法的自然计算方法，通过对算法中邻居粒子 k 和维数 d 的取值进行分析，降维

后使算法得到较好的寻优效果。在此过程中，将降维后的数据增加一个小偏置 s 来增加种群的多样

性。将该策略分别应用于粒子群算法和遗传算法中，采用经典测试函数以及主流针对维数进行优化

的 4 个算法来验证其性能。实验结果表明，改进的算法在求解精度和收敛速度上均有明显的提升。 
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(College of Computer Science and Information Engineering, Harbin Normal University, Harbin 150025, China) 

Abstract: In the natural computing method, the appearance of high-dimensional problem can make some 
existing optimization algorithms avoid falling into local optimum, but it makes the performance of the 
algorithm worse and the running time longer. On the basis of traditional natural calculation method, a 
natural calculation method based on LLE(Local Linear Embedding) algorithm is proposed, which 
analyzes the value of neighbor particle k and dimension d, and makes the algorithm get better 
optimization effect after dimension reduction. In the process, a small bias s is added to the data after 
dimension reduction to increase the diversity of the population. The strategy is applied to PSO and GA 
respectively, and its performance is verified by using classical test function and four mainstream 
algorithms for dimension optimization. The experimental results show that the improved algorithm has 
obvious improvement in solving accuracy and convergence speed. 
Keywords: high dimension; natural calculation method; LLE; dimension reduction 
 

引言1 

自然计算是指受自然界中生物体的启发，综

合自然的计算手段和自然材料，抽取自然界中相应
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究方向为群体智能；季伟东(1978-)，黑龙江哈尔

滨，博士，教授，研究方向为大数据、群体智能。 

的计算模型，模拟或仿真实现发生在自然界中，易

作为计算的动态解释过程[1-2]。当运用计算过程的

角度分析复杂多变的自然现象时，可以让人们对

于自然界以及计算的本质内容有一个更深刻的理

解[3]。可以说，自然计算是既人工智能以及云计算

之后异军突起的一种独特的计算思维模式[4]。自然

计算研究的领域主要包括人工神经网络、进化算

法、群体智能、人工免疫系统、分形几何、人工生

1
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命、DNA 计算和量子计算等[5]。自然计算领域取

得了蓬勃的发展，如利用蚁群算法解决离散优化问

题[6]、通过蚁群个体间的信息传递，运用反馈机制

和分布式协作来寻找最优路径，解决 TSP 难题[7]、

粒子群优化(Particle Swarm Optimization，PSO)算法

在多目标、动态、约束和组合优化问题中的广泛应

用[8]、以及利用遗传算法(Genetic Algorithm，GA)

来解决高维、非线性、不确定性等问题[9]。 

虽然自然计算方法应用的领域众多且模拟的生

物机理不尽相同，但是它们都存在一个共同点，即

都是基于种群的优化方式[10]。在种群的优化过程

中，个体维数对于算法的优化能力和计算成本存在

较大的影响。较高的维数能够减少种群陷入局部最

优值的概率，但运行时间长，效率低。相反，较低

的维数在提高运行效率的同时，导致种群的多样性

降低，容易陷入局部最优值，易早熟收敛。所以，

针对不同的问题，如何选择一种恰当的改变维数的

方法来平衡算法的有效性和提高运行效率，成为自

然计算方法应用中亟需解决的问题。 

针对以上问题，已出现了许多关于高维数优化

的解决方法。如求解高维复杂连续优化问题的粒子

群算法研究，引入分组变异的思想和反向学习策略

优化高维函数以获取更好性能[11]。针对种群选择

压力随维度增加问题，提出基于动态邻居维度学习

的多目标粒子群算法，采用每一维上学习对象不固

定的交流方式增加种群多样性[12]。为保护粒子潜

在的优良信息，提出维度学习策略，通过粒子个体

最优位置的每一维度分别向群体最优位置对应的维

度学习，为粒子构造学习范例[13]。基于传统优化

算法在求解高维非线性优化算法中的问题，提出改

进的人工蜂群优化算法[14]，利用高斯分布和自适

应差分算法对高维空间进行优化。为解决高维空间

中的优化算法和非线性边界约束算法的优化问题，

提出综合模式搜索法、最速下降法和转轴法[15]。

针对求解大规模问题，在动态多种群粒子群优化

(Dynamic Multi-Swarm-Particle Swarm Optimizer，

DMS-PSO)算法[16]基础上，使用一种有效的分组策

略，采取将高维问题随机重组为低维问题，实现

维数和种群双分组，提出协同进化动态粒子群优化

(Dynamic Multi-Swarm-Cooperative Coevolution，

DMS-CC)算法[17]。同时，Cheng等也基于大规模

问题，提出社会学习粒子群优化(Social Learning 

Particle Swarm Optimization，SLPSO)算法和竞争学

习(Competitive Swarm Optimizer，CSO)算法[18-19]，

SLPSO采用了与维数相关的参数控制方法，减轻了

参数设置的负担问题；CSO采用一种竞争机制，能

够有效解决关于5 000维的问题。这些算法在一定

程度上平衡了算法的效率和有效性，并且采用维数

分组的方式可以解决决策变量多且变量之间相互关

联的问题，但是，个体维数大部分都是针对维数本

身或者某一维度进行的改进，如将高维随机分组变

为低维问题进行求解，某一维向最优位置的维度学

习，实现过程依赖于算法的具体步骤，适用性较

弱，且效率提升并不明显。本文提出将LLE降维思

想应用于自然计算领域，该思想与算法采取何种操

作无关，因而基于种群优化的自然计算方法具有较

好的普适性。同时，把该策略应用到2种不同的自

然计算方法中，并与目前主流的对维数进行优化的

算法进行对比，采用经典测试函数进行实验论证，

验证了本文所提的降维思想具有普适性和有效性。 

1  LLE 算法降维分析 

LLE 是通过局部的线性关系相结合来表示全

局非线性结构的一种非线性降维方法[20-21]。LLE

算法实现降维过程如下： 

(1) LLE 算法首先假设在较小局部范围内是线

性的。假设 X={x1,x2,...,xN}是在 RD 空间中的 N 个

样本的数据集。这里， 1 ), , ,( 2D
i R i N x ，D

是数据集的维度。在每个数据点 xi 处，使用 xi 所

选择的 k 个邻居来表示局部线性组成情况，采用

欧式距离来表示 xi 的邻域。 

(2) 由每个 xi的 k 个邻居组成的 xi近似值造成

的重构误差，用来计算局部重建权值矩阵，最小

化重构误差。优化权重通过式(1)所示的优化方法

2
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来完成。 

2
2

1 1
arg min

N k

i ij ij
i jwij

w
 

  x x 

 

(1) 

式中：wij为 xi 与其第 j 个近邻点 xij间的权值，且 

要满足条件
1

1
k

ij
j

w


 和 w i j =0 ,  1,2, ,j k  来 

计算出样本点的局部重建权值矩阵W。 

(3) 计算出保证最佳效果的由局部重构建的

权值矩阵解释局部几何过程中的低维嵌入。 

通过权重矩阵 W={wi=wi1,wi2,...,wiN}T 完成重

构 ， LLE 算 法 把 X={x1,x2,...,xN} 映 射 到

Y={y1,y2,...,yN}，这里的 Y 是一个低维的数据空

间，根据式(2)，Y中保持了高维中的固有属性。 

2
2

1 1
arg min

N k

i ij iji i j
w

 

  y
y y 

 

(2) 

式中：yi 为 xi 的 d 维输出向量(d<D)；yij(j=1,2,...k) 

为 y i 的 k 个近邻点。且要满足
1

0
N

i
i

 y 和

T

1

1 N

i i
iN 

 y y I ，其中 I 是 d×d 的单位矩阵。LLE 

算法通过这些过程完成优化，就可以把 Y 构造到

一个低维数据空间中。 

2  基于 LLE 算法降维思想在自然计

算领域的应用 

2.1 LLE 算法在粒子群算法和遗传算法中的

应用 

大部分随机算法随着维数增加而使得算法的

性能变差，导致运行时间较长、效率低。因此，

一种合适的降维方法对于算法的优化显的尤为重

要。常用的降维方法有主成分分析[22]、线性判别

分析法[23]、核函数主成分分析法[24]、局部线性嵌

入[25]、拉普拉斯特征映射[26]等。其中，LLE 算法

是一种崭新的非线性降维方法，已经被广泛的应

用于各种高维数据处理的领域中，如数据分类、

识别，图像处理，数据压缩等[27]。LLE 算法是完

全不同于主成分分析法，可以充分保持数据的非

线性结构。所以将 LLE 降维思想应用于自然计算

领域，如粒子群算法、遗传算法中，可以解决在

高维中粒子收敛速度慢、运行时间长的缺陷。 

2.1.1 LLE 算法的种群降维思想 

采用 LLE 算法，进行大小为 N 行 D 列(N 为粒

子数，D 为维数)的种群降维思想如下： 

(1) 输入种群的规模 N，随机初始化种群位

置，生成一个 N×D 的矩阵。确定种群中每个粒子

xi与其相邻的 k个粒子的大小和降维后的特征维数

d (d<D)。 

(2) 在生成的种群中，根据粒子和粒子间的欧

式距离大小，确定每一个粒子 xi 的 k 个邻居粒子

xij(j=1,2,...,k)。 

(3) 求出每个粒子 xi(i=1,2,...,N)关于其 k 个邻

居粒子的协方差矩阵 C，具体如公式(3)所示： 
T=( ) ( )xi

jm i j i m C x x x x  (3) 

式中：xi(i=1,2,...,N)为 1×D 维的一个位置向量；   

xj(j=1,2,...,k)和 xm(m=1,2,...,k)为 xi 的相邻粒子的

1×D 维的位置向量； xi
jmC 代表粒子 xi 与相邻的第 j

个粒子、第 m 个粒子的协方差矩阵，其中

   1, 1,j k m k j m  ， ， 。 

(4) 求解关于粒子xi的局部线性预测权值矩阵

如公式(4)所示： 

1

1

1

1 1

( )

( )

k
xi
im

mxi
j k k

xi
pq

p q







 






C
w

C
 (4) 

式中： xi
pqC 为粒子 xi 与相邻的第 p 个和第 q 个粒 

子的协方差矩阵。 

(5) 权重系数矩阵 W 是通过由所有粒子的权

重系数组成的向量构成，计算矩阵 Z，如式(5)所示： 
T=( )( ) Z I W I W  (5) 

式中：I为 N×N 的单位矩阵 

(6) 计算矩阵 Z的特征向量，并提取前 d+1 个

最小特征向量，即 21 1dD D D   。 

(7) 由 D2~Dd+1 所组成的特征向量即为种群 N

降维后得到 d (d<D)维的位置数据 A。其中

 2 3 1, , , dD D D  A 。 

3
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(8) 降维后得到的数据为新的种群规模，将新

生成的种群增加一个小偏置 s 以增强种群的多样

性，避免过早陷入局部最优值。 

(9) 利用得到的新的种群规模应用于种群的

自然计算进化方法之中。 

2.1.2 降维思想在自然计算方法中的实现策略 

本文将基于 LLE 算法的种群降维思想应用于

自然计算领域的粒子群算法和遗传算法中，算法的

实现策略如下： 

粒子群算法： 

step 1：初始化种群规模 N，维数 D 等参数，

随机生成粒子的位置 xi 和速度 vi 组成第一代种群

pop； 

step 2：将生成的种群 pop 采用 LLE 算法的降

维思想后，组成新的种群 newpop； 

step 3：对于新种群 newpop 的各维数添加小偏

置 s，更新 newpop； 

step 4：计算新种群中所有个体的适应度值

fitness，令 fitnessbest←min(fitness)，求出每个粒子

的个体最优值和整个种群的全局最优值； 

step 5：根据标准粒子群的速度、位移公式更

新粒子的位置 xi 和速度 vi； 

step6：若达到算法结束条件，则返回最优解，

否则，转 step 4。 

遗传算法： 

step 1：初始化种群规模 N，交叉和变异概率

pc、pm，维数 D 等参数，随机产生第一代种群 pop； 

step 2：将生成的种群 pop 采用 LLE 算法的降

维思想后，组成新的种群 newpop； 

step 3：对于新种群 newpop 的各维数添加小偏

置 s，更新 newpop； 

step 4：评估新种群中个体的适应度值 fitness； 

step 5：根据选择、交叉、变异操作产生下一

代种群； 
step 6：若达到算法结束条件，则返回最优解，

否则，转 step 4。 

2.2 LLE 算法使用中有关两个参数的取值

分析 

在 LLE 算法中，近邻点 k 的取值采用人为设

定方式大大影响了算法的效率和性能，使得降维的

效果不理想，制约了算法的适用效果[28]。当近邻

点 k 发生改变时，拓扑矩阵 W 也随之发生改变。

在实际应用过程中，为了避免算法造成运行时间过

长、消耗过多的计算资源等缺陷，k 的取值范围不

宜过大，可以适当取小些，若对数据集有一定的先

验认知，可以简单的将数据集划分成 m 块，令

k=N/m 即可[27]。在本文中，种群规模 N 的取值为

50，设 m 的值为 5，故 k 的取值设置为 10。 

由于高维空间具有稀疏性的特点，对于固定的

样本容量 N ，d 的取值应在一个合理的范围内。考

虑数据在 RD 中的分布，若将 RD 的每一维一分为

二，则整个 RD的空间被分为 2D个区域，数据集至

少在每一个区域中存在一个点。据此，容易得到在

固定样本容量 N 的条件下，维数估计 d 应满足约

束条件 21 =[log ]N
sd d≤ ≤ [27]。本文中的种群规模 N

为 50，在约束条件下，d 的取值最大为 6。所以在

实验中，分别取 d=6 和 d=25 进行实验的对比。 

3  实验结果与分析 

实验仿真平台为 Windows10，Matlab2018a。

本实验把基于 LLE 降维思想策略应用到自然计算

领域中的 GA 算法 [29]和 PSO 算法 [30]中，得到

LLEPSO 算法和 LLEGA 算法，并与 GA、PSO 算

法和 4 个维数优化算法做对比。 

本实验采用 12 个典型的测试函数：F1~F12 (如

表 1 所示)。其中 F1~F4，F11，F12 是高维单峰函数，

仅存在一个全局最优点；F5~F10 是高维多峰函数，

这 6 个经典测试函数含有多个局部最优点，较难寻

找出全局最优值，在寻优过程很容易陷入局部最优

值。其中 F8的函数不能少于 4 维，且全局最小值

和维数有关。多峰函数较单峰函数相对复杂，增大

寻优难度。 
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表 1  经典测试函数 
Tab. 1  Classical test function 

函数名称 测试函数 维数 取值范围 

Sphere F1 
2

1
1

D

i
i

F x


   1 000 [–100,100]n 

Rosenbrock F2 
1

2 2 2
2

1
= [100 ( +1 ) ( 1) ]

D

i i i
i

F x x x




     1 000 [–5,10]n 

dixon-price F3    2
3 1 1

1

221 2
D

i i
i

F x i x x 


      1 000 [–10,10]n 

sum of different 
powers F4 

4
1

1D

i
i

iF x


   1 000 [–1,1]n 

Ackley F5 
 2

5
1 1

1 1exp exp cos exp(1)

20, 0.2, 2π

D D

i i
i i

F a b x cx a
D D

a b c
 

                
  

  ；
 1 000 [-32.768,32.768]n 

Rastrigin F6 
2

6
1
( 10 cos(2 π ) 10)

D

i i
i

F x x


       1 000 [–5.12,5.12]n 

Griewank F7 
2

7
11
cos 1

4000

D D
i i

ii

x xF
i

    
 

  1 000 [–600,600]n 

Powell F8 

/ 4
2 2

8
1 1

4 4

1 1

( (4 3)+10 (4 2)) 5 ( (4 1) (4 ))

( (4 2) 2 (4 1)) 10 ( (4 3) (4 ))

D D

i i i i
i i
D D

i i i i
i i

F x i x i x i x i

x i x i x i x i

 

    

 

 

        

   

 

 
 1 000 [0,π]n 

Levy F9 

1
2 2 2

9 1
1

2 2

sin (π ) ( 1) [1 10sin (π 1)]

1( 1) [1 sin (2π )] 1
4

D

i i
i

i
D D i

F   

  





     


   



；

 1 000 [–10,10]n 

Schwefel F10  10
1

418.982 9 sin
D

i i
i

F D x x


   1 000 [–500,500]n 

sum squares F11 
2

11
1

D

i
i

F ix


   1 000 [–10,10]n 

Zakharov F12 
2 2 2 2 4

12
1 1 1

+(0.5 ) +(0.5 )
D D D

i i i
i i i

F x ix ix
  

     1 000 [–5,10]n 

 
3.1 LLE 算法降维思想与标准算法的实验结

果分析 

3.1.1 参数设置 

在实验中，GA 算法和 LLEGA 算法的参数设

置为：交叉概率 Pc=0.70，变异概率 Pm=0.05，进

化迭代次数 FEs=1 000，种群规模 N=50，维数 D= 

1 000。PSO 算法和 LLEPSO 算法的参数设置为：

学习因子 c1=c2=2，惯性权重 ωmax=0.9，ωmin=0.4，

进化迭代次数 sFE =1 000，种群规模 N=50，维数

D=1 000。各算法对表 1 中的 12 个测试函数分别执

行 20 次。应用的 LLE 算法，对于邻居粒子 k 和降

维维数 d 的选择，文中 k 取值为 10，维数 d 分别

取值 6 和 25 进行实验的对比。越界粒子本文采用

通用的越界处理办法，将其重新设置为边界值，如

表 1 所示。 

3.1.2 实验结果分析 

图 1~2 是 12 个测试函数 F1~F12 分别在降维后

维数 d=25 和 d=6 维以及降维前时的收敛图。横坐

标代表进化次数，纵坐标代表适应度值。表 2 记

录了 PSO 和 GA 降维前 D=1 000 和应用降维策略

后，LLEPSO 和 LLEGA 维数 d=25 的降维后数据

对比图。 
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         (a) 函数 F1                        (b) 函数 F2                             (c) 函数 F3                            (d) 函数 F4 

 
(e) 函数 F5                          (f) 函数 F6                              (g) 函数 F7                            (h) 函数 F8 

 
(i) 函数 F9                          (j) 函数 F10                          (k) 函数 F11                             (l) 函数 F12 

 

图 1  d=25 时，经典测试函数对算法优化的收敛图 
Fig. 1   Convergence graph of classical test functions optimization algorithm, d=25 

 
(a) 函数 F1                            (b) 函数 F2                         (c) 函数 F3                        (d) 函数 F4 

 
(e) 函数 F5                          (f) 函数 F6                           (g) 函数 F7                         (h) 函数 F8 
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(i) 函数 F9                          (j) 函数 F10                         (k) 函数 F11                          (l) 函数 F12 

 

图 2  d=6 时，经典测试函数对算法优化的收敛图 
Fig. 2   Convergence graph of classical test functions optimization algorithm, d=6 

表 2  降维前后测试函数对算法的优化结果 
Tab. 2  Results of algorithm by test function before and after dimension reduction 

函数 
平均结果及标准方差 

PSO LLEPSO GA LLEGA 
F1 4.58e+05±4.60e+04 0.071 9±0.054 1 1.69e+05±5.75e+03 0.027 3±0.012 4 
F2 5.82e+06±1.20e+06 25.843 3±2.201 7 3.61e+06±2.53e+05 22.845 8±0.583 8 
F3 1.26e+08±2.79e+07 1.727 9±0.824 1 3.32e+07±2.36e+06 0.678 1±0.007 4 
F4 9.45e-08±1.70e-07 1.549 4e-08±3.552 9e-08 4.51e-08±1.42e-07 1.981 8e-08±6.008 7e-08 
F5 17.147 2±0.448 3 1.028 4±0.370 5 12.9958±0.1261 0.087 7±0.037 3 
F6 9.87e+03±297.25 25.771 4±10.902 7 9.49e+03±156.02 3.024 0±2.966 2 
F7 4.29e+03±372.46 0.006 4±0.001 8 1.49e+03±53.06 0.023 1±0.011 0 
F8 9.87e+04±1.21e+04 0.448 8±0.374 1 2.37e+04±1.23e+03 0.051 0±0.023 3 
F9 1.74e+04±1.49e+03 0.282 7±0.300 1 7.81e+03±302.89 0.002 9±0.001 6 
F10 3.46e+05±6.84e+03 3.353 7e+03±743.178 0 3.71e+05±3.21e+03 3.221 6e+03±458.557 7 
F11 2.20e+06±2.90e+05 0.721 5±0.442 6 7.73e+05±3.39e+04 0.007 4±0.005 5 
F12 1.24e+04±3.85e+03 0.867 6±0.333 2 2.93e+19±2.68e+19 1.526 4±0.692 1 

 

从图 1~2 中可以清楚地看到，使用 LLE 降维

策略的算法比未使用该策略具有更强的全局搜索

能力。但在 F2、F12 的测试函数中，LLEPSO 和

LLEGA 有一定的差别。在不同维数的比较中，维

数较低的对于维数较高的算法相对有更好的全局

搜索能力。 

根据收敛图的曲线走势，当 d=25 时，LLEPSO

在函数 F1，F3，F4，F5，F6，F7，F8，F11中大概进

化 500 次之后，曲线达到水平状态，在函数 F2，F9

和 F10中大概进化 400 次之后曲线保持水平，适应

度值不再有下降的趋势，说明此时种群陷入局部最

优值，这是由于 PSO 算法具有更强的局部搜索能

力导致的；而标准 PSO 算法在进化 100 次之后陷

入局部最优值，且一直保持水平状态，说明在应用

了降维策略之后确实使算法具有了更强的全局搜

索能力。当 d=6 时，所用维数满足文献的约束条件，

LLEPSO 算法在函数 F1，F11，F12这 3 个测试函数

进化 1 000 次之后仍具有下降的趋势，说明该维数

下算法没有被局部最优值所牵绊，在函数 F4，F8，

F9中，搜索前期具有很好的全局搜索能力，避免种

群陷入局部最优。但在函数 F10 中，LLEPSO 虽然

比 PSO 的全局搜索能力强，收敛效果并没有特别

明显，这是由于测试函数本身的性质决定的，F10

是一个较复杂的函数且有存在许多局部极小值，这

样就导致算法极易早熟。这两种维数的 LLEPSO 算

法较其它标准算法相比能够接近全局最优，尤其是

在测试函数 F1，F4，F5，F7，F9和 F11上，存在误

差允许的范围内，该函数值已经找到全局最优值。
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维数相对较低的算法几乎优于维数较高的算法。 

而 LLEGA 算法中，当 d=25 时，几乎在每个

测试函数中进化 1 000次之后仍具有继续下降的趋

势，说明算法没有陷入局部最优值，但是 GA 算法

大概在进化 100 次之后陷入局部最优，这也更好地

证明了改进后的算法具有更强的全局搜索能力。当

d=6 时，在函数 F1，F2，F3，F8，F12 中下降趋势

不明显，劣于维数为 25 时的 LLEGA 算法，但其

余函数下降趋势特别明显，总体算法的性能好于标

准遗传算法。测试函数 F4中 LLEGA 和 GA 曲线几

乎重合，这是由于与 F4 的曲线平滑度有关，使算

法极易找到全局最优解。 

图 3 表示采用 LLE 降维策略将维数 D=1 000

降为维数 d=25 时与标准粒子群算法、标准遗传算

法维数 D 设置为 25 时，进行了对比。在优化的

这 12 个测试函数时，LLEPSO 算法和 LLEGA 算

法较其他标准算法 d=25 时相比都能够接近全局

最优，且优势明显。根据收敛曲线走势，当 4 个

算法维数设置相同时，基于降维策略的算法都优

于基本粒子群和遗传算法，并且有更好的全局搜

索能力。尤其是在遗传算法中，迭代进行 1 000

次后，明显还存在继续下降的趋势，以便能够继

续迭代寻求最优解。同时，在误差允许存在的范

围内，函数 F1，F2，F4，F5，F7，F12，该函数值

已经接近全局最优。 

表 3 列出了算法维数相同时平均结果及标准

差。与 GA 和 PSO 相比，LLEPSO 和 LLEGA 的标

准方差低于其他标准算法，只有在测试函数 F10上

标准方差劣于标准算法，这是由于 F10 是一个较复

杂的函数。若 PSO 算法和 GA 算法处于高维空间

中，则 LLEPSO 和 LLEGA 算法就存在更明显的优

势。总之，LLEPSO 算法和 LLEGA 算法比标准粒

子群和遗传算法有较低的标准方差，证明应用该降

维策略的算法具有更好的稳定性。 

3.1.3 算法中增加小偏置 s的实验结果分析 

利用降维思想后得到的数据增加一个小偏置 s

来增加种群多样性，为验证 s 在算法中的作用，本

文将对LLEPSO算法以及添加小偏置 s的LLEPSO

算法进行对比。在此考虑篇幅问题，只选用测试函

数 F4，F7，F8 来验证算法性能，实验结果收敛效

果如图 4 所示。在 3 个测试函数中，LLEPSO+s 的

寻优能力相对优于 LLEPSO，说明小偏置 s 的添加

有助于算法增加种群多样性，提升寻优能力。 

 
(a) 函数 F1                            (b) 函数 F2                         (c) 函数 F3                         (d) 函数 F4 

 

(e) 函数 F5                           (f) 函数 F6                          (g) 函数 F7                       (h) 函数 F8 
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(i) 函数 F9                         (j) 函数 F10                        (k) 函数 F11                          (l) 函数 F12 

 

图 3  经典测试函数对维数相同时进行优化的收敛图 
Fig. 3  Convergence graph for optimization of classical test functions with same dimension 

表 3  12 个经典测试函数对算法的优化结果 
Tab. 3  Optimization results of 12 classical test functions on algorithm 

函数 
平均结果及标准方差 

PSO LLEPSO GA LLEGA 
F1 5.305 0±3.250 8 0.071 9±0.054 1 0.088 1±0.065 3 0.027 3±0.012 4 
F2 304.378 7±752.023 6 25.843 3±2.201 7 33.742 5±22.275 3 22.845 8±0.583 8 
F3 10.197 0±18.743 6 1.727 9±0.824 1 0.903 7±0.726 2 0.678 1±0.007 4 
F4 1.691 2e-08±2.900 1e-08 1.549 4e-08±3.552 9e-08 2.444 3e-08±5.252 9e-08 1.981 8e-08±6.008 7e-08 
F5 4.264 6±0.885 1 1.028 4±0.370 5 1.056 2±0.767 5 0.087 7±0.037 3 
F6 43.289 8±14.645 4 25.771 4±10.902 7 3.918 3±3.244 5 3.024 0±2.966 2 
F7 1.032 1±0.074 5 0.006 4±0.001 8 0.217 7±0.090 8 0.023 1±0.011 0 
F8 26.169 4±47.045 9 0.448 8±0.374 1 0.073 4±0.023 3 0.051 0±0.023 3 
F9 1.325 2±0.726 8 0.282 7±0.300 1 0.004 9±0.003 0 0.002 9±0.001 6 
F10 4.239 2e+03±669.113 7 3.353 7e+03±743.178 0 2.816 8e+03±346.375 3 3.221 6e+03±458.557 7 
F11 7.124 3±21.701 1 0.721 5±0.442 6 0.009 6±0.005 8 0.007 4± 0.005 5 
F12 9.172 3±13.808 5 0.867 6±0.333 2 8.872 8±5.294 8 1.526 4±0.692 1 

 
(a) 函数 F4                                         (b) 函数 F7                                   (b) 函数 F8 

图 4  偏置 s 的算法收敛图 
Fig. 4  Convergence graph for bias s 

3.2 LLEPSO, LLEGA 和其他应用维数策略

算法的实验结果 

DMS-CC 算法[17]、CSO 算法[19]、SLPSO 算

法[18]以及 DMS-PSO 算法[16]，不仅在维数的设置

和应用方面与本文有很大的相似性，而且均为针

对求解大规模高维复杂问题而提出的算法，

DMS-CC 算法是在 DMS-PSO 算法的基础上进行

的改进，将高维问题随机重组为低维问题对算法
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进行优化，SLPSO 算法则采用了与维数相对应的

控制方法，CSO 算法提出的竞争机制可以有效的

适用于高维空间，实验表明 CSO 算法可以有效解

决 5000 维的问题，而文中提出的降维策略也是针

对高维问题做出的改进。将本文所提出的基于

LLE 降维思想的策略与文献[16-19]中的算法对

比，测试函数的维数选取均为 1 000 维，其余参

数规模的选取与文献[17]中均保持一致，降维策略

中选取维数 d 的取值是 25。为了与文献中测试保

持一致，因此，采用 F1，F4，F5，F6，F7 和 F10

这 6 个测试函数，其中“-”表示文献中没有此函数

数据，结果如表 4 所示。从表 4 中可以直观地看

到，LLEPSO 和 LLEGA 在 F4，F5，F6，F7 和 F10

这 5个测试函数中的寻优结果优于其他 4个算法。

利用 LLE 算法的降维思想，可以使高维相对复杂

的算法转换为求解低维问题的算法，在通过降维

后，同时加入一个小偏置 s，来增加种群多样性。

这样就使得种群在不丧失多样性的前提下降低了

维数，避免了种群陷入局部最优，提升了算法的

效率。而其他 4 个算法没有改变种群的维数，只

是针对大规模高维复杂问题中维数本身做了相应

的改进，其种群内部的冗余信息极易使搜索陷入

局部最优。在测试函数 1F 中，利用降维策略的算

法在寻优能力上劣于其它算法，这是因为测试函

数本身的性质所决的，函数内部之间相关性较小，

导致同等程度下，寻优能力强的算法使结果更优。

但综合各算法的对比结果，表明本文提出的降维

思想在自然计算中的应用具有一定的有效性。 

在 CSO 算法[19]中，实验表明该算法可以有效

解决 5000 维问题，于是将本文提出的 LLE 降维思

想在自然计算领域的应用与 CSO 算法进行对比，

初始时，种群规模 N 设置为 50，维数 D=5 000，

降维后维数 d 的取值为 25，为了与文献中保持一

致，选取 F1，F2，F5，F6和 F7这 5 个测试函数，

实验结果表明，LLEPSO 在函数 F2，F6 这两个测

试函数中优于 CSO，函数 F1，F5，F7 劣于 CSO 算

法，结果如表 5 所示，造成这种结果可能是由于种

群规模过小造成的，而 CSO 算法中种群规模 N 的

取值为 1 500，所以在 F1，F5，F7这 3 个函数中，

种群规模由初始的 50 设置为 N=1 500 进行对比，

LLEPSO 算法收敛图如图 5 所示，算法对比结果如

表 6 所示。由表中数据可知，在函数 F1，F5，F7

中，种群规模提升后，函数收敛效果好于 CSO 算

法，说明利用降维策略可以使复杂的高维特性转换

为低维问题求解，在提高效率的同时，也有更好的

求解精度。 

表 4  各算法的最优值实验对比结果 
Tab. 4  Optimal value experimental comparison results of each algorithm 

算法名称 F1 F4 F5 F6 F7 F10 
DMS-CC 
SLPSO 

DMS-PSO 

CSO 

LLEPSO 
LLEGA 

13.2 5.88e+05 1.60e+14 2.30e+06 2.20e+04 2.00e+11 
4.78e-14 3.82e+06 1.90e+14 5.15e+09 9.42e+06 - 
1.66e+01 1.14e+08 4.36e+07 1.68e+09 9.23e+04 4.51e+10 
2.43e-09 3.71e+06 4.61e+14 3.25e+09 9.68e+06 2.13e+11 
0.012 3 9.451 1e-11 0.230 4 15.485 0 8.824 4e-04 2.676 8e+03
0.013 1 2.249 1e-12 0.050 1 0.227 8 0.011 8 2.395 1e+03

表 5  N 为 50 时，算法最优值对比结果 
Tab. 5  N=50, algorithm optimal value comparision results 

算法名称 F1 F2 F5 F6 F7 
CSO 

LLEPSO 
1.43e-19 7.30e+03 6.86e-12 7.80e+03 4.44e-16 
0.0188 19.34 0.2607 13.08 0.0021 
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(a) 函数 F1                           (b) 函数 F2                            (c) 函数 F5 

 

(d) 函数 F6                        (e) 函数 F7 

图 5  LLEPSO 算法效果收敛图 
Fig. 5  LLEPSO algorithm effect convergence diagram 

表 6  维数为 5 000 时，算法最优值对比结果 
Tab. 6  D=5 000, algorithm optimal value comparision results 

算法名称 F1 F2 F5 F6 F7 
CSO 

LLEPSO 
1.43e-19 7.30e+03 6.86e-12 7.80e+03 4.44e-16 
2.86e-22 19.34 2.80e-12 13.08 2.22e-16 

 

4  结论 

本文在标准算法的基础上，针对高维测试函数

的复杂性会使算法寻优能力减弱，运行时间较长这

些问题，利用局部线性嵌入的思想，提出了基于

LLE 降维思想的自然计算方法，并给出了具体的降

维操作步骤。同时，在本算法对种群增加了一个小

偏置 s，来起到增加种群多样性的作用。通过     

12 个测试函数证明，应用该策略的算法与没有应

用该策略的算法相比具有更快的收敛速度和更好

的求解精度，说明该策略是一种可以有效改变维数

的方法来平衡算法的有效性和提升算法效率。但

是，本策略的不足之处在于关于维数 d 和邻居粒子

k 的选择缺乏一个行之有效的方法，可能会使算法

达不到最理想的效果。在后续研究中，可以对维数

d 和邻居粒子 k 的选择进行探讨，当取何值时，可

以使算法达到最好的寻优效果从而更好地增加种

群多样性和全局性，让算法有更好的性能。 
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