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基于 Haar 小波运算矩阵的分数阶系统辨识方法 

李远禄 1,2，李腾 2，刘宝莹 2 
(1. 南京信息工程大学自动化学院，江苏 南京 210044；2. 江苏省大气环境与装备技术协同创新中心，江苏 南京 210044) 

摘要：分数阶微积分因为其阶数可以是任意数，因此能够更加准确的描述动态系统。虽然分数阶系

统受到了越来越多的重视，可是，如何建立分数阶系统目前仍处于积极探究阶段。考虑到分数阶微

分的非局部性，利用小波运算矩阵为工具，给出了一种分数阶系统的辨识方法。其好处在于能够利

用小波的多分辨特性对激励信号和响应信号进行数据压缩，从而降低运算矩阵的维数，可解决因矩

阵维数过大导致内存溢出的问题。 
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Abstract: Studies have shown that the dynamical systems can be more accurately described by the 

fractional-order systems because its order can be any number. That’s why the fractional-order systems are 

being paid more and more attention. However, how to create a fractional-order system is still in the 

exploratory stage. Considering the nonlocal features of the fractional differentiation, a method for the 

fractional-order system identification is proposed by taking the Haar wavelet operational matrix. The 

proposed method can reduce the dimension of the operational matrix by abandoning the high frequency 

coefficients of the input and output signals so that the buffer overflow problem of using the operational 

matrix to identify the systems can be solved. 
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引言1 

分数阶系统是在分数阶微积分理论的基础上

发展过来的。分数阶微积分指微分、积分的阶次可

以是任意数，它扩展了人们所熟知的整数阶微积分
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教授，研究方向为分数阶系统、分数阶信号处理。 

的描述能力。因为分数阶微积分以加权的形式考虑

了函数的整体信息，可以更准确的描述实际系统的

动态响应[1]。 

然而，分数阶微积分的物理意义仍不是十分清

楚，因此，采用机理法建立分数阶模型有难度，结

果实验建模法就成了重要手段[2]。通常，根据系统

的输入、输出响应数据，采用系统辨识的方法来建

立分数阶系统。目前，主要有频域辨识方法[3-8]和

时域方法[9-11]2 大类。 

1
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由于分数阶系统中微分的阶次是分数，不能直

接应用整数阶方法对分数阶系统进行辨识，因此采

用有理函数的近似化、离散化是研究分数阶系统的

主要方法之一。其中，利用正交函数构造的运算矩

阵是分析动态系统的一种重要方法，如 Block 

pulse[6, 12]，Haar 小波[3, 13-15]，Chebyshev[16]以及 hat

运算矩阵[17]等, 这些运算矩阵已成功应用于系统

分析、辨识、控制等方面。 

考虑到分数阶微分的非局部性，本文利用小

波运算矩阵为工具，给出了一种分数阶系统的辨

识方法。其好处在于能够利用小波的多分辨特性

对激励信号和响应信号进行数据压缩，从而降低

运算矩阵的维数，解决了因矩阵维数过大导致内

存溢出的问题。 

1  分数阶积分基础 

分数阶微积分是整数阶微积分的推广，其阶数

可 以 为 任 意 数 。 在 本 文 中 主 要 用 到

Riemann-Liouville 分数阶积分和 Caputo 分数阶微

分的定义。区间[0,t)上的 α阶 Riemann-Liouville 积

分定义为： 

10

1 ( )
( )= d ,  >0   

Γ( ) ( )

tα
α

f τ
I f t τ a

α t τ 
         

(1) 

式中：α为积分阶数； ( )  为 Gamma 函数。区间

[0,t)上的 α阶 Caputo 微分定义为: 

1 ( )

0

1
( ) ( ) ( )d

( )

t n nD f t t f
n

   


  
     (2) 

式中：n 为大于 1 的整数，n–1<α<n。Caputo 微分

定义可直接使用系统的常规初始状态: 

 
1

( )

0

( ) ( ) (0 )
!

kn
k

k

t
J D f t f t f

k
 






 
        

(3) 

式中：n 为整数，n–1<α<n。 

2  Haar 小波的分数阶微积分运算 
   矩阵 

2.1 Haar 小波 

Hilbert 空间 L2[0,1]中的 Haar 小波基{hn(t)}定

义为 

1(2 )j
nh h t k                          (4) 

式 中 ： 0 1
1,     0 t<0.5

( ) 1,0 1, ( )
1,  0.5 t<1

h t t h t  


≤
≤

≤
，

n=2j+k，j≥0，0≤k≤2j， , ,n j k Z 。 

用 Haar 小波展开信号 2( ) [0,1)f t L ，即有 

0

( ) ( )i i
i

f t c h t




                          (5) 

式中：小波系数 ci，i=0,1,2,...,为  
1

0
2 ( ) ( )j

i ic f t h t dt                      (6) 

若 f(t)是分段函数或能够用分段函数近似，那

么式(5)可以用有限项来近似，即 
1

T

0

ˆ( ) ( ) ( ) ( )
N

i i N N
i

f t c h t t f t




   C H        (7) 

式中：N=2j，上标 T 表示转置； ˆ ( )f t 为有限项截

断，其中 CN和 HN(t)分别定义为 

 T0 1 1, ,...,N Nc c c C                     

(8) 

 T0 1 1( ) ( ), ( ),..., ( )N Nt h t h t h tH           (9) 

取配置点为 

(2 1) / 2 , 1,2,...,it i N i N              (10) 

则由 Haar 小波基所构成的 N 阶方阵 N N 为 

 1 2( ), ( ),..., ( )N N N N N NH t H t H t 
      

(11) 

2.2 Haar 小波基的分数阶积分运算矩阵 

根据文献[10]，块脉冲基函数的分数阶积分运

算矩阵 Fα为 

1 2 1

1 2

3

1

0 1
1 1

0 0 1
( 2)

0 0 0

0 0 0 0 1

N

N

NN



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 










 
 
           
 
  




 

F (12) 

式中： 1 1 1( 1) 2 ( 1)k k k k           (k=1,2,..., 

N–1)。 

设小波基函数的分数阶积分仍能由小波基展

开，即 

 ( ) ( )N N N NI t t 
H P H                (13) 

式中：N 阶方阵 N N

P ，即为小波基的 α 阶积分矩 

阵，根据文献[11]，可知 

2
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1
N N N N N N
  
  P F                   (14) 

矩阵 N N

P 称为 Haar 函数的分数阶积分运算 

矩阵。  

3  分数阶线性系统辨识 

考虑一般分数阶系统: 

0
1

( ) ( ) ( )j
n

j
j

a D y t a y t f t




               (15) 

满 足 初 始 状 态 ： ( ) (0)k
ky c ，

10,1, , 1k     ，式中，β1>β2>…βn，Dα 表示 

Caputo 分数阶导数，βj, aj, j=0,1,...,n 是待辨识的  

参数。 

通过变换可以将非零初始状态转化为零初始

状态系统，不失一般性，这里只讨论零初始状态系

统的系统辨识方法。 

设 f(t)和 1 ( )D y t 能够用 Haar 小波展开，即 
T( ) ( )Nf t t F H                       (16) 

式中： T
0 1[ , , , ]Nf f f F 是已知系数。  

设 
1 T( ) ( )ND y t t Y H                    (17) 

式中： T
0 1[ , , , ]Ny y y Y 是已知系数。由分数阶

微 

积分的性质，有 
11 T T( ) ( ) ( )jj j

N N N ND y t t t
    
   I Y H Y P H (18) 

代式(16)~(18)到式(15)，并约掉 HN(t)，得 

1 1T T T
0

1

j
n

j N N N N
j

a a
  
 



  Y P Y P F
        

(19) 

或者 

   1 1
T T

0
1

j
n

j N N N N
j

a a
  
 



  P Y P Y F
     

(20) 

在方程(20)中，向量Y和F已知，若将阶数 

β1>β2>…βn和系数aj, j=0,1,...,n同时辨识，这将导致

一个非线性优化问题。若将阶数β1>β2>…βn先固

定，则可变为如下线性优化问题： 
AX F                             (21) 

式中： 

     11 1 2
T T T

n
N N N N N N

    
  

   
 

A P Y Y P Y P Y ，

X=  T0 1 2    na a a a 。 

为此，本文先固定一组β1>β2>…βn，通常为整

数阶系统的阶数，然后，利用最小二乘方法得到aj, 

j=0,1,...,n，再在整数阶的基础上，变动为分数阶，

通常可设定范围为βj的 0.5 ，然后用一个给定的阶 

数步长变动阶数，重新辨识，最后根据
2

AX F

最小来得到相应的阶数和系数j=0,1,...,n。 

4  方法应用 

首先，用一个已知的分数阶系统来验证本文的

方法，然后对一个实际的系统进行辨识。 

例 1 考虑分数阶系统： 

2 1.1

1
( )

0.005 0.002 4 1.625
G s

s s


        
(22) 

用图 1(a)中信号作激励，相应的响应为图 1(b)。 

 

(a) 随机激励信号 

 

(b) 系统响应 

 

(c) 辨识所得系统的响应与实际系统的响应 

图 1  激励信号、响应信号及辨识所得系统的响应 
Fig. 1  Excitation, response, and response of identified 

system 

选取待辨识的分数阶系统模型 Gfr(s)为： 

3
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0 1 2

1
( )frG s

a s a s a 
                 

(23) 

规定 α>β，设定 β的范围为[0.5,1.5]，α的范围

为[1.5, 2.5]，阶数步进长度为 0.01，经辨识得 

2.0 1.1

1
( )

0.005 0 0.002 4 1.625 0
G s

s s


 
    (24) 

从辨识结果图 1（c）可以看到，采用本文方

法辨识出来的结果和原系统一致。 

例 2 图 2 为一弹性扭转系统[17]，第 1 块和第

2 块之间通过具有一定柔性的弹簧连接(弹簧的柔

性和弹性要足以带动轴和质量体的运动)。第 1 块

质量体的左端直接与直流电机(经过减速箱)连接，

电机转动则可以驱动第 2 块质量体转动，在开环下

给定输入信号为 75%PWM 信号，通过计算得输入

信号数值为 24 575，通过采集第 2 个质量块的角速

度信号，单位为线/s，构成输入、输出信号如图 3

所示。采样频率为 1 000 Hz，采样时间 5 s。若直

接用运算辨识，矩阵的维数达到 213，当用 Matlab

进行辨识时，对于普通个人计算机会导致缓存溢

出而报错。倘若对激励和响应信号进行 3 层小波

分解取其低频系数作为式(20)中的 Y 和 F，则小波

运算矩阵降为 210，从而可以辨识了。 

 

图 2  多质量弹性扭转系统 
Fig. 2  Multi-mass elastic torsion system 

 

(a) 输入信号 

 

(b) 输出信号 

图 3  系统的输入和输出信号 
Fig. 3  System input and output signals 

选取待辨识的分数阶系统模型 Gfr(s)为： 

0 1 2

1
( )frG s

a s a s a 
              

(25) 

规定 α>β，，设定 β的范围为[0.5,1.5]，α的范

围为[1.5,2.5]，阶数步进长度为 0.01，经辨识得 

2.1 0.92

1

0.018 9 0.124 3 8.8791
frG

s s


     
(26) 

实际系统的输出与辨识所得分数阶系统的输

出如图 4(b)所示。 

若设定 α=2，β=1，则待辨识的系统为一整数

阶系统，经辨识得 

2

1

0.025 0 0.1217 8.873 9
zG

s s


          
(27) 

从图 4 可看出，分数阶系统辨识结果要优于整

数阶系统辨识结果。 

 

(a) 整数阶系统 

4
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(b) 分数阶系统 

图 4  实际系统的输出与辨识所得系统的输出 
Fig. 4  Output of actual system and identified system 

5  结论 

利用 Haar 小波作为工具，给出了一种基于

Haar 小波运算矩阵的分数阶系统辨识方法。通过

先固定微分阶数，将分数阶系统辨识问题转化为

常规系统问题，这样可以直接利用最小二乘方法

得到系统系数，然后在一定范围内变动微分阶数

寻找最优参数，从而避免了分数阶系统辨识中阶

数和系数同时优化的非线性问题；此外，利用小

波分析的多分辨特性，通过对激励和响应信号的

压缩可以降低运算矩阵的维数，可克服因运算矩

阵维数过大导致的内存溢出问题。 
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