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多精英采样与个体差分学习的分布估计算法 
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摘要：提出了基于多精英采样和差分搜索的分布估计算法 EDA-M/D (Estimation distribution algorithm 

based on multiple elites sampling and individuals differential search)。EDA-M/D 利用多精英个体独立采

样生成子代来提升算法全局搜索能力，利用精英群体分布的 σ2 约束采样半径，实现种群从全局搜

索逐步过度到局部搜索。当精英群体停滞时，劣势个体借助精英群体的和种群历史最优解进行差

分搜索，帮助种群跳出局部最优解。通过多精英采样与差分搜索的自适应协同实现种群宏观信息与

个体微观信息的有机融合。实验结果表明 EDA-M/D在稳定性和搜索能力方面均表现出明显的优势。 
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An Estimation of Distribution Algorithm Based on Multiple Elites Sampling and  
Individuals Differential Search 
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(1. Min Nan Normal University, School of Physics and Information Engineering, Zhangzhou 363000, China;  
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Abstract: An estimation distribution algorithm based on the multiple elites sampling and the individuals 

differential search (EDA-M/D) is proposed. In EDA-M/D, the elites carry out the sampling to generate the 

offspring independently and enhance the exploration. Meanwhile, the variance of the population 

distribution 2 is selected to control the sampling radius. Thus, the target of the population can be gradually 

transited from exploration to exploitation. If the elite population stagnates, the nonentities will choose the 

mean value of the elites distribution  and the population historical best solution as the two exemplars to 

execute a differential search operator, and then help the population jump out of a potential local optimum. 

Based on the adaptive strategy, two generation methods for the offspring, i.e., basing on the multiple elites 

sampling and the differential search, can be hybridized. Hence, the macro information of population and the 

micro information of individuals can be organically integrated. Experimental results show that EDA-M/D 

outperforms the other peer algorithms in the algorithm stability and the global optimal search capability. 

Keywords: estimation of distribution algorithm; multiple elites sampling; differential search; gene rectification 
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分 布 估 计 算 法 (Estimation of distribution 
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Algorithm， EDA)是进化计算领域兴起的一种新型

的启发式优化算法[1-2]。由于 EDA 基本上都采用与

模型相匹配的统计学习方法来学习概率模型，这也

使得 EDA 具有较好的收敛性。但当用来构建分布

概率模型的父代种群分布在局部最优解附近时，基

于该模型生成的后代种群容易“早熟”收敛。为了克

服 EA (evolutionary algorithms，EAs)中普遍存在的

1
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问题，许多学者对 EDA 算法提出了诸多的改良策

略，其核心思想是在更好利用种群全局信息的同

时，赋予个体更丰富的搜索行为，合理地平衡种群

多样性和收敛速度，从而提升 EDA 在不同问题上

的综合性能[3-6]。 

为了平衡种群多样性和收敛性之间的矛盾，满

足算法不同时期对搜索行为的需求，本文提出了一

种基于多精英采样和差分搜索的分布估计算法(An 

estimation of distribution algorithm based on 

multiple elites sampling and individuals differential 

search，EDA-M/D)。在 EDA-M/D 中，多个精英个

体在其邻域内通过采样来生成子代个体，利用宏观

信息指导种群进化；同时，为了合理利用劣势个体，

在每代中利用精英个体的信息对劣势个体进行基

因修复，尽可能保留其良好的基因片段，在微观层

面进行搜索。另一方面，当种群搜索出现停滞时，

EDA-M/D 则利用精英群体信息及最优个体指导劣

势个体进行差分学习，在保持种群多样性的同时，

增强算法跳出局部最优的能力。EDA-M/D 通过自

适应地采用两种模式生成子代种群，有机融合种群

宏观信息和个体的微观信息，实现种群在宏观层面

和微观层面进行协同搜索。 

1  EDA 

EDA 在每代的搜索过程中主要包括以下几个

步骤：(1) 从当代种群中选择部分(或全部)个体；

(2) 通过所选择的群体构建其分布概率模型；(3) 

借助概率模型采样生成新种群。 

PBIL 算 法 (Population based incremental 

learning)[7]是由 Baluja 提出用以求解二进制优化问

题，该算法模型简单，计算效率高，被公认为是最

早的 EDA 模型。此后，Sebag 又将 PBIL 进行了扩

展，提出了适用于连续函数优化的 PBILc 

(Population-based incremental learning to continuous 

search spaces)[8]算法，进一步丰富了其应用领域。

由于本文提出的EDA-M/D中概率模型的初始化方

式和 PBILc 算法相同，其更新方式也类似，下面

将以 PBILc 为例，对 EDA 的核心思想进行简单的

介绍。 

1.1 PBILc 

PBILc 算法可视为一种基于高斯模型(Gaussian 

model)的实数编码 EDA。在 PBILc 中，对选中的 N

个个体 Xi=[xi,1, xi,2, ... xi,D](D 为问题变量维数)，构

建一个基于高斯分布 2( , )j jN   (1≤j≤D) 的概率

模型，然后根据该概率模型，在整个解空间采样产

生 N 个样本构成子代种群。可以看出，PBILc 在每

代中利用 μj 约束子代种群的中心，利用 σj 控制其

多样性。在理想情况下，随着种群的进化，μj 将逐

渐逼近全局最优解的位置，而 σj 将越来越小，从而

使种群聚集在全局最优解的附近。PBILc 主要流程

如下： 

step 1：t=1；随机产生规模为 N 的初始种群并

计算所有个体的适应值。 

step 2：依适应值选择 K (K≤N)个精英个体根

据式(1)初始化概率模型。 

,1

2

,1
( )

K t
i jt i

j

K t t
i j jt i

j

x

K

x

K











 


  




               

 (1) 

式中： , (1 )t
i jx i K≤ ≤ 为第 t 代时第 i 个精英个体 

第 j 维的值；D 为目标问题维度； t
i 和 t

i 分别为

当前精英种群在第 t 代时第 j 维的均值与标准差。 

step 3：通过式(2)进行正态采样，得到 N 个子

代个体 1 1 1 1
,,1 ,2 (1 )[ ]t t t t

i i Di ix x x i N     ≤ ≤, , ,X ，其中 

1
,

t t t
i j j jx rand                         (2) 

这里，rand 为符合标准高斯分布的随机数。 

step 4：评价新种群；分别采用式(3)，(4)所示

的线性学习方式更新高斯分布 N(, σ2)的均值与标

准差。 
1 1 1 1

1, 2, ,(1 ) ( )t t t t t
j j b j b j w jrate rate x x x           (3) 

1 1
,1 1

( )
(1 ) k

K t t
i j jt t i

j j

x x
rate rate

K
 

 
 


      (4) 
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式中：rate 为学习因子，一般取值为[0, 1]之间的实

数。当 rate 越大时，高斯模型越倾向于采用当代

种群信息更新，反之则更少地利用当代信息而保留 

更多的历史信息。 1
1,

t
b jx  , 1

2,
t
b jx  和 1

,
t
w jx  分别表示种群 

中最优个体、次优个体和最差个体在第 t+1 代时第 

j 维的值； 1
,

t
i jx  (1≤i≤K)为第 t+1 代时第 i 个个体第

j 维的值； 1t
jx  为第 t+1 代时 K 个精英个体在第 j

维的均值，即 1 1
,1

Kt t
i i ji

x x K 


  。 

step 5：t=t+1；若不满足停机条件，则跳转到

step 3；否则，输出结果。 

1.2 EDA 研究现状 

在 EDA 研究初期，一些学者将问题视为变量

相互独立，研究了单变量模型(也称变量独立模型)

的 EDA，PBIL 和 PBILc 就属于此类。Mühlenbein

提出了另一种单变量模型的 EDA ： UMDA 

(Univariate marginal distribution algorithm)[9-10]。随

后，Larranaga 提出了应用于连续函数优化的

UMDAc[11]。Harik 等提出了 cGA (compact genetic 

algorithm)[12]考虑到很多复杂工程问题中存在变量

耦合的现象，一些学者在 EDA 中引入了不同的多

变量相关的概率模型用以刻画实际应用中存在的

变量耦合关系。如 Bonet 用一种链式关系表征 2 个

变量间的关系，提出了 MIMIC 算法  (Mutual 

information maximization for input clustering)[13]，

Baluja 提出了 COMIT (Combining optimizers with 

mutual information trees)[14]算法。此后，更为复杂

的多变量 EDA 相继涌现。如采用基于概率图模型

的 EDA[15]来解决多变量耦合的优化问题。但该算

法需要事先确定用以表示变量耦合关系的图模型，

这也使得对于很多“黑箱”优化问题不能直接采用

该算法进行求解。 

由于 EDA 和 EAs 分别利用种群的宏观信息和

个体的微观信息指导优化过程，各有其优缺点，因

此，如何有机融合这两类智能算法，充分发挥各自

的优势，成为了近年的研究热点，也涌现出了一些

非常优秀的成果。第一种融合策略是将其它 EAs

或搜索策略作为 EDA 的辅助操作算子，提升 EDA

在复杂多峰问题中的性能。Qiu[16]利用利用不同的

遗传算子在父代种群周围进行局部搜索，开辟新的

搜索区域。刘小龙将则融合了细菌的趋化性运动和

分布估计算法的思想，提出了 EDA-BFO[17]。另一

种融合策略是在种群进化过程中，通过一定的策略

来选择 EDA 或 EAs 来生成子代种群。如 El-Abd

将粒子群算法(Particle Swarm Optimization，PSO)

与 EDA 相结合，提出了 EDA-PSO[18]。Shao[19]则

依照概率来选择使用DE或EDA来生成子代个体。

2004 年，Jose Pena 将遗传算法(Genetic Algorithm，

GA)与 EDA 进行了融合，提出了 GA-EDA[20]。 

以往的研究表明，尽管多变量模型的 EDA 能

更准确地刻画变量间的耦合关系，但在没有先验知

识的前提下要通过种群进化过程中学习出精确的

多变量相关的概率分布模型是极其耗时的，从而也

降低了其实用性。因此，在单变量模型 EDA 的基

础上，有机融合其它并行搜索策略、合理利用不同

个体的隐含信息来引导种群进行搜索可以有效缓

解搜索效率与求解精度之间的矛盾。本文的研究正

是基于这一出发点。 

2  EDA-M/D 

EDA 中子代种群的生成是对父代群体整体信

息的利用，因而更加强调种群宏观的进化方向，具

有良好全局搜索能力。同时，如果以精英种群构建

的概率模型的均值处于全局最优解附近时，种群也

将具有较快的收敛速度。然而，对于复杂的多峰优

化问题，基于该概率模型的采样方式容易使得所生

成的子代种群过早丧失多样性，进而出现“早熟”

现象。若目标函数解空间的适应度值等高线图如图

1 所示，当精英种群(见点 )分布模型的样本中心 
t
j (见点☆)位于局部最优解附近，则依此点采样生 

成的新个体难以跳出其所在局部最优解，种群也容

易陷入局部最优。此时，若能以每个精英个体为中

心点进行采样，则其生成的子代个体能以更大的概

率搜索到全局最优解(见点 )。 

3
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图 1  多精英个体采样与传统 EDA 采样结果对比 
Fig. 1  Comparison result between multiple elites sampling 

method and traditional EDA sampling method 

为了合理利用种群的全局信息与精英个体的

优势信息，本文提出了 EDA-M/D。该算法一方面

利用部分精英个体的统计信息构建其分布概率模

型，基于该模型，多个精英个体在其邻域内并行采

样来生成子代个体，从而在宏观层面指导种群进

化；同时，为了合理利用劣势个体，在每代中利用

精英个体的信息对劣势个体进行基因修复，尽可能

保留其良好的基因片段，在微观层面进行搜索。另

一方面，当种群搜索出现停滞时，EDA-M/D 则利

用精英群体信息及最优个体指导劣势个体进行差

分学习，增强算法跳出局部最优的能力。EDA-M/D

通过自适应地采用两种学习模式生成子代种群，实

现两种模型有机融合，进而指导种群在宏观层面和

微观层面进行协同搜索。 

2.1 多精英采样 

在第 t 代时，EDA-M/D 首先对种群按适应值 

排序：
1 2

( ) ( ) ( )
N

t t t
i i if X f X f X≤ ≤ ≤ ，N 为种群

规模。选择其中的 K  ( K < N ) 个精英个体

,1 ,2 ,[ , , , ], ( 1,2, , )
k k k k

t t t t
i i i i Dx x x k K  X 按式 (5 )构 

建当前精英群体分布概率模型。不失一般性，本文

以最小化问题作为研究对象，将个体对应的函数值

作为其适应值，即函数值越大，适应值越差。 

,1

2

,1
( )

K

K

K t
i jt i

j

K t t
i j jt i

j

x

K

x

K











 


 
 




                  

 (5) 

为了合理利用历史精英群体的搜索经验，上述

概率模型需要向历史概率分布进行学习，以防止当

前精英群体过快收敛所造成的“早熟”现象。分布概

率模型的学习过程如式(6)，(7)所示。其中，rate

为学习因子，取值在 0 到 1 之间。 
1
,1 1(1 ) k

K t
i jt t k

j j

x
rate rate

K
 


      

      
 (6) 

1 1 2
,1 1
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(1 ) k

K t t
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  (7) 

构建了当代精英群体的分布概率模型后，选择

当前种群中的 E (E<N)个精英个体 ( 1,2, , )
k

t
i i EX ，

以自身位置作为采样中心，以 1t
j  为标准差进行高

斯采样，生成新个体 ,1 ,2=[ ,
k k ki i itmpx tmpxTmp , ,X  

, ]
ki Dtmpx 。具体如式(8)所示。需要注意的是，这里

E 的取值并非一定要等于 K。 

,

,

,

( , ), if ( )

,else

k

k

k

t t
i j j

i j t
i j

Guass x rand Lp
tmpx

x

 


≤

 

 (8) 

式中：Lp 用来控制精英个体
k

t
iX 第 j 个基因位执行

采样操作的概率； 1t
j  用来控制采样的范围。生成

个体
ki

TmpX 后，EDA-M/D 采用贪心策略进行保

留，即子代个体
ki

TmpX 的适应值 )
ki

f Tmp( X 比其

父代个体
k

t
iX 的适应值更优时，保留该子代个体，

抛弃相应父代个体。具体策略如式(9)所示： 

1
, if ( ( ) ( ))

,else
k k k

k

k

t t
i i it

i
i

f f




Tmp

Tmp

≥X X X
X

X
      

(9) 

2.2 劣势个体基因片段修复 

尽管其它的 N–E 个劣势个体适应值较差，但

若简单地将其抛弃有可能使其蕴含的有益信息丢

失，造成计算资源的浪费。因此，EDA-M/D 借助

劣势个体与精英个体的杂交实现劣势个体基因片

段的修复，从而达到保留其有益信息的目的。 

劣势个体 ,,1 ,2[ , , , ]
k kk k
t t t t
i i Di ix x x X ， k=(E+1, 

E+2, …, N)在执行基因修复时，首先会从本代精英

群体中任选一精英个体 (1 )
m

t
i m E≤ ≤X 为样本点

通过高斯采样获得基因，按照概率 Lp 优化劣势个

体 的 基 因 片 段 ， 得 到 候 选 个 体 =kiTmpX  

,1 ,2 ,[ ]
k k ki i i Dtmpx tmpx tmpx, , , 。具体如式(10)所示： 

m ,

,

,

( , ), if ( )

,elsek

k

t t
i j j

i j t
i j

Guass x rand Lp
tmpx

x
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式中：Lp 用以控制劣势个体第 j 个基因位执行修复

操作的概率。类似的，对新生成的子个体也采用式(9)

的贪心策略保留个体。 

EDA-M/D 在上述 2 个策略中均采用式(9)所示

的贪心保留策略可用图 2 来表示。可以看出，通过

当代精英个体并行独立采样得到新的子个体后，若

采用 EDA 常用的保留策略，则距离全局最优解最

近的精英个体(即图中左下角的精英个体)采样得

到的子代个体会因为劣于另外 2 个精英个体及相

应采样得到的子个体而被抛弃掉，这也使得子代种

群远离了全局最优解而陷入了局部最优。反之，若

采用式(9)所示的保留策略，距离全局最优解附近

的精英个体采样得到的子代个体尽管适应值并非

属于精英群体，但依然会被保留下来，从而保证了

种群的全局搜索能力。 

 

图 2  贪心保留策略示意图 
Fig. 2  Process of greedy reservation strategy 

2.3 劣势个体差分学习 

通过上述MES和NGR策略生成第 t+1代的个

体后，若新种群中的 E 个精英的适应值与 t–1 代中

的 E 个精英的适应值完全相同，则说明基于上述

子代生成策略无法挖掘有益信息指导种群的搜索，

本文将这种情况视为精英群体出现停滞。当精英群

体连续停滞代数 stay 达到设定阈值 staymax 时，

N–E 个劣势个体 ( 1, 2, , )
k

t
i k E E N   X 向式(5)

所示的精英分布概率模型的 1t
j  和当前种群最优

个体 1 1 1 1
best best,1 best,2 best,[ , , , ]t t t t

Dx x x    X 进行差分学习

来产生新的个体
ki

TmpX 学习方式如式(11)所示。 

该学习方式的意义在于：当劣势个体已经无法

从 NGR 策略中获得更多有益信息时，则以精英种

群中心和最优个体作为学习目标，利用隐含信息来

引导种群进行搜索。通过差分学习方式探索其路径

上可能存在的最优解。同时，在进化后期 NDL 更

利于种群的开采工作。 

2.4 EDA-M/D 流程 

综上所述，EDA-M/D 流程可描述如下： 

step 1：初始化：t=1，fes=0，stay=0，随机初

始化种群 1 2, ,[ , ]t t t
NPop X X X ，N 为种群规模；

设置 rate，staymax，Li，Lp 及 max_FEs； 

step 2：评价第 t 代种群，依适应值排序，满 

足
1 2

( ) ( ) ( )
N

t t t
i i if f f≤ ≤ ≤X X X ；fes=fes+N； 

step 3：记录种群最优个体
1best

t t
iX X ； 

step 4：选择最优的 K 个个体 (1 )
k

t
i k K≤ ≤X   

按照式(5)初始化概率模型； 

step 5：(MES 策略)：对第 t 代中的 E 个精英个

体 (1 )
k

t
i k K≤ ≤X 利用式(8)~(9)生成 E 个子个体

k

t
iX ； 

step 6：(NGR 策略)：对第 t 代中的 N–E 个劣

势个体 ( )
k

t
i E k N ≤X 利用式(9)~(10)生成 N–E 个

子个体 +1
k

t
iX ； 

step 7：t=t+1；评价第 t 代种群，依适应值排 

序，满足
1 2

( ) ( ) ( )
N

t t t
i i if f f≤ ≤ ≤X X X ；fes=fes+N； 

s t e p  8：若 1( ) ( ), (1 )
k k

t t
i if f k E ≤ ≤X X ， 

stay=stay+1；否则 stay=0； 

step 9：(NDL 策略)：若 stay<staymax，转至 

step 11；否则，对 N–E 个劣势个体 ( )
k

t
i E k N ≤X

利用式(9)，式(11)生成 N–E 个个体
k

t
iX ；评价新生

成的 N–E 个个体，fes=fes+N–E；stay=0； 
1 1 1

1, ,

1 1
, 2 best, ,

1
,

=

,else

( )

( ) if

k k

k k

k

t t t
ji j i j

t t
i j j i j

t
i j

x rand x

tmpx rand x x rand Li

x

  

 









 





 ， ( ≤ ) (11) 

step 10：对种群依适应值排序，满足
1

( )t
if ≤X  

2
( ) ( )

N

t t
i if f≤ ≤X X ； 

step 11：按照式(6)~(7)更新高斯概率模型； 

step 12：若未满足停机条件，转至 step 5；否

则，结束并输出结果。 
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学习完成后，采用式(9)所示的贪心策略保留

更优的子代个体实验。 

3  仿真实验 

3.1 实验设置 

为了验证 EDA-M/D 的综合性能，本文选择了

6 种已有算法在 CEC2017 测试集[21]上进行了对比

实验，包括 PBILc[8]，UMDAc[11]，EDA-BFO[17]，

GA-EDA[20]，EDA-PSO[18]，AIL-DE/EDA[19]。其中，

PBILc和UMDAc是单变量模型中求解连续域优化

问题最有代表性的 EDA 算法，可以为 EDA-M/D

性能表现提供参考基准。EDA-BFO 结合细菌觅食

算法并采用 EDA 提升种群多样性。GA-EDA 按比

率融合了 GA 和 EDA，从两种方法中获得有益的

指导信息。EDA-PSO 则通过自适应的选择比率协

调 PSO 和 EDA 的搜索行为。这 3 种混合 EDA，       

能全面反映出混合不同 EAs 的 EDA 在该测试集上

的表现；AIL-DE/EDA 则在融合差分进化算法

(Differential Evolution，DE)的同时，还加入了自适

应增量学习策略协调算法全局收敛性和局部寻优

能力，是目前 EAs 研究领域的一种发展趋势。实

验选取的 6 种算法一定程度上反映了当前 EDAs

的研究方向及成果，能为 EDA-M/D 综合性能提供

全面客观的参照。 

通过实验，EDA-M/D 中的参数取 rate=0.6，

Li=0.4，Lp=0.4，staymax=5，N=30，K=N/3，E=N/6。

对比算法涉及的重要参数设置均参照原文推荐值。

每个测试函数的维数 D=30，最大评价次数

max_FEs=10 000×D。实验中，每个算法对 30 个

测试函数独立运行 50 次，评价指标包括 50 次求解

结果的均值(Mean)及中位数(Median)，最优结果均

用阴影背景来标记。对测试集中 4 类不同函数的实

验结果分别如表 1~4 所示。 

表 1  对比算法在 CEC2017 测试集单峰函数(f1~f3)上的实验结果 
Tab. 1  Comparison results of 7 peer algorithms on unimodal functions (f1~f3) in CEC2017 test suite 

函数 性能 EDA-M/D UMDAc PBILc BOFEDA GAEDA PSOEDA AIL-DE/ED

f1 
Mean 3.46E+03 5.09E+10 6.73E+03 4.35E+10 2.38E+07 1.07E+10 3.47E+09 

Median 2.02E+03 5.15E+10 4.46E+03 4.33E+10 2.06E+07 9.94E+09 3.46E+09 

f2 
Mean 4.22E+08 2.53E+39 7.00E+16 1.67E+48 1.44E+19 1.33E+38 2.13E+38 

Median 3.05E+03 4.18E+38 4.19E+09 1.44E+46 1.19E+16 5.65E+32 6.12E+36 

f3 
Mean 1.64E+01 1.10E+05 1.97E+04 2.01E+05 2.04E+04 9.03E+04 2.74E+05 

Median 2.91E-05 1.13E+05 1.39E+04 2.02E+05 1.97E+04 8.79E+04 2.68E+05 

表 2  对比算法在 CEC2017 测试集多峰函数(f4~f10)上的实验结果 
Tab. 2  Comparison results of 7 peer algorithms on multiimodal functions (f4~f10) in CEC2017 test suite 

函数 性能 EDA-M/D UMDAc PBILc BOFEDA GAEDA PSOEDA AIL-DE/ED

f4 
Mean 3.20E+01 9.68E+03 8.81E+01 1.22E+04 1.45E+02 1.34E+03 4.54E+02 

Median 3.41E+01 9.69E+03 8.79E+01 1.19E+04 1.43E+02 1.09E+03 4.60E+02 

f5 
Mean 2.31E+01 4.30E+02 3.71E+01 4.69E+02 3.74E+01 2.78E+02 2.21E+02 

Median 2.39E+01 4.32E+02 2.62E+01 4.62E+02 3.71E+01 2.74E+02 2.24E+02 

f6 
Mean 4.11E-05 8.47E+01 5.31E-03 1.00E+02 2.88E-01 6.45E+01 1.04E+01 

Median 1.37E-07 8.52E+01 1.41E-06 9.96E+01 2.29E-01 6.55E+01 1.04E+01 

f7 
Mean 5.16E+01 1.49E+03 1.88E+02 1.10E+03 8.35E+01 7.24E+02 2.78E+02 

Median 4.84E+01 1.50E+03 1.91E+02 1.11E+03 8.07E+01 7.16E+02 2.80E+02 

f8 
Mean 2.64E+01 3.86E+02 3.01E+01 4.46E+02 3.55E+01 2.42E+02 2.21E+02 

Median 2.34E+01 3.89E+02 2.46E+01 4.44E+02 3.58E+01 2.37E+02 2.22E+02 

f9 
Mean 1.62E+00 1.40E+04 2.50E-14 1.73E+04 1.04E+02 6.97E+03 1.15E+03 

Median 8.95E-02 1.42E+04 0.00E+00 1.71E+04 8.55E+01 6.55E+03 1.15E+03 

f10 
Mean 3.65E+03 7.26E+03 9.33E+02 8.25E+03 2.16E+03 7.71E+03 7.52E+03 

Median 4.21E+03 7.31E+03 8.78E+02 8.28E+03 2.17E+03 7.87E+03 7.62E+03 
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表 3  对比算法在 CEC2017 测试集混合函数(f1~f20)上的实验结果 
Tab. 3  Comparison results of 7 peer algorithms on hybird functions (f11~f20) in CEC2017 test suite 

函数 性能 EDA-M/D UMDAc PBILc BOFEDA GAEDA PSOEDA AIL-DE/ED

f11 
Mean 4.65E+01 6.14E+03 8.58E+01 2.01E+04 3.59E+02 8.50E+02 9.62E+02 

Median 3.78E+01 6.37E+03 7.64E+01 1.99E+04 2.52E+02 6.59E+02 9.02E+02 

f12 
Mean 4.69E+04 5.96E+09 6.89E+05 6.56E+09 3.83E+06 6.09E+08 5.95E+08 

Median 2.35E+04 6.00E+09 3.90E+05 6.10E+09 3.19E+06 3.30E+08 5.72E+08 

f13 
Mean 1.47E+04 2.41E+09 2.13E+04 5.81E+09 4.43E+04 2.24E+08 1.18E+08 

Median 1.03E+04 2.51E+09 1.99E+04 5.40E+09 3.56E+04 4.75E+06 1.14E+08 

f14 
Mean 1.59E+04 4.95E+05 6.26E+04 6.46E+06 7.09E+05 3.87E+05 1.69E+05 

Median 1.03E+04 5.27E+05 4.90E+04 5.21E+06 6.48E+05 8.46E+04 1.48E+05 

f15 
Mean 5.86E+03 1.79E+08 8.19E+03 7.10E+08 2.92E+03 1.07E+07 1.65E+06 

Median 3.18E+03 1.85E+08 3.96E+03 5.43E+08 2.35E+03 7.78E+04 1.61E+06 

f16 
Mean 3.91E+02 2.93E+03 1.50E+02 3.70E+03 6.65E+02 1.77E+03 1.99E+03 

Median 3.93E+02 2.96E+03 1.02E+02 3.60E+03 6.69E+02 1.75E+03 2.02E+03 

f17 
Mean 1.11E+02 1.38E+03 7.38E+01 2.20E+03 2.51E+02 9.13E+02 8.21E+02 

Median 1.05E+02 1.41E+03 6.26E+01 2.00E+03 2.56E+02 8.97E+02 8.40E+02 

f18 
Mean 2.38E+05 8.60E+06 6.29E+05 1.03E+08 8.19E+05 2.56E+06 6.05E+06 

Median 1.39E+05 7.93E+06 3.80E+05 9.37E+07 6.50E+05 6.17E+05 5.50E+06 

f19 
Mean 4.70E+03 3.07E+08 9.94E+03 7.65E+08 4.50E+03 1.72E+07 1.42E+06 

Median 2.48E+03 3.00E+08 4.36E+03 6.93E+08 2.47E+03 4.01E+05 1.40E+06 

f20 
Mean 1.59E+02 7.98E+02 7.32E+01 1.31E+03 3.16E+02 7.83E+02 6.36E+02 

Median 1.72E+02 8.07E+02 4.05E+01 1.34E+03 2.77E+02 8.07E+02 6.25E+02 

表 4  对比算法在 CEC2017 测试集复合函数(f21~f30)上的实验结果 
Tab. 4  Comparison results of 7 peer algorithms on composite functions (f11~f20) in CEC2017 test suite 

函数 性能 EDA-M/D UMDAc PBILc BOFEDA GAEDA PSOEDA AIL-DE/ED

f21 
Mean 2.25E+02 5.83E+02 2.24E+02 6.60E+02 2.34E+02 4.56E+02 4.27E+02 

Median 2.25E+02 5.83E+02 2.23E+02 6.61E+02 2.34E+02 4.48E+02 4.27E+02 

f22 
Mean 6.49E+02 5.65E+03 4.22E+02 8.17E+03 1.11E+03 5.43E+03 7.49E+03 

Median 1.00E+02 5.73E+03 1.00E+02 8.21E+03 1.35E+02 7.35E+03 7.82E+03 

f23 
Mean 3.77E+02 9.37E+02 3.73E+02 1.31E+03 4.03E+02 7.29E+02 5.90E+02 

Median 3.77E+02 9.41E+02 3.73E+02 1.31E+03 4.04E+02 7.22E+02 5.91E+02 

f24 
Mean 4.58E+02 1.05E+03 4.48E+02 1.54E+03 4.84E+02 7.27E+02 6.77E+02 

Median 4.52E+02 1.06E+03 4.46E+02 1.54E+03 4.84E+02 7.09E+02 6.77E+02 

f25 
Mean 3.87E+02 4.11E+03 3.87E+02 3.98E+03 4.27E+02 8.45E+02 4.96E+02 

Median 3.87E+02 4.17E+03 3.87E+02 3.88E+03 4.25E+02 8.22E+02 4.99E+02 

f26 
Mean 1.33E+03 7.20E+03 1.25E+03 8.59E+03 1.70E+03 4.74E+03 3.15E+03 

Median 1.33E+03 7.21E+03 1.27E+03 8.50E+03 1.70E+03 4.80E+03 3.13E+03 

f27 
Mean 5.13E+02 1.09E+03 5.08E+02 5.00E+02 4.84E+02 5.00E+02 5.00E+02 

Median 5.14E+02 1.09E+03 5.07E+02 5.00E+02 4.85E+02 5.00E+02 5.00E+02 

f28 
Mean 3.45E+02 3.63E+03 4.33E+02 5.00E+02 5.29E+02 6.37E+02 5.00E+02 

Median 3.00E+02 3.70E+03 4.21E+02 5.00E+02 5.29E+02 5.00E+02 5.00E+02 

f29 
Mean 5.15E+02 2.63E+03 4.86E+02 3.58E+03 6.01E+02 1.94E+03 1.59E+03 

Median 4.96E+02 2.70E+03 4.55E+02 3.53E+03 5.83E+02 1.88E+03 1.56E+03 

f30 
Mean 3.82E+03 2.87E+08 9.06E+03 7.28E+08 2.80E+03 1.11E+07 1.30E+07 

Median 3.39E+03 2.73E+08 9.18E+03 6.54E+08 1.90E+03 2.85E+06 1.38E+07 
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3.2 求解精度及分析 

(1) Unimodal Functions (f1~f3)：从实验结果可

以看出 EDA-M/D 在 3 个单峰函数上均取得了最好

的结果，此外，PBILc 也取得了较好的结果。由于

单峰函数中不存在局部最优解，种群中的精英个体

较之其它个体而言，距离全局最优解更近。因此，

EDA-M/D 依赖精英群体所生成的概率模型使种群

具有较快的收敛速度。此外，多精英个体独立并行

采样使得当前种群最优个体更容易得到更新。正是

EDA-M/D 在此类函数中表现出最优性能的原因。 

(2) Simple Multimodal Functions (f4~f10) ：

EDA-M/D 对 5 个多峰函数(f4~f8)求解结果的 Mean

及 Median 等指标均取得了最优结果，表现出最稳

定的优化性能，EDA-M/D 在此类函数上具有最优

的综合性能。在另外 2 个多峰函数(f9，f10)上，PBILc

则在上述 2 个指标上得到了最优结果。需要指出的

是，尽管 EDA-M/D 在 f9上取得的 Mean 值要明显

劣于 PBILc，但它们均能在多次运行中搜索到全局

最优解。这也说明，EDA-M/D 设定的自适应子代

生成策略能有效利用种群全局信息和个体信息，增

加了种群多样性，从而提高了算法跳出局部最优的

能力，增强算法在多峰函数上的优化性能。 

(3) Hybrid Functions (f11~f20)：从实验结果可以

看出，EDA-M/D 在 f11，f12，f13，f14 和 f18 等 5 个混

杂函数的 2 个性能指标上均得到最好的结果，

PBILc 则在 f16和 f17上取得了最优的综合性能。此

外，EDA-M/D 还在其他 3 个混合函数(f15，f19 和 f20)

上取得了次优的 Mean 值，一定程度上说明了

EDA-M/D 所采用的 NDL 策略在帮助种群跳出局

部最优上具有一定效果。综合而言，EDA-M/D 在

面对此类混杂函数时的性能较为稳定，但在个体优

化方面还有提升空间。 

(4) Composition Functions (f21~f30)：在 10 个复

合函数上，PBILc 和 EDA-M/D 取得了相对更优的

结果，同时，GA-EDA 也表现出良好的性能。这也

说明，变异操作在一定程度上有助于 EDA 保持种

群多样性，从而提升其在复杂函数优化中的性能。

需要指出的是，复合函数是性质复杂、较难优化

的一类问题，从实验结果可以看出，没有任何对

比算法在此类函数上能搜索到全局最优解。而且

从求解结果的绝对值上来看，算法间的性能差异也

不明显。 

这也说明我们需要从种群历史经验中获取有

益的信息，构建符合当前适应值景观的概率模型来

指导种群的后续搜索，以提升算法在复杂多峰函数

中的综合性能。 

3.3 t-检验结果 

为了判断不同算法在求解性能上是否存在显

著性差异，本文利用 t-检验对算法的求解精度就行

了显著性检验，显著性水平均为=0.05。检验结果

如表 5 所示。表中 Better，Same 和 Worse 分别表

示 EDA-M/D 比相应的对比算法在 t-检验结果中具

有显著更优、相同和显著更劣的函数个数。B-W 表

示EDA-M/D显著性优于对比算法的函数个数与其

显著性劣于相应算法的函数个数的差值，该值越大

说明相应算法在 t-检验中体现的性能越差。 

从表 5“B-W”指标来看，EDA-M/D 在测试集上

具有最优的综合性能，PBILc 则取得了次优的表

现。需要指出的是，尽管 EDA-M/D 在单峰函数

(f1~f3)、简单多峰函数(f4~f10)和混杂函数(f11~f20)上

表现优于 PBILc，但后者在复合函数(f21~30)上表现

出更优的性能。我们认为在 2 种子代生成模式的

自适应策略及劣势个体的差分学习上有待进一步

改善。 

3.4 收敛速度对比 

为了更直观地呈现算法的收敛过程，本文对上

述算法在 CEC2017 测试集上进行了收敛性能的对

比，结果如图 3 所示。 
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表 5  EDA-M/D 与其它 7 个算法的 t-检验结果 
Tab. 5  T-test results between EDA-M/D and other 7 peer algorithms 

对比结果 UMDAc PBILc EDA-BfO GA-EDA EDA-PSO AIL-DE/EDA 

Better 30 12 28 24 28 29 

Same 0 8 1 2 1 0 

Worst 0 10 1 4 1 1 

B-W 30 2 27 20 27 28 

       

f1                                      f2                                    f3                                       f4 

       

f5                                     f6                                    f7                                     f8 

       

f9                                    f10                                    f11                                      f12 

       

f13                                    f14                                    f15                                   f16 

       

f17                                   f18                                     f19                                   f20 
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f21                                    f22                                   f23                                        f24 

       

f25                                   f26                                    f27                                   f28 

       

f29                                    f30             

图 3  对比算法在 CEC2017 测试集上的收敛过程对比 
Fig. 3  Comparison results of 7 peer algorithms on CEC2017 test suite 

实验结果表明 EDA-M/D 和 PBILc 在 3 个单峰

函数上的收敛速度较快。其中，EDA-M/D 在进化

初期的收敛速度要略逊于 PBILc，而在进化后期，

EDA-M/D 则表现出更优的收敛特性。这是由于在

进化初期，精英个体分布范围较广，在没有局部最

优解的干扰下，EDA/M-D 中多精英采样策略的搜

索效率不及 PBILc 的效率高。而在进化后期，由

于种群逐步收敛，其精英个体分布也较为集中，此

时多精英并行采样的优势则显现出来，有效地提升

了 EDA-M/D 的收敛速度。从各算法在 f3 上的收敛

曲线来看，EDA-M/D 要显著性地优于其它算法。

这也说明EDA/M-D中劣势个体基因修复策略通过

保留良好“建筑块”，在一定程度上缓解了 f3 中多变

量耦合的难题。在 7 个简单多峰函数上，EDA-M/D

在 f4，f5，f6，f7 和 f9 等 5 个简单多峰函数上的收敛

性能要明显优于其它对比算法。此外，EDA-M/D

在 f8 上的性能也仅略差于 PBILc，在 f10 上，

EDA-M/D 在整个进化过程中保持着较平稳的收敛

性能，并在进化末期取得了仅次于 PBILc 的求解

精度。这说明 EDA-M/D 较好地平衡了全局搜索于

收敛速度之间的矛盾。在其它 20 个复杂函数上(包

括混杂函数和复合函数)，尽管各算法在此类函数

上的求解精度从绝对值的角度来看差别不大，但各

算法的收敛速度存在一些明显的差异。其中，

EDA-M/D 在 14 个函数上取得了最优或近于最优

的收敛速度，同时，PBILc 也很多函数上也取得了

较好的性能表现。尽管这 2 个算法在此类复杂函数

上的性能相对较优，但从其收敛曲线来看，算法在

大部分函数的优化后期均未得到明显改善，即存在

“早熟”收敛的现象。 

4  结论 

为了在有效利用群体统计信息的同时，融入个

体的并行搜索机制，本文提出了一种基于多精英采
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样 和 劣 势 个 体 差 分 搜 索 的 分 布 估 计 算 法

EDA-M/D。通过与其它多个 EDAs 在 CEC2017 测

试集上的对比实验表明，EDA-M/D 在算法稳定性

和最优搜索能力方面均表现出明显的优势。同时，

本文还对EDA-M/D涉及的几个新引入的参数和策

略进行了性能对比与分析。结果表明，多精英并行

采样策略和劣势个体的基因修复策略在复杂多峰

函数上有利于保持种群多样性和种群收敛速度。同

时，劣势个体的差分学习也能较好地引导种群跳出

局部最优。 

需要注意的是，劣势个体隐含的有益信息的有

效利用及其差分学习的具体策略及时机的选择依

然是一个难点。本文作者将在后续工作中对该问题

进行更深入的研究。 
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