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基于曲率信息的改进 BP 算法及其在 FNN 中的应用 

熊伟丽 1,2，孙文心 1，史旭东 1 
(1. 江南大学 物联网工程学院，江苏 无锡 214122；2. 江南大学 轻工过程先进控制教育部重点实验室，江苏 无锡 214122) 

摘要：针对步长选取影响误差反向传播(BP，Back Propagation)算法优化效率问题，提出一种基于曲

率信息的步长优化 BP 算法，并将其应用到了模糊神经网络(FNN)的训练过程中。参考牛顿法的思

想，根据代价函数的梯度及梯度方向上的曲率信息来确定模型参数调整的方向和幅度。仅需考虑梯

度方向上的二阶信息，因此不需要存储和处理 Hessian 矩阵。通过一个数值仿真和高炉炼铁过程数

据建模实验，验证了方法的有效性及训练效率。 
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Abstract: In order to improve the optimization efficiency of BP algorithm affected by the selection of 

step size, a step size optimization BP algorithm based on curvature information is proposed and applied to 

the training process of FNN (Fuzzy Neural Network). Reference to Newton's method, The gradient of the 

cost function and the curvature information in the direction are calculated to determine the direction and 

magnitude of the parameter adjustment in each iteration. This method only needs to consider the two 

order information of the gradient direction, so it does not need the storage and processing of Hessian 

matrix. The effectiveness and efficiency of the proposed method are verified by a numerical simulation 

and data simulation of blast furnace ironmaking process. 
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引言1 

误差反向传播(BP，Back Porpagation)算法是神

经网络训练中常用的算法，其本质是一种梯度下

降法，而“误差反向传播”是对神经网络中梯度求

解步骤的生动描述。标准的 BP算法具有运算代价

                                                        
收稿日期：2017-11-08      修回日期：2018-01-18; 

基金项目：国家自然科学基金(61773182); 

作者简介：熊伟丽(1978-)，女，河南洛阳，博士，教

授，硕导，研究方向为复杂工业过程建模及优化，智能

优化算法及应用；孙文心(1993-)，男，江苏无锡，硕士

生，研究方向为复杂工业过程建模及优化。 

低、简单易实现、适用范围广等优点，但是也存

在收敛速度慢、优化过程不稳定[1]等不足，会导

致模型训练耗时过长或甚至不收敛。文献[2]对这

些不足进行了分析。当代价函数的 Hessian 矩阵存

在“Big Killers”[2] 时，即存在较大的特征值时，代

价函数对该特征向量上参数的变化相当敏感，优

化过程中该现象容易使参数的调整在敏感方向上

发生震荡从而使优化过程止步不前甚至无法收敛

至局部最优。一些简单的改进方法能够缓解此种

现象并提高 BP 算法的性能。如：动量法和 NAG[3] 

1
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(Nesterov’s Accelerated Gradient)在标准的 BP 算法

上加了一个阻尼项，从而稳定了优化过程；变步

长法[4]在优化过程发生震荡时自动减小步此外，

基于二阶导数信息的优化方法能进一步提升 BP算

法的收敛速度。如：牛顿迭代法、高斯-牛顿法能

利用二阶导数信息合理控制各方向上的学习率从

而能提高优化过程的稳定性和收敛速度，但也需

要付出较大的计算代价[5]；BFGS (拟牛顿法)通过

迭代的方法来近似求解二阶导数信息从而缓解了

牛顿迭代法中计算代价过大的问题。Adagrad[6]和

RMSProp[7]为每一个待优化参数设置了各自的步

长，并在优化过程中不断调整来近似高斯-牛顿法

的优化过程。上述近似二阶方法已用于多种神经网

络模型的训练过程并展现出出色的优化效果[8]。 

综上，合理利用二阶导数信息能有效提高 BP

算法的收敛速度和稳定性。针对模糊神经网络的

训练过程，提出一种步长优化方法来提高 BP算法

的收敛速度。在每次迭代中先使用反向传播算法

计算代价函数的梯度，然后计算出代价函数在梯

度方向上的曲率(二阶导数)，最后根据牛顿法的

思想，利用曲率和一阶导数信息来估计最优步长

并进行参数调整。将方法与变步长法和惯性法做比

较，通过数值仿真和对高炉炼铁硅含量数据的拟合

实验验证了方法的有效性和性能。 

1  FNN 和 BP 算法 

1.1 模糊神经网络简介 

模糊神经网络(FNN)是模糊系统同神经网络

相结合的产物，作为模糊系统，能够很好地描

述不确定信息或定性的知识，具有很好的可解

释性 [9]；作为神经网络，具有非常优秀的非线性

逼近能力[10]。因此被广泛应用于智能控制、复杂

工业建模与软测量等多个方面[11-13]。 

基于 Mamdani 模糊模型构造由单值模糊器、

乘法推理机、中心平均解模糊器组成的 MISO 模

糊神经网络[14-15]，其结构如图 1 所示。 

 

图 1  Mamdani 模型的模糊神经网络 
Fig. 1  Fuzzy neural network based on Mamdani model 

第 一 层 ： 将 精 确 集 合 上 的 输 入 变 量

1 2[ , , , ]nx x x X 传入模糊神经网络。 

该层节点数 1N n (输入变量的维数) 

第二层：用 im 个语言变量 il
iA 来描述精确变

量 ix ，并输出 ix 隶属于语言变量 il
iA 的隶属度

il
i ，其中 1,2i n  ； 1,2i il m  。 
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该层节点数 2
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N
n

i
i

m


  (语言变量总数量)，涉 

及模型参数变量 il
ic 和 il

i (语言变量 il
iA 的中心位置

和宽度)。 

第三层：计算模糊规则库中规则 Rj 对输入变

量 X 的适用度 jz ( 1,2j m  ； 1,2i ij m  )。规

则 Rj 的形式如下： 

 

             

1 2
1 1 2 2: if  is  and  is and  is ,

then  is 

nj j j
j n n

j

R x A x A x A

f B


 

其中： f 为模型的精确输出量； jB 为描述 f 的语

言变量。用乘法推理机计算 Rj 的适用度 

1

ijj
i

i n

z 
 

   (2) 

该层节点数 3N m (规则库中的规则数量)。 

第四层：归一化计算 

1

m
k k j

j

z z z


  ( 1,2 )k m   (3) 

2

Journal of System Simulation, Vol. 32 [2020], Iss. 1, Art. 1

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol32/iss1/1
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.17-0461



第 32 卷第 1 期 Vol. 32 No. 1 

2020 年 1 月 熊伟丽, 等: 基于曲率信息的改进 BP 算法及其在 FNN 中的应用 Jan., 2020 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 3 • 

该层节点数 4N m 。 

第五层：解模糊计算，利用中心平均解模糊

器得出模型的精确输出 

1

( )
m

k k

k

f z w


X  (4) 

由于设计的是 MISO 模糊神经网络，所以该

层节点数 5N 1 。该层涉及模型参数 kw ，表示语

言变量 kB 的中心。 

1.2 模糊神经网络的 BP 训练方法 

标准 BP算法实质上是一种梯度下降法，首先

利用求导中的链式规则来求解代价函数关于模型

参数的梯度，然后根据梯度来调整模型参数。 

定义模型参数 θ、误差E(θ)和代价函数 J(θ)为： 
T1 1 1

1 1, ,n nm m m
n nc c w w         (5) 

 2
( ) ( ) 2E f y  X  (6) 

,
1

( ) ( ) p p

N

y y
p

J E 
 



 X X
 (7) 

式中：Xp 和 py 为训练样本集中第 p 个样本输入变

量 X、输出变量 y 的观测值；N 为训练样本容量。 

利用式(3)，(4)，(6)得到 
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由式(1)~(2)得到 
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j
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式中： ,

( )1

( )0i i

i i
l j

i i

l j

l j



  

。 

结合式(10)~(12)得到 
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x cE E

c
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 

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最后，令  为负梯度，根据式(7)，(8)，(13)，

(14)得到代价函数的梯度并调整参数 
T

1 1 1
1 1

( )
, ,

n nm m m
n n

E E E E E E E

c w wc
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    

1 ,

( )
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p p

N

p y y

E
J


  


 


X X

 (15) 

( )J     

( 1)
( ) ( 1)

q
q q     

 
     (16) 

式中： 为训练步长； ( )q 为参数变量经过 q次迭

代后的取值； q为大于 1 的整数。 

BP 算法在实际使用中通常可以利用变步长法

或动量法来加快训练速度[4]，如表 1 所示。 
 

表 1  BP 算法的优化方法 
Tab. 1  Optimizing methods for BP algorithm 

改进方法 公式描述 

动量法 
( ) ( 1) ( ) ( 1)q J q         

 为动量因子 (0 1)   

变步长法 
( ) ( 1); 0

sgn( ( ) ( 1));

q q

q q

   
  

 
   

≥
 

2  基于曲率信息的 BP 算法 

利用一阶导数信息可以准确地找到代价函数

在小范围内的最速下降方向，但是仅根据一阶导

数信息调整参数并不够合理。本文提出一种基于

曲率信息的 BP 算法。基于代价函数的负梯度

( 1)q  ，将步长的确定转化为以下优化问题： 
min ( ) ( ( 1) ( 1))

s.t. 0

J J q q   


    


 

利用牛顿迭代法的思想，根据负梯度

( 1)q  方向上代价函数关于步长 的一阶导数

和曲率信息来估计每次迭代的最佳步长 ，从而

提高参数调整的效率。由于该方法仅需考虑

3
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( 1)q  方向上的曲率信息，因此不需要存储和

处理 Hessian 矩阵。 

2.1 FNN 中曲率信息的求法 

通过式(8)、(11)~(15)可以得到代价函数的梯

度，在此基础上做进一步推导就能得到代价函数

关于步长 的二阶导数。当负梯度  确定后，

参数调整步骤中变量 il
ic ， il

i 和 kw 可以看作是关于

步长 的因变量。 

根据式(16)可以得到 
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根据式(11)~(12)得到 
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对式(17)~(18)两端再进行求导得 

 
 

22

2

, 2
1
1

d 1 d

d d

3 2
2

i i i

i i
i

j j

j

l l l
i i ij

l j
li n il m

z z

z

h h c
z

 




 
  

 

 


≤ ≤
≤ ≤

   (19)

 

同理，根据式(3)，(4)，(8)，(10)可以得到 

1 1

d ( ) d
dd

jm m
j j j j

j j

f z
g z w z

  

 
   

 
 X

 (20) 

2

22
1

2

1

d d d ( )
2

d ddd ( )

d

j jm
j j

j
m

j

j

z z f
g w

f x

z

 






      
  





X

 (21) 

由式(6)可以得到 

 d ( ) d ( )
( )

d d

E f
f y


 

 
X

X  (22) 

 
22 2

2 2

d ( ) d ( ) d ( )
( )

dd d

E f f
f y


 

    
 

X X
X  (23) 

最后，根据式(7)得到代价函数关于步长 的

一阶、二阶导数 

( 1)

( 1) 1 ,

d ( ) d ( )

d d p p

qN

q p y y

J E
 

 

 
 

 

    

 
X X

 (24) 

( 1)2 2

2 2
1( 1) ,

d ( ) d ( )

d d p p

qN

pq y y

J E
 

 

 
 

 

   


X X

 (25) 

至此，曲率信息求解完成。从式(18)~(25)依次

求出 z ， ( )f x ， ( )E  和代价函数 ( )J  关于步长的

二阶导数。所以，整个求导数的过程可以看作为一

次正向传播。 

2.2 算法步骤 

当调参问题为一个凸优化问题时，牛顿迭代法

能够表现出非常快的收敛速度，但在一般的非凸问

题中，牛顿迭代法会发生异常，算法可能会最终收

敛于鞍点甚至极大值(3.1 节的仿真给出了一个例

子)。因此在利用曲率进行最优步长估计时必须保

证结果大于零以保证代价函数递减；另外，还需对

步长的大小做一定的限制，防止步长过大破坏训练

过程的稳定。本方法分 2 种情况来决定参数调整步

长，算法步骤为： 

step 1：设置精度阈值和步长上限。 

step 2：利用误差反向传播计算出代价函数的

负梯度。 

step 3：利用式(17)~(24)计算代价函数关于步

长 的一阶导数和曲率，根据牛顿法的思想，分

2 种情况利用式(25)~(26)对最优步长进行估计。 

情况 1：
2

2
( 1)

d ( )
0

d
q

J

 




 

  

2

2
( 1)

d ( ) d ( )
( ) 0.6

d d
q

J J
q

 

 
 

 

 
  

 
 (26) 
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情况 2：
2

2
( 1)

d ( )
0

d
q

J

 




 

   

2

2

( 1)

d ( ) d ( )
( ) 1.8

d d
q

J J
q

 

 
 

 

 
   

 
 (27) 

常数 0.6 和–1.8 属于参考值，可以根据不同情

况替换。 

step 4：由于梯度和曲率仅能描述代价函数的

局部情况，因此，当 step 3 估计出的步长超出合理

上限时，强制步长小于所设置的步长上限，利用线

搜索方法[16]来确定一个相对合理的步长，再根据

式(28)调整参数 

( ) ( 1) ( ) ( )q q q q        (28) 

step 5：进行准确度计算，如果满足精度要求

则停止计算，否则返回 step 3。 

在整个算法流程中需要经过两次运算才能进

行一次参数调整，首先计算出  ，然后根据 

估计出最佳步长再调节参数。虽然需要付出一定

计算代价，但是，由于利用了二阶导数信息，所

以能取得理想的训练效率。 

3  仿真实验 

通过仿真实验来分析说明步本文改进 BP算法

的快速收敛性。首先，构造一个简单的优化问题来

直观地分析该方法相比其他步长优化方法的优势； 

3.2节和3.3节利用数值仿真实验和高炉炼铁过

程数据仿真实验来展现本文算法在实际使用中的优

化效果，利用均方误差来描述训练过程中模型对数

据的拟合程度，式(29)是均方误差的计算公式。 

2

1

1
MSE= ( ( ))

n

i i
i

y f x
n 

  (29) 

式中：n 为训练样本容量；yi和 xi分别为样本集中

第 i 个样本的主导变量和辅助变量；f(xi)为预测模

型根据 xi 对 yi 做出的估计。 

3.1 数值优化实验 

构造一个参数寻优问题来直观地说明普通 BP

算法收敛缓慢的原因及本文的步长优化方法相比

其他方法的优势。构造目标函数如下 

2
2 2

1 2 2 2
1 2

5 4
( , ) cos

201 4
J

  
 

  
    

 (30) 

初始参数设为 

   T T
1 2(0) (0), (0) 0.1,0.5      

利用标准 BP 算法、多种 BP 改进方法及步长

为 0.6 的牛顿迭代法来调节参数 1 和 2 ，使得式

(30)尽可能达到最小，迭代次数设为 200 次，结果

如图 2 所示。 

 

(a) 固定步长的 BP 算法 

 

(b) 变步长法 

 

(c) 变步长法+动量法 
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(d) 改进 BP 算法与牛顿迭代法 

图 2  参数优化过程俯视图 
Fig. 2  Contouring of parameter optimization process 

如图 2(a)所示，由于在一些“狭长”区域内目标

函数对参数 1 的调整过于敏感，容易使参数的调整

不均匀( 1 的调整过大以致发生振荡， 2 的调整则

过缓)，所以固定步长的 BP 算法对参数的调节往往

比较低效并且不够稳定。变步长法能够使步长自动

地适应参数优化过程，能够使优化过程在敏感的参

数调整方向上减小振荡，并在正确的调整方向上尽

可能地提高步长以加快收敛速度(如图 2(b)所示)，

加上动量法后能进一步提高优化过程的稳定性和

收敛速度(如图 2(c)所示)。但是变步长法对步长的

调节存在滞后性，当参数调整发生振荡时才会减小

步长，调整过缓时才会增加步长，因此参数优化过

程会呈现出阶段性。本文的算法在调整步长时利用

了曲率信息，因此具有以下 2 个特点：(1) 由于参

数选择合理，经过“狭长”区域时不至于发生严重的

振荡(如图 2(d)所示)；(2) 每次的参数调整方向差

别较大，经过几次迭代后就能找到合适的下降方

向，并以准确的步长进行参数调整。 

最后，图 2(d)展示了牛顿迭代法出现奇异的情

况，图 3 是图 2(d)虚线框内容的展示。由于所定义

的优化问题非凸，牛顿法在迭代中 Hessian 矩阵出

现了负特征值，从图 3 可以看出，牛顿迭代法最终

收敛到了鞍点处。本文方法在迭代中同样也出现了

曲率为负的现象，但由于所选下降方向为梯度方

向，且限制了步长大于零，因此能保证代价函数随

迭代逐步递减，不会被鞍点、极大值点所吸引。 

 

图 3  优化轨迹示意图 
Fig. 3  Schematic of trajectory in optimization 

3.2 非线性系统逼近实验 

构造非线模型为： 

   
1 2

2 1

( ) ( )
( ) ( )

1 0.5sin ( ) 1 0.5sin ( )

x t x t
y t t

x t x t
  

 
 

 1
1 22

1

( )
( 1) 1 sin ( )

1 ( )

x t
x t x t

x t

 
    

 

 

 

2 2
1 2

2 2 2 1

3 2
1 2

( ) ( )
( 1) ( )cos ( ) exp ( )

8

( ) [1 ( ) 0.5cos ( ) ( ) ]

x t x t
x t x t x t x t

u t u t x t x t

 
     

 
  

 

式中：u(t)和 y(t)为模型的输入输出变量；x1(t)和 x2(t)

为模型的状态变量； ( )t 是方差为 0.08 的高斯白

噪声，初始状态设为 0。令模型输入变量 X(t)为

[ ( 1) ( 3), ( ) ( 2)]y t y t u t u t    ，输出变量 f(t)为 y(t)的

估计。令输入信号为 ( ) sin(0.2π ) sin(0.8π )u t t t  。 

生成 1 000 个样本。利用多种算法对模糊神经

网络进行优化，优化过程的误差曲线如图 4 所示，

图 5 表示本文方法在每次参数调整中的步长取值示。 

 

图 4  数值仿真效果对比 
Fig. 4  Comparison of numerical simulation results 
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从图5可以看出，在训练过程中有5次参数调

整步长取到了较大的值，这 5 次参数调整都使图 4

中的训练曲线发生了显著下降，这说明本文提出

的方法经过多次迭代后找到了合适的参数调整方

向，并以准确的步长对参数进行了调整，因此能

够加快训练过程的收敛速度。 

 

图 5  训练过程中本方法的步长选择 
Fig. 5  Step size selection of our method during training 

3.3 高炉炼铁硅含量数据仿真 

高炉炼铁过程中铁水的硅含量是表征炉温状

态的重要参考变量[17]。实际生产中，影响铁水硅

含量的因素众多，如矿石种类、炉温、风量等，并

且高炉炼铁过程的机理复杂，难以建立精确的机理

模型。所以有必要利用现场采集的数据建立数据驱

动模型来估计铁水中的硅含量。利用模糊神经网络

对高炉炼铁硅含量数据进行建模，模型的输入变量

有 2 h 和 3 h 前铁水硅含量的测量值、喷煤、风量、

透气性、风温、料速、压差和富氧量，输出量为此

时刻硅含量的估计，输入量描述如表 2 所示。 
 

表 2  模型的输入变量 
Tab. 2  Input variables of the model

物理量 单位 物理量 单位 

Si (t-1) wt% 风温 ℃ 

Si (t-2) wt% 料速 t/h 

喷煤 t 压差 kPa 

风量 M3/min 富氧率 wt% 

透气性 M3/min•kPa   
 

数据的采样周期为 1.5~2 h。样本的输入量经

过了 PCA[18]降噪处理，样本大小 N=500。利用多

种训练方法对模糊神经网络进行训练，比较结果如

图 6 所示。 

 

图 6  各方法的训练误差曲线 
Fig. 6  Deviation curves of each methods 

为了显示各方法的步长选择合理性，表 3 对参

数训练过程中相邻 2 次迭代的参数调整方向夹角

( ), ( 1)q q   进行了统计，如果夹角出现在

 30,50 °范围内就可近似说明步长选择合理，出现

在  150,180 °范围内则说明训练过程发生了振荡。 
 

表 3  训练中夹角出现在各区间的统计频率 
Tab. 3  Statistical frequency of angles that appeared 
     in each ranges during training process      % 

方法名称  30,50

  30,150


  150,180



固定步长 99.8 0.2 0.0 

动量法 99.0 1.0 0.0 

变步长法 94.8 4.2 1.0 

动量法+变步长 91.4 8.4 0.2 

本方法 12.9 87.1 0.0 
 

从表 3 可以看出，在训练过程中，固定步长的

BP 算法往往会在同一个方向上对模型参数进行多

次调整，因此训练比较低效。变步长法由于能利用

前一步迭代的经验自动调节步长，所以能大幅度提

高训练效率，但是这种调节不够合理，从表 3 中可

以看出真正高效的参数调整次数小于总迭代次数的

10%，并且使训练发生了振荡。动量法相当于给负

梯度 Δθ 加上了一个阻尼项，能够有效地减小训练

过程中的振荡趋势，从而加快训练速度(如图 6 所

示)。本文方法由于利用了曲率信息，步长选择更

加合理，所以能得到更快的收敛速度。 
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4  结论 

针对传统 BP 算法存在的不足，设计一种基于

曲率的 BP 优化算法，并推导得到了该方法在 FNN

训练中的实施步骤。该方法在不需存储 Hessian 矩

阵的条件下，利用上二阶导数信息来有效加速普通

的一阶方法，虽然并没有求出完整的二阶信息，当

问题相对简单时无法达到牛顿法的二阶收敛速度，

但减小了内存负担且能有效适用于更加复杂的优化

问题。由于仅需计算梯度方向上的曲率，求解难度

小于其它依赖二阶导数的优化方法，因此，能为更

多代价函数二阶可导的优化问题提供新的思路。 
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