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一种基于测地线的保局投影流形学习方法 

徐礼俊，方婧涵，王亦平 
（海军 902 厂，上海 200083） 

摘要：为了解决在实际应用中 LPP 算法存在欠拟合状态的问题，详细论述了保局投影(LPP)的映射

原理；分析了 LPP 方法在某些数据集下的欠拟合状态与邻接图之间的关系；提出了基于测地线的

LPP(ISOLPP)流形学习方法。实验结果显示，ISOLPP 方法在多个测试数据集上取得了很好的嵌入

效果，不仅能够继承 LPP 具有显式投影矩阵的优点，而且解决了 LPP 算法中存在欠拟合状态的问

题，显著提高了算法的适应性。 
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引言1 

保局投影(LPP)线性流形学习方法能够通过显

式投影矩阵获得新样本的低维映射，但是 LPP 本

身是一种局部学习方法，在一些样本集上，会将处

于流形上的高维采样空间中相互远离的样本点映

射到低维空间的一个局部邻域内。这使得在进行谱
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图分析时，重构点将由流形上相互远离的样本点进

行平均得到，因此与样本集之间存在较大的偏差，

这就是文献[1]定义的欠拟合状态。在特征提取任

务下，流形学习应当满足的两个准则是：相似性保

持准则与重构误差最小化准则。流形学习方法满足

局部相似性保持准则，但不能保证最小化重构误

差，因此可能会导致欠拟合现象。克服此问题的关

键在于使得原本在数据流形上相距较远的样本的

特征也相距较远。 

1  保局投影的映射原理 

给定一组样本集 1 2[ , , , ], D
N i R X x x x x ，

1
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建立一个邻接图 ( , )G V E ，在这一图中，邻接点

间存在边缘连接。将邻接图 G 映射到一低维空间

中，使得相互连接的点尽可能保持较近的距离。

令 1 2[ , , , ],N Y y y y  d
i Ry 为映射结果，选择

这一映射的标准是在适当的约束条件下最小化以

下目标函数： 
2

i j
ij

 y y ijW                        (1) 

式中： ijW 为样本点 ix 和样本点 jx 的连接权重系

数，若样本点 ix 和样本点 jx 相距很远， ijW 很

小，反之则很大。最小化上式目标函数的目的是

如果样本点 ix 和样本点 jx 的距离很近，则满足映

射点 iy 和 jy 的距离也很近。假设 a为映射向量，

则 = TY a X 。将式(1)展开： 
21

2

1
( ) ( )

2

i j
ij

T
i j i j

ij

T T
i i i j

i ij

 

  

 

 





 

y y

x x x x

x x x x

ij

T T T T
ij

T T
ii ij

T T

T T

W

a a a a W

a a a W a

a X (D W )X a

a XLX a

D
 

式中：D是一个对角矩阵； ii ijj
D W ；  L D W 

为拉普拉斯矩阵。根据矩阵 D可以看出数据点的

重要性， D的值越大，样本点越重要，因此加入

一个约束条件： 

1 1  T T TYDY a XDX a  

最小化问题就转换为找出映射向量 a，见式

(2)： 

1

arg min
T T

T T

a XDX a

a XLX a                  (2) 

由此转换为求下面的特征解问题： 

T TXLX a XDX a                     (3) 

根据上面的推论和一些数学知识，我们可以

得出矩阵 TXLX 和矩阵 TXDX 都是正定阵。这

样，上式的前 d 个最小的特征值 1 2 d    

所对应的特征向量 1 2, , , da a L a 组成的矩阵即为映

射矩阵 0 1( , , , )dA a a L a ，满足 i iy xTA 。 

2  保局投影的欠拟合状态 

如前所述，当嵌入方法只能满足局部相似性

保持准则，而不能保证重构误差(式(1))最小化

时，就会导致欠拟合现象的发生。目前多数流形

学习算法是基于局部邻域关系的 (如 LLE，

HLLE，LSTA，LE以及LPP)，即都是在保持局部

拓扑结构的基础上最小化重构误差函数。LPP线性

流形学习通过对邻域样本点的搜索设置关系权值矩

阵，使得相互靠近的样本点在低维嵌入空间仍然相

互靠近，因此LPP首先遵循的是相似性保持准则。

但是由于邻域点搜索使用的是欧式距离来判断是否

为某一样本点的邻域点，这种邻域搜索方法是对处

于某一流形的各样本点之间相互距离的一种近似表

述，因此可能会发生误判，从而使得在流形上相互

远离的样本点映射到低维空间中的一个局部邻域

内，与流形的内在结构有较大的偏差。 

论文将 swiss-roll 数据集在 z 轴方向缩小至

0.75倍，使得样本点在 z轴方向彼此更“靠近”，

对流形学习方法的邻域判断要求更高。图 1 描述

了 LPP 流形学习方法在 swiss-roll 数据集上出现的

欠拟合情形。图 1(a)是在 3 维 swiss-roll 曲面上随

机产生了 1 000 个样本点；图 1(b)~(f)是 LPP 流形

学习方法分别使用不同范围的 k 邻域搜索得到的 2

维映射结果， {5,10,15,20,25}k  。LPP 连接权重

矩阵采用 exp  
2

( )ij i jW x x t 设置，且 5t  。

可以看到图 1(b)~(d)可以准确地将 3 维 swiss-roll

样本点映射到 2 维空间，但是由于邻域搜索范围

的扩大，使得在流形上本来不处于邻域的蓝色与

橙色样本点，逐渐地被误判成了邻域，因此在 2

维映射空间蓝色和橙色映射点在逐渐的接近。当

邻域搜索范围增大到一定程度时，如图 1(e)~(f)，

可以较为明显地看出，映射结果不能很好地逼近

样本集，LPP 嵌入失败。 

欠拟合状态产生的根本原因在于对邻域的选

择，如图 2 所示为 swiss-roll 数据集使用 k 最近邻

判断样本点邻域的连接图，可以看出当设定的 k

2
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越来越大时，样本点的邻域出现了误判。对比图

1 和图 2， 10k  时样本点邻域判断正确，这时

LPP 算法能够获得很好的降维效果；当 15k 

时，出现了个别样本点的邻域判断失误，可以看

出在 LPP 降维过程中，邻域判断失误的样本点周

围不能获得很好的降维；而当 20k  时出现了大

量的邻域判断失误，因此 LPP 映射失败，导致

LPP 欠拟合状态的产生。 

        

(a) 3 维曲面上随机产生了 1000 个样本点     (b)当 k 取 5 时在 2 维空间的映射      (c)当 k 取 10 时在 2 维空间的映射 

     

(d)当 k 取 15 时在 2 维空间的映射      (e)当 k 取 20 时在 2 维空间的映射      (f)当 k 取 25 时在 2 维空间的映射 

图 1  LPP 在不同邻域选择下的嵌入结果 
Fig. 1  Embedding results of LPP under different neighborhood selections 

        

(a) k=10                      (b) k=15                      (c) k=20 

         

(d) k=25                      (e) k=30                      (f) k=35 

图 2  Swiss-Roll 数据集在不同 k-nearest 情况下的连接图 
Fig. 2  Connection diagram of Swiss-Roll dataset in different k-nearest cases 

3
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3  基于测地线的保局投影思想及算

法过程 

3.1 基本思想 

LPP 线性流形学习方法是一种局部方法仅考

虑样本集的局部邻域信息，即样本点与其近邻样

本点之间的拓扑关系，并在映射投影过程保持中

这种局部拓扑关系。但是LPP并不考虑样本集的全

局结构信息，即样本点与其非近邻点之间的关系。

因此，LPP 无法使得在流形上相距较远的样本点在

嵌入低维空间也相距较远，由此造成 LPP 的欠拟

合状态。 

为了避免 LPP 线性流形学习方法出现欠拟合

状态，论文采取的改进 LPP 基本思想是：保证近

邻样本点在嵌入低维空间仍然是近邻的条件下，

使得原本相互远离的样本在嵌入低维空间中也相

互远离。定义在流形结构上的测地线距离是一种

对流形全局结构的很好的度量方式，论文考虑利

用测地线距离代替用于近邻判断的欧式距离建立

样本之间的连接关系，从而使得在流形上相距较

远的样本点映射到低维空间时，也相距较远。论

文将这种流形学习方法称作为基于测地线距离的

保局投影(ISOLPP)。 

为了重构流形结构，首先根据样本集 X 构建

一个最近邻域图G 。计算图G 中样本点对的最短

路径。最短路径的计算能够提供一个关于流形全

局结构的估计。 

定义：测地线距离 ( , )M i jd x x 是定义在流形

M 表面连接 ix 和 jx 之间的最短曲线长度， ,ix  
D

j Rx ， DM R 。 

显然，如果流形结构是一个平面，那么测地

线是一条直线；如果流形结构是一个球面，那么

测地线将是一段最短弧线。假设流形 M 嵌入在一

个 D 维欧氏空间 DR 上，并考虑低维映射

: ( )D df R R d D  。对于LPP算法来讲，映射 f

是线性的。令 dR
d 为欧氏空间 dR 的标准欧氏距离。

为保持流形的内在几何结构，定义如下关系[2]： 

( , ) ( ( ), ( ))dM i j i jR
d d f fx x x x  

I S O L P P 的目的就是寻找一个线性映射

( ) T
i i if y x A x ，满足在低维空间 dR 的欧氏距离

dR
d 可很好地逼近流形 M 上的测地线距离 Md ，则 

*

,

arg min ( ( , ) ( ( ), ( )))dM i j i jRf
i j

f d d f f  x x x x  

实际上，并不需要计算所有样本点对之间的

测地线距离，通过在全局寻找样本点的 gk 个测地

距离最近的邻域，就可以使得非邻域样本点在嵌

入空间相互远离，从而减少计算量。因此论文提

出的流形学习方法也可以称作基于局部测地线距

离的保局投影。 

寻找基于测地线的邻域点包含两个过程。 

step 1：在样本集中通过欧氏距离判断有连接

的样本点构建权值图G ，原则上任何相似度量都

可以用来决定邻域关系，通常采用欧氏距离 Ed 判

断两样本点是否是邻域点。邻域点需满足以下 2

条件之一：两样本点之间的距离小于一个固定值

 (  -graph)，或者其中一个样本点是另外一个的

k 最近邻( k -graph)。样本点之间的关系被描述成

带权值 ( , )E i jd x x 的边。 

step 2：通过 Floyd 算法[3](或者 Dijkstra 算法[4])

计算每个样本点的 gk 个测地距离最近的邻域。

Floyd 算法通过计算样本点之间在图G 上的最短

路径距离 ( , )G i jd x x 来逼近流形 M 上的测地线距

离 ( , )M i jd x x 。首先令 

( , ), ( )
( , )

, ( )

E i j j
G i j

j

d i
d

i

   

x x x N
x x

x N
 

然后用式(4)替换 ( , )G i jd x x  

min{ ( , ), ( , ) ( , )}G i j G i p G p jd d dx x x x x x  (4) 

式中：  1,2, ,p N  。最终获得定义在图G 上所

有样本点对的最短路径，根据下式设置，连接权

重矩阵： 

exp( ( , ) ),G i jd t t R  x xG
ijW           (5) 

为了获得低维映射Y 及投影关系 A，应用式

(2)求解 trace( )( )G GTY D W Y 最小特征值问题，其

中
j

G G
ii jjD W 。 

4

Journal of System Simulation, Vol. 31 [2019], Iss. 12, Art. 40

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol31/iss12/40
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.19-FZ0387



第 31 卷第 12 期 系统仿真学报 Vol. 31 No. 12 

2019 年 12 月 Journal of System Simulation Dec., 2019 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 2896 • 

3.2 算法过程 

给定样本集 1{ }N D
i i R X x ，和线性投影

( )i if  Tx A x ，ISOLPP 算法过程整理为： 

(1) 奇异分解投影 

当样本集 X 秩小于维数 D 时， TXX 常常是

奇异的。为了保证矩阵 TXX 的非奇异性，应用奇

异分解(SVD)将样本集投影到子空间，SVD 不会

丢失样本集任何信息。 

 TX U V  

式中： diag( )1 2, , , = rδ δ L δ ，且 1 2 0r     

是 样 本 集 X 的 特 征 值 ； 1 2[ , , , ]rU u u L u 和

1 2[ , , , ]rV v v L v 分别是左右特征向量。通过丢弃

特征值为零的部分将样本集映射到 SVD 映射子空

间。记 SVDW U 。为了表述方便仍将映射到 SVD

子空间的样本集记为X 。 

(2) 构造近邻图G  

如果 ix 与 jx 是近邻，那么用一条边将 ix 与

jx 连接起来。判定样本之间近邻关系的准则主要

有两种： 近邻准则( -graph)或者 k 近邻准则。 

(3) 构造连接权重矩阵。 

给定图G 后，根据式(4)寻找基于局部测地线

距离的 kg 最近邻样本点，并根据式(5)设定连接权

重矩阵 GW  

(4) 计算特征值及映射 

利用 GW 替代式(3)中的W ，并求解相应的最

小特征值与特征向量获得线性映射 A。则 

, [1,2, , ]i i i N y x T T
SVDA W  



     
           

 

     
           






G i j G i j

j i j

G i j G i j

j i j

d (x , x ) d (x ,x )
exp 1 + exp

t t

x N(i) l(x ) = l(x )

d (x , x ) d (x ,x )
exp 1 - exp

t t

x N(i) l(x ) = l(x )

0 else





l
ijW

 

 

 

式中： ( , )G i jd x x 表示样本点 ix 到样本点 jx 测地距

离； ( )iN 表示样本点 ix 的测地线局部邻域； ( )l  是

关于样本点的类别信息； t R 为调整参数。 

可以看出权值矩阵
l
ijW 整合了测地线局部邻 

域信息以及样本点类别信息。当测地线距离相等

时，类内相似度大于类间相似度。由于1 (1 exp   

( ( , ) )) 2G i jd t x x 且 0 (1 exp( ( , ) )) 1G i jd t   x x ，

这使得同一类别的样本获得更大的相似度，而不

同类别的样本相似度将降低。  

当连接权重矩阵
l
ijW 确定后，利用

l
ijW 替代式 

(3)中的W ，并求解相应的最小特征值与的特征向

量获得线性映射 lA  

4  ISOLPP 数值实验分析 

本小节将在各类数据集上验证论文提出的

ISOLPP 及 S-ISOLPP 算法的有效性。ISOLPP 算法

通过 5 种典型的三维空间数据集和用于高维数据

可视化实验的 Freyface 数据集[3]来验证；论文采用

UCI 数据库中的 Iris plant 数据库[5]验证 S-ISOLPP

在分类中的效果。 

实验选择了 6 种算法作为对比，包括非线性

流形学习方法 ISOMAP[3]，LLE[6]和 LE[7]，线性流

形学习方法 LPP[8]、统计数据学习方法 PCA[9]和论

文提出的线性流形学习方法 ISOLPP(S-ISOLPP)。 

实验首先选择了 5 种具有代表性的三维空间

数据集，如图 3 所示，包括 swiss-roll 数据集、

swiss-hole 数 据 集 、 two-peaks 数 据 集 、

toroidal-helix 数据集、punctured-sphere 数据集。

所 有 数 据 集 样 本 数 1000N  ， 分 别 使 用

ISOMAP，LLE，LE，LPP，PCA 和 ISOLPP 算法

将三维空间数据集向二维空间映射， 2d  。 

其中，LLE、LE 和 LPP 采用 k 最近邻法确定

邻域范围，且 k=20；LE利用权图G直接确定连接

权重矩阵，样本点之间如有连接则赋值为 1，否

则赋值为 0。ISOMAP 和 ISOLPP 都是基于测地线

的流形学习方法，其最短路径的计算都采用

Dijkstra 算法[4]，构建 Dijkstra 算法所需的图 G 采

用 k 最近邻法确定，kg=5。LPP 和 ISOLPP 采用热

核确定连接权重矩阵，热核参数选取 t=5。 
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（1）swiss-roll 数据集 

图 3(a)是三维 swiss-roll 数据集，为了更好地

验证本文提出的 ISOLPP的降维性能，将 swiss-roll

数据集在 z 轴方向缩小至原样本点的 0.75 倍，使

得样本点在 z 轴方向彼此更为“靠近”，对流形

学习方法的邻域判断要求更高。6 种方法对

swiss-roll 数据集的降维结果如图 4 所示，可见

ISOMAP以及论文提出的 ISOLPP能够获得很好的

降维效果，而 LLE、LE 不能很好地保持原有的全

局特性，LPP 和 PCA 则降维失败。 

       

(a) swiss-roll                      (b) swiss-hole                          (c) two-peaks 

    

(d) toroidal-helix                            (e) punctured-sphere 

图 3  三维空间典型实验数据集 
Fig. 3  Typical experimental data set in three-dimensional space 

         

(a) ISOMAP                            (b) LLE                             (c) Laplacian 

         

(d) LPP                                 (e) PCA                            (f) ISOLPP 

图 4  swiss-roll 数据集流形学习对比 
Fig. 4  Comparison of manifold learning in swiss-roll dataset 
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在第 2 节论文已就 LPP 在 swiss-roll 数据集上

降维时产生的欠拟合状态进行过讨论，邻域参数 k

的选取对 LPP 的降维效果影响极大，同样对于基

于局部邻域保持的 LE 和 LLE 算法也存在此类问

题。PCA 算法是基于全局统计特征的线性降维方

法，因此对 swiss-roll 这种非线性较强的数据集无

能为力。ISOMAP和 ISOLPP算法都是以采取测地

线距离为降维依据的流形学习方法，因此能够有

效降低邻域样本点判断失误的风险，避免欠拟合

状态的发生。2 种方法在寻找样本点之间最短路

径时，都只需输入一个小的固定参数 kg，就可以

较好的遍历整个样本点，获得流形的全局结构。 

(2) swiss-hole 数据集 

图 3(b)是三维 swiss-hole 数据集，数据集上有

一个“孔洞”，6 种学习方法对 swiss-hole 数据集

的降维结果见图 5。可见 LPP 和 ISOLPP 获得了较

好的降维效果；LLE虽是一种局部流形学习方法，

但依然不能根据流形局部结构在二维空间获得很好

的展开；ISOMAP、LE 受“孔洞”影响较大，

PCA 方法不能对非线性较强的流形结构进行估计。 

虽然 ISOMAP 和 ISOLPP 都是基于测地线距

离的流形学习方法，但是 ISOLPP采用的是热核方

法来确定连接权重矩阵，较大的测地距离会使得

样本间连接权重呈指数衰减，由“孔洞”产生的

较大测地距离对 ISOLPP的影响并不大，因此相比

于 ISOMAP，ISOLPP 能够获得更好的降维效果，

同理 LPP 选择合适的邻域也能获得好的降维效

果。LE 受“孔洞”影响较大的原因在于邻域判断

时，原本在流形上相近的样本点，由于“孔洞”

的影响而被判为在图 G 上没有任何连接关系的样

本点，因此不能保持原有的流形结构。 

(3) two-peaks 数据集 

图 3(c)是三维 two-peaks 数据集，在 4 个极值

处流形曲率较大，各种流形学习方法对 two-peaks

数据集的降维结果如图 6 所示。相比于其他五种

学习方法，ISOLPP 获得了最好的降维效果。 

在流形曲率较大的地方，LLE，LE 和 LPP 直

接采用欧氏距离判断邻域范围，显然会造成样本

点在低维空间的映射堆积，同时也破坏了流形的

原有结构。ISOLPP和 ISOMAP都是基于测地线的

流形学习方法，因此更能反映流形的全局特性。

如前所述，ISOLPP 采用热核方法确定连接权重矩

阵，测地距离较远的样本点之间的影响力较低，

ISOLPP 更侧重于流形的局部特性，因此在 two- 

peaks 数据集上，ISOLPP 反映的局部特性要比

ISOMAP 要好。 

       
(a) ISOMAP                       (b) LLE                            (c) Laplacian 

     

(d) LPP                         (e) PCA                          (f) ISOLPP 

图 5  swiss-hole 数据集流形学习对比 
Fig. 5  Comparison of manifold learning in swiss-hole dataset
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(a) ISOMAP                        (b) LLE                         (c) Laplacian 

        

(d) LPP                           (e) PCA                         (f) ISOLPP 

图 6  two-peaks 数据集流形学习对比 
Fig. 6  Comparison of manifold learning in two-peaks dataset 

         

(a) ISOMAP                         (b) LLE                         (c) Laplacian 

         

(d) LPP                           (e) PCA                          (f) ISOLPP 

图 7  toroidal-helix 数据集流形学习对比 
Fig. 7  Comparison of manifold learning in toroidal-helix dataset 

(4) toroidal-helix 数据集 

图 3(d)是三维 toroidal-helix数据集，所有样本

点都处于一个闭合螺旋曲线上，各种流形学习方

法对 toroidal-helix数据集的降维结果如图 7所示，

可见 6 种方法从不同角度，保持了原始流形的部

分特性：ISOMAP 在测地线距离上将所有样本点在

二维空间展开；LLE 在低维空间保持了邻域样本点

之间的相对距离；LE保持了样本集的权图G结构；

LPP 和 ISOLPP 则保持了邻域样本点之间的权重关

系(欧式距离及测地距离度量)；PCA 从数据集的全

局统计特性出发，保留了样本点的主要信息。 

(5) punctured-sphere 数据集 

图 3(e)是三维 punctured-sphere 数据集，各种

流形学习方法对 punctured-sphere 数据集的降维结

果如图 8 所示。本文提出的 ISOLPP 能够获得与几

种主要的非线性流形学习方法的相似降维效果。 
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(a) ISOMAP                            (b) LLE                          (c) Laplacian 

         

(d) LPP                                (e) PCA                          (f) ISOLPP 

图 8  punctured-sphere 数据集流形学习对比 
Fig. 8  Comparison of manifold learning in punctured-sphere dataset 

5  结论 

通过对 5 种典型数据集的数值实验，本文提

出的 ISOLPP不仅能够继承LPP具有显式投影矩阵

的优点，而且通过利用测地线距离代替欧式距离

建立样本之间的连接关系，可以克服欠拟合状态

的发生。在某些数据集上，ISOLPP 方法甚至比几

种经典的非线性流形学习方法的降维效果还要

好，能够显著提高算法的适应性。 
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