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摘要：针对工业过程中存在的时滞和非线性特性，提出了一种基于核慢特征分析的高斯过程回归建

模方法。该方法通过模糊曲线分析充分挖掘工业数据中的时滞信息，求出数据中的最优时滞，并进

行建模数据的重构；通过核慢特征分析方法对重构数据进行非线性的特征提取；基于提取后的特征

建立高斯过程回归(GPR)模型。通过对脱丁烷塔塔底丁烷浓度软测量的仿真实验，验证了方法的有

效性与性能。 
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Abstract：A Gaussian process regression modeling method based on kernel slow feature analysis is 

proposed to deal with the time delay and nonlinear characteristics in industrial processes. The time delay 

in the industrial data is effectively extracted by fuzzy curve analysis and the optimal time-delay in the data 

is obtained. The model data is reconstructed based on the optimal delay. The method of kernel slow 

feature analysis is used to extract the nonlinear features of the reconstructed data. The Gaussian process 

regression model is established based on the extracted features. The effectiveness and performance of the 

method are verified by the simulation experiment of the soft measurement of butane concentration at the 

bottom of the de-butane tower. 
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引言1 

在实际工业过程中，一些关键变量的测量对于

生产高质量的产品至关重要。但是在现有技术条件

和经济代价等问题的约束下，使得直接获取关键变
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程建模及优化、软测量技术。 

量变得十分困难。因此，在这样的背景下，软测量

技术应运而生[1-2]。常见的软测量建模方法如偏最

小二乘[3]、神经网络[4]、最小二乘支持向量机[5]等

都可以取得良好的预测结果。高斯过程回归

(Gaussian process regression，GPR)[6-7]由于其具有

预测精度高，超参数容易确定，输出具有概率意义

等优点，近几年被广泛应用于软测量建模。因此选

取高斯过程回归作为本文的建模方法。 

建模过程中，一般都会对过程数据预先进行

特征提取。常用的特征提取方法有：线性的主成

1
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分分析[8]和独立主元分析[9]，以及非线性的核主

元分析[10]，但它们仅从变量的角度出发去构造新

的成分，而并未考虑样本之间的变化情况。慢特征

分析[11](slow feature analysis，SFA)作为一种新的特

征提取方法，能够从样本的角度出发，分析样本的

变化情况，提取出一部分最缓慢的特征代表过程的

本质特征。近年来 SFA 得到了各个研究领域的关

注，并且取得了广泛的应用，例如，盲信号分离[12]、

软测量建模[13-14]、行为识别[15]、故障诊断[16]以及

遥感[17]。然而现有的慢特征分析方法多是基于多

项式扩展，其处理非线性的能力较弱。当数据的

维度较大时，多项式扩展会引起维数灾难，也有

可能会造成数据的过拟合。针对工业过程中的强

非线性和高维特征，通过引入核函数扩展的核慢

特征分析[18-19](kernel slow feature analysis，KSFA)

代替多项式扩展的慢特征分析，加强了对非线性数

据的特征提取能力，从而实现对工业过程中的非线

性特征信息的有效提取。 

实际的生产过程中输入输出数据会存在显著

的时间滞后，如物料流动引起的传输时延、信号传

输带来的纯时延等。若对这些时滞置之不理，会导

致输入和输出变量之间的因果关系发生变化，从而

导致建模精度的下降。因此，为了确保建立的软测

量模型能够在较长时间内实现输出变量的精确预

测，有必要引入过程中的时滞信息。 

如何准确估计输入和输出之间的时延变得尤

为重要。因为实际工业过程工艺复杂，所以根据过

程工艺进行时延估计[20]是十分困难的。Zhang 等[21]

通过构建输入变量和输出变量的相关系数来估计

时延，由于只考虑了变量之间的线性关系，对于非

线性工业过程建模可能得不到理想的预测精度。阮
宏镁等[22]通过差分估计(difference estimation，DE)

算法优化过程变量间的联合互信息来确定时延，但

是智能优化算法容易陷入局部最优，且联合互信息

分析相关性时计算复杂度较高，运行时间较长。模

糊曲线分析(fuzzy curve analysis，FCA)方法[23]最早

用于确定对输出变量重要的输入变量。本文通过引

入不同的时滞信息扩展输入变量，通过 FCA 构造

输入变量和输出变量之间的模糊逻辑，从而确定对

输出变量最重要的输入变量所对应的时滞，得到各

输入变量对应的最优时滞信息。这种方法的优点在

于计算复杂度较低，能够直观有效准确的确定出各

输入变量的最优时滞信息。 

综合上述分析，同时考虑实际工业过程中的时

延和非线性特性，提出了基于核慢特征分析和时滞

估计的高斯过程回归建模方法。该方法通过 FCA

挖掘出各辅助变量的最优时滞，进行数据重构；并

且对重构的数据进行核慢特征分析，基于提取出的

非线性特征进行高斯过程回归软测量建模。最后，

通过脱丁烷塔数据建立的软测量模型对本文方法

进行了有效性验证。 

1  基于核慢特征分析的 GPR 建模 

1.1 慢特征分析(SFA)描述 

SFA 算法[11]的目标是从大量的时序输入数据

中，提取出一部分变化最缓慢的成分来表征过程变

量中蕴含的固有属性，其数学描述如下： 

给定一个 p 维的时序输入信号 X(t)={x1(t), 

x2(t),…xp(t)}，SFA 算法旨在找到一个 q 维的变换

函数 G(x)={g1(X),g2(X),…gq(X)}，使得 q 维的输出

信号 S(t)={S1(t),S2(t),…Sq(t)}变化尽可能缓慢。其

中 Sj(t):=gj(X(t))，j [1,2,…,∈ q]。SFA 算法最终转化

为一个优化问题： 
2min ( ( )) : j j t

S t S  (1) 

且满足约束条件： 

0j t
S  (2) 

2( ) 1j t
S ， (3) 

0,  i j t
S S i j ， (4) 

式中： jS 为 Sj的一阶导数； 
t
为时间平均。 

式(1)为优化目标函数，使得输出信号变化最

为缓慢；式(2)表示的零均值约束，仅仅是为了简

化问题的求解；单位方差约束(3)不但对输出信号

的尺度进行了归一化，还避免了常值解的出现，使

2
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输出信号必须包含一定的信息；式(4)保证了输出

信号的各个分量之间是不相关的，避免了冗余信号

的出现。除此之外，慢特征根据其变化快慢进行排

序，若按升序排序，即 S1(t)是最缓慢的特征，S2(t)

是次缓慢的特征，以此类推。 

当变换函数 ( )jg  为线性时，此时每个慢特征 

Si 都是输入变量的线性组合，即： 

( ) ( ) X X wj j jS g t  (5) 

由于 X(t)已经预先进行了均值化处理，因此满

足式(2)的约束条件。式(1)优化目标和约束条件(3)

可以重写为： 

2

2 T

2 2 T

min ( ( )) min = 

                        min ( ( ) ) min

. .  ( ) ( ( ) )    =1   

j j t

j j jt

j j j jt t

S t S

t

s t S t

 

 

  



X w w Aw

X w w Bw

 (6) 

式中： T( ) ( )A X X
t

t t  ， T( ) ( )B X X
t

t t ，进而

公式(6)的优化求解问题等价于如下的广义特征值

分解问题： 

AW BWΛ  (7) 

式中： 1( , ) Λ q 为广义特征值构成的对角矩阵

且 1 2     q ，W=（w1,…wp）为对应的广义

特征向量矩阵。式(1)的优化目标正是对角矩阵 Λ
中的主对角元素。 

T T

T T
( ( ))


   

w Aw w Bw

w Bw w Bw
j j j j j

j j
j j j j

S t  (8) 

当变换函数 ( )jg  为非线性时，此时的变换函 

数可以等效为线性变换函数在非线性空间的扩展，

多项式扩展为常用的扩展方式，以二阶多项式扩展

为例[11]，定义如下： 

1 1 1 1 2( ) [ , , , , , , ]V x p p px x x x x x x x    (9) 

经过二阶扩展后， ( )V x 的维度由 p 维变成了

L 维，其中 L=p+p(p+1)/2。将 ( )V x 进行均值化处

理后得 V(x)，将 V(x)替换式(5)中的 X(t)，就将非

线性情况转化成了线性情况。 

通过对式(7)求取广义特征值，获得相应的特

征向量矩阵W，即可求取相应的慢特征 S=X(t)·W，

为了方便计算，式(7)的广义特征值分解通常会被

转化为两次简单的特征值分解(SVD)问题，推导流

程如图 1 所示。 

 

图 1  SFA 流程图 
Fig. 1  Flow chart of SFA 

1.2 基于核慢特征分析(KSFA)的特征提取 

由于实际工业过程存在着非线性特征，为了加

强对非线性过程的处理能力，慢特征分析一般会采

用多项式扩展的方法，但当数据的维度较大时，多

项式扩展往往会导致维数灾难，严重影响算法的速

度和实际建模的精度。同时，采用多项式扩展的方

法并不能显著提高算法的精度，特别是对于一些高

维度且存在较强非线性特征的工业过程。 

核慢特征分析通过采用核函数扩展代替多项

式扩展，从而加强对非线性数据的处理。通过核函

数变换将原始的低维数据映射到高维空间  ：

( )x x ，然后在高维空间里进行数据处理。核

函数的选取有多种选择，本文选择泛化和平滑估计

能力强的高斯核函数。 
2

T( , ) ( ) ( )=exp( )


  
x x

x x φ φ
i j

ij i jK K i j
c

 (10) 

式中：xi、xj为任意的样本； ( ) ( )i j,φ φ 为 xi，xj 样

本在高维空间的映射。 

核函数确定后，将核函数扩展方法代替多项式

扩展从而加强对非线性数据的处理，从而实现核慢

特征分析的非线性特征提取。主要改进在于将经过

核函数扩展后的数据 K 代替二阶多项式扩展的

V(t)，优化目标就转换为： 
2

T

min ( ( )) min ( )

                        min

j j t

T
j jt

S t   K w

w K K w



   (11)
 

同时优化目标求解问题等价于如下的广义特征值

分解问题： 

3
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AW B WΛk k  (12) 

式 中 ：
TA K Kk t
  表 示 K 的 协 方 差 阵 ；

TB K Kk t
表示 K的协方差阵。 

通过对式(12)求取广义特征值，可求出相应的

特征向量矩阵 W，进而求取相应的核慢特征

Sk=K·W，求取的核慢特征 Sk 即可代表从工业过程

数据中提取的非线性特征。式(12)的求解，也可以

简化为两次 SVD 分解。 

1.3 GPR 软测量模型的建立 

传统的核慢特征回归(KSFR)方法
[24]

，可以理

解为首先通过 KSFA 进行非线性的核慢特征的求

取，然后基于求出的核慢特征进行最小二乘回归建

模。然而在存在强非线性的实际工业过程中，即使

采用了 KSFA 进行了非线性的特征提取，但是采用

线性的最小二乘回归建模方法还是难于建立较为

准确的模型，依然会导致建立的模型精度不高。为

了避免这种线性建模方法带来的不足，进一步提升

模型的精度，本文选择 GPR 作为建模方法。 

GPR 是基于贝叶斯理论和统计学习理论发展起

来的一种机器学习方法，不仅能够得到预测输出，

而且同时给出预测值的估计方差，适于处理高维数、

小样本和非线性等复杂回归问题。因此本文选取

KSFA 进行非线性特征提取，然后基于提取的非线性

特征进行 GPR 建模，能够实现更高的建模精度，更

加符合实际的工业过程特点。GPR 算法的描述如下： 

给定一个训练样本集 D NR X 和 y NR ，其

中 D 代表样本的维数，N 代表样本的个数。对于

一个新来的测试样本 x*
可以由式(13)–(14)分别得

到预测输出的均值和方差。 
* * * 1( ) x k C yy  (13)  

*

2 * *T 1 *( )  x k C k
y

k  (14) 

式中： * * *
1[ ( , ), ( , )]k T

Nk x x k x x 是训练样本和测

试输入之间的 N×1 维协方差矩阵；C是训练样本之

间的 N×N 维协方差矩阵；k 是测试输入和自身的协

方差。 

本文采用的是平方指数协方差函数
[6]
： 

2 T

1 2

1
( , ) exp( ( )

2

                 ( ))



 

  

 

x x x x

x x

i j f i j

i j ij n

k

M  (15)
 

式中：当 i=j 时， 1ij  ，否则为 0，M=diag(l2)；

l 为方差尺度； f 为信号方差。
 

协方差函数的确定，需对其中的未知参数
2 2[ , , ]f nM  θ 进行估计，一般可以采用极大似然

估计求解： 

11 1
( ) log(det( )) log(2π)

2 2 2
T N

L    θ C y C y  (16) 

首先将参数 θ设置为一个合理范围的随机值，

然后通过共轭梯度法进行寻优，以获取参数 θ的最

优值。 

2  基于模糊曲线分析的变量时滞估计 

2.1 模糊曲线分析算法 

模糊曲线法(FCA)最早由 Lin 等
[23]

提出，用于

选择重要的输入变量。该方法通过构建输入和输出

变量之间的模糊逻辑，从而确定对输出变量重要的

输入变量。假设有 m 个输入变量{xi,i=1,2,…,m}和

输出变量 y，采集到的样本个数为 n，令 xik为第 k

个样本的第 i 个变量，yk为对应的输出变量。对于

每个输入变量 xi,i=1,2,…,m在第 k个样本处的模糊

隶属度函数 ( )ik i x 定义为： 

2( ) exp(( ) ), 1,2,3,


 
x

x ik i
ik i

x
k n

b
  (17) 

式中： ik 为变量 xi 所对应的第 k 个样本点的输入

变量模糊隶属函数， ik 这里选取为高斯函数；b

选取为输入变量 xi 范围的 20%。因此对于 n 个训

练样本对应的每个输入变量都有 n 条模糊规则，其

中第 k 个规则描述为：Rk :if xi is  ik (xi),then y is yk。 

通过式(18)对输入变量 xi进行重心去模糊化，

计算得到其对应的模糊曲线为 ci。进一步通过式

(19)，可以计算出模糊曲线 ci 的变化范围 Rci。若

得到的 Rci 越大，表明此时输入变量对于输入变量

越重要。 
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1

1

( )
( )

( )















x
c x

x

m

ik i k
k

i i m

ik i
k

y
 (18) 

max( ) min( ) i i iRc c c  (19) 

由于共有 m 个输入变量，故能得到 m 个 Rci，将

Rci大小按降序排列，可以得到各输入变量的重要性。 

2.2 模糊曲线法估计变量时滞 

在软测量建模过程中，针对有时延的数据，通

过模糊曲线法计算其最优时滞，其关键的一点在于

将滞后时间的确定转化为求取重要输入变量的选

择
[25]

。对于时延过程，通过引入时滞信息，原有

的输入变量 xi 转变为 Tmax+1 维：{xi(t),xi(t–1),…, 

xi(t–d),…,xi(t–Tmax)}，其中 t 为输出变量的采样时

刻，d 为待确定的时滞变量，Tmax 为最大的变量时

延 值 。 根 据 模 糊 曲 线 法 原 理 ， 将 {xi(t), 

xi(t–1),…,xi(t–d),…,xi(t–Tmax)}转化为Tmax+1个待选

输入变量，从中选取一个最重要的变量 xi(td)，则

d 即为该输入变量所对应的最优时滞。假设求取出

各输入变量的最优时滞分别为 d1,d2,…,dm，则重构

后的样本数据如图 2 所示，其中 m,n 分别表示样本

维度和样本个数。 

 

图 2  重构后的数据 
Fig. 2  Reconstructed data 

3  基于核慢特征分析和时滞估计的

GPR 建模的具体建模步骤 

本文的建模流程如图 3 所示。 

 

图 3  基于核慢特征分析和时滞估计的 GPR 建模流程图 
Fig. 3   Modeling flow chart of FCA-KSFA-GPR method 

5

Peng and Xiong: GPR Modeling Method Based on Kernel Slow Feature Analysis and Tim

Published by Journal of System Simulation, 2019



第 31 卷第 8 期 Vol. 31 No. 8 

2019 年 8 月 彭慧来, 等: 基于核慢特征分析和时滞估计的 GPR 建模 Aug., 2019 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 1567 • 

具体的建模说明如下： 

1) 训练部分 

step 1：获取训练样本数据集{ ( ) ( )} X t y t ， ， 

t =1,2,3,...,N，对该数据集进行标准化后，根据过程

机理及经验，确定出最大时滞估计 Tmax。 

step 2：对于每一个输入变量 xi，i=1,2,…,m，

进行 Tmax+1 维扩展，得｛xi(t),xi(t–1),…,xi(t–d),…, 

xi(t–Tmax)｝，根据模糊曲线分析法，由式(19)可确定

出最优的时滞变量 xi(td)，将求出的各输入变量的

最优时滞记为 d1,d2,d3,…,dm，并按照图 2 所示将训

练样本数据进行重构。 

step 3：将重构的训练样本标准化，并进行高

斯函数的核化处理，将此时数据记为 K tr
 ，并对其

进行中心化处理得 Ktr。 

step 4：对Ktr作白化处理，即得到 TZ K Qk tr K ，

其中 1/2 TQ Λ UK 为白化矩阵，可通过对 Bk  
TK Ktr tr t

进行 SVD 分解得到，即 TB UΛUk ，值

得注意的是里有可能存在特征值极小的情况，本文 

设置了阈值 ε=1×10-6。当 / max( ) si si 小于阈值 ε， 

则舍去该特征值。 

step 5：定义 TA Z Zk k k t
，对其进行 SVD 分

解得 TA W ΩWk k k ，即可得到特征向量 TW Q Wk k

和相应的核慢特征 S K Wtr tr 。 

step 6：采用交叉验证法来确定最佳的核慢特

征个数并将此时的特征向量和相应的核慢特征分

别记为W，Str。 

step 7：通过{Str,y}建立高斯过程回归模型。 

2) 测试部分 

step 1：对于测试样本，根据训练样本所得的

d1,d2,d3,…,dm重构测试样本，并进行标准化，记此

时的数据为 K te
 。 

step 2：对 K te
 作中心化处理，得 Kte，利用训

练样本所得特征向量 W，即可求出测试样本的核

慢特征 Ste=KteW。 

step 3：将 Ste代入训练样本建立好的高斯过程

回归模型中，即可实现对测试样本的预测。 

4  仿真研究 

脱丁烷塔过程是石油炼制生产过程中脱硫

和石脑油分离装置的重要组成部分[26]，主要任务

是减少脱丁烷塔底部的丁烷浓度。该过程共有 7

个辅助变量分别为：x1 顶层温度；x2 顶层压力；

x3 回流流量；x4 塔顶产品流出量；x5 第 6 塔板温

度；x6 底层温度 1；x7 底层温度 2 和 1 个主导变

量脱丁烷浓度。整个样本集共有 2394 个样本，

采样时间为 12 min，本文选取脱丁烷塔前 1000

组样本作为建模数据。脱丁烷塔 C4 浓度分析仪

的安装位置，使得 C4 浓度大约存在 30~75 min

的滞后，因此辅助变量和主导变量存在大约

45~90 min 的滞后[20]，则时延参数 di 的范围大约

为 4~8，仿照参考文献[22]的做法，设置辅助变

量的最大时延为 19，共得 140 个候选变量。 

本文选取了 FCA 对输入变量确定最佳时滞，

由 FCA 可得 7 个辅助变量所对应的最优时滞为

[7,8,6,16,6,6,0]。以脱丁烷塔的前 6 个辅助变量为

例，图 4 给出了如式(19)所示不同时延所对应的 Rc

的值。由图可知对前 6 个辅助变量，当时滞分别为

[7,8,6,16,6,6,0]时，对应的 Rc 最大，表明进行时滞

估计后的变量与原变量相比，对于主导变量的贡献

性更大，同时和主导变量的因果性更强。 

图 5 中的(a)和(b)分别展示了训练样本和测试

样本经过KSFA提取后的4个变化最缓慢的核慢特

征，可以发现 4 个核慢特征变化情况都不同。第 1

个核慢特征时变化最缓慢，且越往后的慢特征变化

越快。通过比较训练样本和测试样本的核慢特征，

可以发现两者的变化趋势基本保持一致，进一步表

明 KSFA 可以有效地提取变化缓慢的信息。 

为了进一步研究本文方法的有效性，将几种不

同的建模方法进行了仿真结果对比分析。方法 1

为传统GPR方法；方法2采用考虑时滞信息的GPR

方法(简记为 F-GPR)；方法 3 采用考虑时滞信息，

并通过二阶多项式扩展的 SFA 特征提取的 GPR 方

法(简记为 FS-GPR)；本文方法为考虑时滞信息，
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通过 KSFA 特征提取的 GPR 方法 ( 简记为

FKS-GPR)。本文方法的高斯核宽度，通过多次试

验设置为 5.1。为了更好的对预测结果进行评价，

本文选取均方根误差（RMSE）和跟踪性能[7]（TP）

作为性能指标，其定义为： 

 2
ˆRMSE

N

i i
i

y y N   (20) 

2 2TP 1 error property    (21) 

式中：yi 表示真实值； ˆiy 表示预测值；N 为测试样

本的个数； 2 error 表示真实值和预测值之间的误差

方差； 2 property 为真实值的方差。 

 

图 4  前 6 个输入变量不同时延所对应的 Rc 值 
Fig. 4  Rc value of different time delay in the first six input variables 

      

(a) 训练样本提取的 4 个变化缓慢的核慢特征          (b) 测试样本提取的 4 个变化缓慢的核慢特征 

图 5  训练样本和测试样本提取的 4 个变化缓慢的核慢特征 
Fig. 5  Four slowest kernel slow features extracted from training data and testing data 
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表 1 给出了 4 种建模方法的预测结果比较，根

据均方根误差比较可知，本文方法的 RMSE 是最小

的，而传统 GPR 方法最大。F-GPR 由于考虑了过

程数据的时滞信息，致使重构后的数据对主导变量

的贡献率增强，且更加符合实际生产过程中因果关

系，因此相对于 GPR 方法预测精度更高，跟踪系数

更高。FS-GPR 方法相对于 F-GPR 方法，考虑了将

时滞后重构数据进行了特征提取，因此具有更小的

RMSE 和更大的 TP，这是因为慢特征分析作为一种

无监督的特征提取方法，能挖掘数据中的部分先验

知识，以提高软测量模型的精度，达到良好的预测

效果。本文方法与 FS-GPR 方法不同的在于引入核

函数扩展来替代二阶多项式扩展，对于实际工业过

程，由于过程中往往会存在着比较强的非线性，虽

然 FS-GPR 方法也采用了二阶多项式扩展来实现对

非线性数据的处理能力，但是这种方法的弊端在处

理强非线性数据和高维数据的时候，表现的比较明

显，而本文方法采用 KSFA 来提取非线性特征，就

避免了这种问题，因此得到了更好的预测效果。 

表 1  4 种建模方法的预测结果比较 

Tab. 1  Comparison of prediction results of four modeling 
methods 

建模方法 RMSE TP 

GPR 0.043 9 0.761 5 

F-GPR 0.037 4 0.826 6 

FS-GPR 0.032 3 0.870 6 

FKS-GPR 0.028 5 0.899 8 

 
图 6 给出了 4 种建模方法更详细的预测结

果，从图中可清晰地看出，本文方法相对于其它

3 种方法真值和预测值之间的偏差更小，因而能

够更好地跟踪实际测量的 C4 浓度，实现更高的

预测精度。

 
(a) GPR 

 
(b) F-GPR 

 
(c) FS-GPR 

 

(d) FKS-GPR 

图 6  4 种建模方法的预测结果图 

Fig. 6  Prediction results of the four modeling methods 
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为了更加直观地展现所得效果，图 7 给出了

4 种建模方法的散点图，散点越接近于中间 45°

的黑色线，表明预测值越接近于真实值，软测量

建模精度越高。由图 7 可清晰地看出本文方法建

立模型得到的脱丁烷塔 C4 浓度散点更加接近于

黑色线，因此本文所提出的软测量建模方法能够

有效地提高预测精度。 

 

图 7  4 种建模方法的散点图 
Fig. 7  Scatter plot of four modeling methods 

5  结论 

本文提出了一种基于核慢特征分析和时滞估

计的高斯过程回归建模方法。针对实际工业过程的

时滞特性，采用模糊曲线法进行分析，从而得到每

个输入变量的最优时滞。同时由于实际工业数据存

在着非线性特性，通过核函数对慢特征分析进行扩

展，以更好地挖掘出工业数据中的非线性特征，反

映过程中的数据变化特性，最后基于提取后的特征

进行高斯过程回归建模。通过对脱丁烷塔数据的仿

真实验，表明本文方法的优越性。 
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