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低强度磁场作用下 Hunt 流的稳定性分析 

董帅，李爽，叶学民 
(华北电力大学能源动力与机械工程学院，河北 保定 071003) 

摘要：矩形管道内导电流体在磁场作用下的流动稳定性对材料的制备、热核聚变冷却系统的设计和

运行均有重要意义。采用非正则模态稳定性分析方法，对 Hunt 流进行了数值模拟，获得了 4 种模态

下初始扰动的增长特征及空间分布，分析了低强度磁场对流动稳定性的影响。结果表明，哈特曼数

Ha 较小时，4 种模态下的扰动均呈瞬态增长；Ha 较大时，4 种模态下的扰动出现两种增长模式：类

型为模态 I、III、IV 的扰动仍呈瞬态增长，模态 II 的扰动呈指数增长，此时流场稳定性与射流有关。 
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Flow Stability of Hunt Flow under Low-intensity Magnetic Field 
Dong Shuai, Li Shuang, Ye Xuemin 

(School of Energy Power and Mechanical Engineering, North China Electric Power University, Baoding 071003, China) 

Abstract: The stability of conducting fluid flow in ducts under magnetic field is vital to materials 
preparation and the design and operation of thermonuclear fusion cooling system. A model of MHD duct 
flow which is known as Hunt’s flow is simulated by non-normal mode stability analysis in this study.. The 
amplification and distribution of optimal primary perturbations are obtained by solving iteratively the direct 
and adjoint governing equations with respect of the perturbation variables. Four modes of perturbations 
with different symmetries in the space are considered, and the effect of the low-intensity magnetic field is 
also taken into account. The results show that, when the Hartmann number Ha is small, the perturbations in 
the form of different modes exhibit transient growth. By contrast, when Ha is large, these perturbations 
behave differently: the perturbations in the form of mode I, III and IV grow transiently; the perturbations of 
mode II grows exponentially, meanwhile, the flow stability is related to jets. 
Keywords: Hunt’s flow; stability; non-normal mode; transient growth; exponential growth 

引言1 

导电流体在磁场中运动会产生感生电流，该

电流与磁场相互作用产生洛伦兹力，从而改变流场

速度分布[1]，进而影响管道的换热效率及安全性。

                                                        
收稿日期：2017-06-29      修回日期：2017-11-26; 
基金项目：国家自然科学基金(11302076)，河北省自

然科学基金(A2014502047)，中央高校基本科研业务

费专项资金资助(2018MS100); 
作者简介：董帅(1982-)，男，河北辛集，博士，讲

师，研究方向为磁流体力学及流动稳定性分析等。 

20 世纪 30 年代，Hartmann 等对液态金属汞在磁场

作用下流动特性的实验研究被认为是磁流体力学

科的开端，随后该类流动问题引起广泛关注。材料

制备过程中的非接触式电磁控制[2]，电磁搅拌[3]、

热核聚变冷却系统的设计和制造[4]等都需要通过

磁场来控制导电流体的流动。其中，矩形管道内导

电流体在磁场作用下的流动稳定性在这些实际生

产中都有重要应用。 

导电流体在矩形管道中的流动会形成两类边

1
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界层—垂直于磁场的哈特曼边界层和平行于磁场

的侧边界层[5]，这两类边界层靠近的壁面分别称为

哈特曼壁和侧壁。20 世纪 50 年代，Shercliff[5]在

Hartmann 等的基础上研究了法向磁场作用下导电

流体在壁面绝缘矩形管道内的流动特性，推导了磁

流体力学方程，得到了二维充分发展流动的速度分

布。Hunt[6]研究了法向磁场作用下哈特曼壁导电、

侧壁绝缘的二维充分发展流动，发现在靠近侧壁处

形成两股射流，该流动随后被称为 Hunt 流。随后，

Branover[7]和 Müller 等[8]发现，壁面导电率也是影

响导电流体在中流动稳定性的主要因素之一。 

近年来，国内外学者对壁面导电率不同的矩形

管道内流动稳定性开展了较多的研究。Biau 等[9]

研究了无磁场作用下方管中流动的稳定性及其转

捩过程，发现最优初始扰动为流向漩涡，而诱发

转捩的则是初始能量更低的行波。Krasnov 等[10]

采用非正则模态稳定性分析方法研究了壁面绝缘

矩形管道流动的稳定性，他们发现，在磁场强度

较大时，扰动由于受到磁场的抑制，主要以流向

漩涡形式分布在侧边界层内，并不受管道截面宽

高比的影响。Priede 等采用正则模态方法分析了

Hunt 流[11]、壁面导电[12]以及壁面导电率为有限 

值[13]的情况下，导电流体在方形管道内的流动稳

定性，发现随磁场强度增加，在侧壁附近会出现

两股射流，且射流厚度不断变薄，并分别获得了

临界雷诺数 Rec、临界流向波数 αc 与哈特曼数 Ha

间的渐近关系式。为进一步探究射流稳定性的物

理机制，刘婵等[14]采用正则模态方法，对法向磁

场作用下导电流体在侧壁导电率不同、哈特曼壁

完全导电方形管道中的流动稳定性进行了分析，

发现哈特曼数 Ha 变化时，流动中存在 2 种不稳

定的流动状态。 

综上所述，学者们大多采用正则模态分析方

法或者非正则模态分析方法，研究导电流体在矩

形管道内的流动稳定性问题。需要指出的是，正

则模态方法侧重于考察初始扰动的指数增长(或

衰减)，分析相应的波数及其增长率与流场参数

(Re、Ha)等的关系，获得临界曲线分布。该方法

仅适用于扰动控制方程的特征解为正交的流动稳

定性问题，如热对流、泰勒-库埃特流等。而在处

理与本文类似的扰动控制方程的特征解是非正交

的情况时，采用上述方法得到的临界参数值往往

高于实验结果[15]，非正则模态方法的预测结果则

与之较为接近[16]。这是因为，采用非正则模态分

析方法可以考察非正交的初始扰动之间的相互作

用，在短时间内形成几何增长(瞬态增长)[17]，从

而导致主流失稳。然而，目前尚未报道过采用非

正则模态方法研究 Hunt 流的流动稳定性。因此，

本文采用非正则模态稳定性分析方法和数值模

拟，对低磁场强度下 Hunt 流的流动稳定性进行研

究，重点考察扰动的增长倍数及其空间分布，以

及哈特曼数、波数对流动稳定性的影响，探究磁

场影响导电流体的流动稳定性机理。 

1  物理模型与数值方法 

1.1 物理模型  

本文的研究对象为 Hunt 流，即外置稳恒均匀

的法向磁场作用下，不可压缩导电流体(液态金属、

电解质)在哈特曼壁导电、侧壁绝缘的方形管道中

的流动。该流动的物理模型如图 1 所示。其中，管

道截面边长为 d，外置磁场强度为B=B0e，e=(0,0,1)，

流体的密度、运动粘度和导电率分别为 ρ，υ和 σ，

x 方向为流向方向，y 方向为展向方向，z 方向为法

向方向。管道内的流动由压力梯度驱动，且体积流

量保持为定值。 

 
图 1  Hunt 流的流动示意图 

Fig. 1  Flow schematic diagram of Hunt flow 

2
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1.2 控制方程组 

本文针对低磁雷诺数下导电流体的流动，即只

考虑外界磁场对流场的作用，而忽略流场对磁场的

影响，无量纲控制方程组和边界条件为 

2

2

2

1( )

( ( ) )

0

( )

1, 0

1, 0

p
t Re

Ha
Re

y u v w
y

z u v w









        

     


 

  


      
 

      

u u u u

e u e e

u

u e
 (1) 

式中：u为速度矢量，u，v，w 分别为 x，y，z 上

的速度；ϕ，p 分别为电势、压力；L，U0 分别为物

理模型的特征长度、特征速度；其中 L=d/2，U0

为流场中的最大速度，磁场强度特征值为 B0，相

应的电势特征值为 σU0B0，时间和压力的特征值分

别为 L/U0 和 ρU0
2。同时，式中有两个重要的无量

纲参数：即，雷诺数 Re=LU0/υ，表征惯性力和粘

性力的相对大小；哈特曼数 Ha=B0L(σ/ρυ)1/2，表征

洛伦兹力和粘性力的相对大小。 

1.3 线性分析 

将控制方程组的解分解为基本流和扰动，则流

场中的物理量可表示为： 

p

p

p

p

p
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( , , )

u U y z t u

p P y z t p
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将式(2)代入式(1)，联立基本流的控制方程

组，并进行线性化处理，得到关于扰动的线性方

程组： 
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为考察扰动的增长情况及其空间分布，采用非

正则模态稳定性分析方法[18-20]，则扰动项可展开成

如下形式： 
ˆ ˆ( , , , , ) ( ( , , ), ( , , ),

ˆˆ ˆ( , , ), ( , , ), ( , , ))exp( )
p p p p pu v w p u y z t v y z t

w y z t y z t p y z t i x



 



 (4) 

式中：α为流向波数。为定量描述扰动的增长情况，

选取变量 E(t)用于表示扰动动能随时间的变化： 
* * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )d dE t uu vv ww y z    (5) 

式中：上标“*”代表变量的共轭复数。初始扰动的

增长或衰减倍数用下式表示：  
( )
(0)

E TG
E

  (6) 

式中：T 为所要考察的时刻；0 为初始时刻；G 为

扰动增长倍数。 

为获得 G 的最大值及其相应的最优扰动，采

用拉格朗日乘子法[17,21-24]求解，即引入原扰动场的

伴随场，通过在时间上循环迭代求解原始扰动变量

和伴随扰动变量分别满足的控制方程组，直至求解

过程收敛，以获取 G 的极值与对应的最优初始扰

动分布。具体求解过程如图 2 所示，图中顶标“^”

代表原始扰动变量场，顶标“~”代表伴随扰动变量。 

ˆ ˆ( , ,0)  ( , , ) 
                    

( , ,0)  ( , , ) 

u y z u y z T

u y z   u y z T



 
 

 

图 2  循环迭代 
Fig. 2  Cyclic iteration 

当雷诺数 Re 和哈特曼数 Ha 为定值时，某一初

始扰动会在某一特定流向波数 α、时刻 t 下，得到

3
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所有扰动增长倍数 G 的最大值，即最优扰动增长倍

数 Gmax，对应的流向波数、时刻分别称为最优流向

波数 αopt、最优时刻 topt。本文对 Re=5 000，Ha=0，

5，8，10，15，20 时，初始扰动的增长分别进行

计算。由于基本流在管道截面是对称分布的，扰动

的分布也具有不同的对称性，本文参考 Tatsumi[25]

以及 Uhlmann 等[26]的分类方法，将扰动分为 4 种

模态：模态 I(o，e)、模态 II(o，o)、模态 III(e，e)、

模态 IV(e，o)，“o”代表变量关于坐标轴奇对称，“e”

代表变量关于坐标轴偶对称，具体参见表 1。 

表 1  模态不同时扰动速度分量关于 y、z 轴的对称类型 
Tab. 1  Symmetry type of the velocity component of different 

modes in the Y and Z axis  
模态 I II III IV 

流向速度 û  (o, e) (o, o) (e, e) (e, o) 
展向速度 v̂  (e, e) (e, o) (o, e) (o, o) 
法向速度 ŵ  (o, o) (o, e) (e, o) (e, e) 

1.4 网格分布与程序验证 

本文采用二阶有限差分方法[23]求解关于扰动

的无量纲控制方程组。为了更好地求解流场结构，

采用正交化的非均匀网格，在近壁面处布置较多的

网格节点，从而可以更好的求解近边界层内的流场

结构，如图 3 所示。先进行网格无关性验证，在哈

特曼数 Ha 较小时，采用较少的网格节点(80×80)

即可精确求解流场结构，随哈特曼数增加，边界层

厚度变薄，需相应增加网格节点个数以及减少时间

步长来提高计算精度。 

 
(a) 均匀网格 

 
(b) 非均匀网格 

图 3  网格节点分布示意图 
Fig. 3  Sketch map of grid node distribution 

2  结果分析与讨论 

2.1 主流速度分布 

图 4 为雷诺数 Re=5 000 时，Ha=0，6，50，

100 时方形管道内 Hunt 流的速度分布。当 Ha=0

时，即不存在磁场作用时，流动状态为层流，如图

4(a)所示；当 Ha=100 时，即施加磁场后，感生电

流在流场中心区域处闭合，方向与磁场方向垂直，

产生了抑制流动的洛伦兹力，而在近侧壁处感生电

流与磁场平行，磁场的抑制效果减弱，此处的流动

速度高于中心区域，因此在近侧壁处产生了如图

4(b)所示的两股射流。此外，由图 4(c)可知，随磁

场强度增加，射流的厚度逐渐变薄，射流厚度

δ~Ha–1/2，速度梯度随之增大；本文得到的不同 Ha

下的速度分布与 Priede 等[11]的一致，验证了本文

计算结果的可靠性。 

2.2 无磁场作用时的流动稳定性 

本文首先计算 Re=5 000，Ha=0，即无磁场作

用时，4 种模态的扰动增长特征，并与文献结果进

行对比，之后再考虑加入磁场的情形，分析磁场对

流动稳定性的影响。 

4
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(a) Ha=0 

 
(b) Ha=100 

 
(c) 计算结果与文献[11]结果的对比 

图 4  Re=5 000，不同 Ha 时，管道内的速度分布 
Fig. 4  Velocity distribution when Re=5 000 and Ha is 

different 

图 5 为 Ha=0，不同模态下，扰动增长倍数 G

和流向波数 α 与时间 t 的关系。如图 5(a)所示，当

Ha=0，G 随着 t 的增加而逐渐增大，直到最大值

Gmax，此时对应的 t 和 α分别为最优时刻 topt和最优

流向波数 αopt；4 种模态下 G 随 t 的变化曲线均呈单

峰形式，即扰动呈瞬态增长，其中模态 I 和模态 IV

的 G 随 t 的变化趋势相近，得到的 Gmax相等，模态

III 的 Gmax值最大；当 t 较大时，模态 I 和模态 IV

的 G 值大于其他 2 种模态，表明这两种模态的扰动

更不稳定。而由 5(b)可知，4 种模态下 α均随 t 的增

大逐渐减小，最终趋于 0，且在同一 t 下对应的 α

基本相等。此外，本文的计算结果较好地符合了Biau

等[9]的结果，进而验证了所用程序的正确性。 

 
(a) G 随 t 的变化 

 
(b) α随 t 的变化 

图 5  Ha=0 时，不同模态下的 G，α与 t 的关系 
Fig. 5  Relationship between G, α and t under different 

modes when Ha=0 

图 6 为 Ha=0，α=0 时，不同模态下扰动速度

分量 û 和速度矢量的空间分布。由图 6 可知，4 种

模态下的扰动均以流向漩涡的形式分布在整个流

场区域，但它们的对称类型及结构不同。对比图

6(a)和 6(d)表明，模态 I 和模态 IV 的漩涡结构大

致相同，因无磁场作用，2 种模态在同一时刻 t

下的扰动增长倍数 G 相等，对应的流向波数 α也

相等(图 5)。 
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(a) 模态 I，t=280                                   (b) 模态 II，t=180 

     
(c) 模态 III，t=180                                (d) 模态 IV，t=280 

图 6  Ha=0，α=0 时，不同模态下扰动速度分量 û 和速度矢量的空间分布 
Fig. 6  Spatial distribution of the disturbance velocity component û  
and the velocity vector under different modes when Ha=0 and α=0 

2.3 磁场作用时的流动稳定性 

图 7 为 Ha=5，不同模态下的扰动增长倍数 G

和流向波数 α随时间 t 的变化。对比 Ha=0 的情形

(图 5)，Ha=5 时 4 种模态下的 G 与 t 的关系仍为单

峰曲线，α均随 t 的增大而减小，且 4 种模态下对

应的 α相等；施加磁场后，受磁场抑制作用，扰动

的最优增长倍数 Gmax 减小。当 t 较小(t≤25)时，4

种模态下的 G 值相等，随着 t 的增大，4 种模态的

G 值出现了明显的差异，当 25≤t≤93 时，模态 II

下的 G 值大于其他模态，而当 t>93 时，模态 III

的 G 值最大，当 t=126 时，模态 III 的 Gmax 值为全

局最大值。 

图 8 为 Ha=5，α=0 时，模态 II 和模态 III 扰动

速度 û 的空间分布。由图 8 表明，由于受到磁场的

抑制作用，流向漩涡的尺寸和作用范围均减小，侧

边界层厚度变薄。对比图 8(a)和图 8(b)可知，类型

为模态 II 的扰动模态主要分布流场中心区域，无

相互作用；而模态 III 对应的扰动存在一定的相互

作用，此时该模态下的 Gmax 值最大(图 7(a))，对应

的扰动最不稳定。 

图 9 为 Ha=8 时，不同模态下的扰动增长倍数

G 和流向波数 α 随时间 t 的变化。当 t 较小时，4

种模态对应的 G 值和 α 相等；t 较大时(t>23)，模

态 II 对应的 G 值大于其他模态，且随 t 的增长呈

指数增长，其余 3 种模态对应的 G 则随 t 增加而衰

减。此外，由图 9(b)可知，4 种模态的流向波数 α

均随 t 瞬间增长，后逐渐减小，模态 II 对应的 α最

终稳定于某一波数(α≈0.9)，而其他模态的波数随 t

的增长最终趋于 0。 
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(a) G 随 t 的变化                                    (b) α随 t 的变化 

图 7  Ha=5 时，不同模态下的 G，α与 t 的关系 
Fig. 7  Relationship between G, α and t under different modes when Ha=5 

      
(a) 模态 II，t=110                                    (b) 模态 III，t=126 

图 8  Ha=5，α=0 时，不同模态下扰动速度分量 û 的空间分布 
Fig. 8  Spatial distribution of the disturbance velocity component û under different modes when Ha=5 and α=0 

      
(a) G 随 t 的变化                                     (b) α随 t 的变化 

图 9  Ha=8 时，不同模态下的 G，α与 t 的关系 
Fig.9  Relationship between G, α and t under different modes when Ha=8 

 
 

7

Shuai et al.: Flow Stability of Hunt Flow under Low-intensity Magnetic Field

Published by Journal of System Simulation, 2019



第 31 卷第 8 期 系统仿真学报 Vol. 31 No. 8 
2019 年 8 月 Journal of System Simulation Aug., 2019 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 1612 • 

图 10 为 Ha=8，t=10，α=1.2 时，不同模态下

的扰动速度分量 û 的空间分布。由图 10 可知，t

较小时，随着哈特曼数 Ha 增大，4 种模态的扰动

空间分布形式类似，均以流向漩涡的形式分布在侧

边界层内，扰动之间不存在相互作用，此时 4 种模

态的扰动增长倍数 G 及对应的流向波数 α相等(图

9)，流场的稳定性与边界层稳定性类似。 

图 11 为 Ha=8，t=100 时，不同模态下的扰

动速度分量 û 的空间分布。随着时间 t 增大，扰

动结构均发生了明显的变化，其中，模态 II 的扰

动主要分布在射流区域，且呈指数增长，当 t 足

够大时，很可能导致流场失稳；其他模态的扰动

则基本分布在整个流场区域内，并且存在一定的

相互作用，由于受到磁场的抑制，扰动到达峰值

后缓慢衰减，流场最终趋于稳定。此外，对比图

10，11 可知，当 t 较小时，扰动主要被限制在侧

边界层内，无相互作用，流场稳定性与边界层稳

定性类似；t 较大时扰动则分布在射流区域，流

场稳定性与射流有关。 

图 12 为 Ha=10 时，不同模态下的扰动增长倍

数 G 和流向波数 α随时间 t 的变化。同 Ha=8，当

t 较小时，4 种模态对应的 G 和 α均相等，且在较

短时间内，模态 I 的 G 值大于其他 3 种模态，对应

的扰动最不稳定；随着 t 的增大，扰动仍出现两种

增长模式：模态 II 的扰动呈指数增长，而其他模

态的扰动呈瞬态增长，到达峰值后，受磁场的抑制

作用，流场最终趋于稳定。对比 Ha=8，随着 Ha

数增大，射流速度增大，扰动间相互作用增强，G

值增大(模态 I、III、IV)或增长速率增大(模态 II)，

此时更易使流场失稳。

      

(a) 模态 I                                         (b) 模态 II 

      
(c) 模态 III                                        (d) 模态 IV 

图 10  Ha=8，t=10，α=1.2 时，不同模态下扰动速度分量 û 的空间分布 
Fig. 10  Spatial distribution of the disturbance velocity component û under different modes when Ha=8, α=1.2 and t=10 
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(a) 模态 I                                          (b) 模态 II 

      
(c) 模态 III                                         (d) 模态 IV 

图 11  Ha=8，t=100 时，不同模态下扰动速度分量 û 的空间分布 
Fig. 11  Spatial distribution of the disturbance velocity component û under different modes when Ha=8 and t=100 

      
(a) G 随 t 的变化                                    (b) α随 t 的变化 

图 12  Ha=10 时，不同模态下的 G，α与 t 的关系 
Fig. 12  Relationship between G, α and t under different modes when Ha=10 
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图 13 为 Ha=15 时，不同模态下的扰动增长倍

数 G 和流向波数 α随时间 t 的变化。4 种模态对应

的 G 和 α在 t<6 的范围内均相等；当 6≤t≤18 时，

模态 I 的扰动增长倍数 G 最大；随着 t 的增大，模

态 II 的增长速率远大于其他 3 种模态，为流场中

最不稳定的模态。由于 Ha 增大，扰动受磁场的抑

制作用增强，其增长速率较 Ha=10 有所下降，但

仍会使流场失稳；其他 3 种模态的扰动在一定时间

范围内仍呈瞬态增长。 

图 14 为 Ha=20 时，不同模态下的扰动增长倍

数 G 和流向波数 α随时间 t 的变化。由图 14 可知，

4 种模态的 G 和 α随 t 的变化同 Ha=8，10，15，

对应的扰动仍出现两种不同的增长模式；由于哈特

曼数 Ha 的进一步增大，磁场强度增强，对扰动的

抑制作用也增强，显然，与 Ha=15 相比，扰动类

型为模态 II 时，G 的指数增长速率进一步减小，

其余 3 种模态的最优扰动倍数 Gmax 减小，相应的

topt 减小，最优流向波数 αopt 增大。 

综上可得，在 Hunt 流中同样存在 2 种不同类

型的稳定性机制，即边界层稳定性和射流稳定性：

一方面，在磁场作用下，近侧壁处产生射流，流场

结构发生改变，更易失稳；另一方面，磁场也会抑

制扰动的增长，使流动趋于稳定。总之，在对磁场

作用下的流动进行稳定性分析时，需要综合考虑上

述两种因素。 

      
(a) G 随 t 的变化                                  (b) α随 t 的变化 

图 13  Ha=15 时，不同模态下的 G，α与 t 的关系 
Fig. 13  Relationship between G, α and t under different modes when Ha=15 

      
(a) G 随 t 的变化                                   (b) α随 t 的变化 

图 14  Ha=20 时，不同模态下的 G，α与 t 的关系 
Fig. 14  Relationship between G, α and t under different modes when Ha=20 
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3  结论 

本文结合非正则模态稳定性和数值模拟方法，

研究了低强度磁场下 Hunt 流的流动稳定性，分析

了 Re=5 000，Ha=0，5，8，10，15，20 时 4 种模

态下初始扰动的增长模式，并比较了扰动的空间分

布及其演化规律，得出如下结论： 

1) 在磁场作用下时，流场内会产生射流，且

随磁场强度增加而速度增大，受磁场抑制作用，侧

边界层厚度变薄；扰动以流向漩涡的形式分布在整

个流场区域。 

2) 当 Ha 较小(Ha=0，5)时，4 种模态的扰动

均呈瞬态增长；随着 Ha 的增大，相应的最优扰动

增长倍数 Gmax 减小，但由于射流的产生，类型为

模态 I、III、IV 的扰动到达 Gmax 值后，受磁场的

抑制作用，逐渐衰减至 0，扰动呈瞬态增长。 

3) 当 Ha 较大(Ha=8，10，15，20)，t 较小时，

扰动集中在侧边界层，4 种模态的对应的 G 及 α

相等，流场稳定性与边界层稳定性相似；t 较大时，

模态 II 的扰动主要分布在射流区域，随时间 t 呈指

数增长，且增长速率在 Ha=10 时达到最大，此时

流场稳定性与射流有关。 
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