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多领域统一建模初始化变量选择分析 

李光远 
（重庆文理学院，重庆 402160） 

摘要：多领域统一建模中，为求解 DAEs (Differential Algebraic Equations) 需要解决初始相容性问题。

结构化分析可以验证初始相容性，求解部分初值并确定方程自由度，但无法确定需要初始化的变量。

错误地选择初始化变量可能极大地降低求解与仿真的效率，甚至导致失效。分析了 DAEs 初始相容

性问题，提出了基于 DM 分解(Dulmage and Mendelsohn Decomposition)的初始化变量选择策略，通

过 DM 分解将结构化分析得到的系统分解为两部分，对欠约束部分进行可达性分析，确定需要初始

化的变量。该方法可以有效地确定初始化变量，避免错误的选择。 
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引言1 

多领域统一建模过程中，为求解 DAEs 需要解

决初始相容性问题，包括初始相容性的验证与初始
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化变量的选择等[1]。确定 DAEs 的相容初始化条件

是判断模型合理性与有效性的基本要求，而找出相

容的初值是求解 DAEs，尤其是数值求解 DAEs 的

前提条件[2]。不相容的初始条件，常常会导致求解

的失效或极大地降低求解的效率。事实上，大部分

DAEs 求解的失效都发生在初始化阶段，或源于初

始化，不论高阶还是低阶的系统。关于 DAEs 初始

相容性的研究一直以来都受到了广泛的关注，也取

1
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得了大量的成果，比如：文献[3]提出了一种签名

方法( - 方法)对 DAEs 进行结构化分析，然后验证

其初始相容性，并从流形的角度对 DAEs 的相容初

始化问题进行了分析；文献[4-5]以分块的思想对签

名方法进行了改进，提高了结构化分析和初始化验

证的效率；文献[6]通过系统结构图的压缩变换，

以分层的方法对 DAEs 进行结构化分析，从而完成

系统初始相容性的验证；文献[7-8]在签名方法的基

础上提出了结合 Pantelides 算法[9]与哑导数方法[10]

的 DAEs 规范化方法，并以此处理结构化奇异系

统，解决冗余和不相容问题；文献[11]详细分析了

已有的一些初始化策略，包括依靠前解的热开始方

法、线性化方法、结构化分解法和决策变量的增量

释放法；文献[12]采用加权二部图对 DAEs 结构化

分析进行了研究，得到的结果可以有效地证明

DAEs 的初始相容性；文献[13]讨论了在 Maple 软

件包 deaSolve 中解决常系数 DAEs 初值问题的方

法；文献[14]提出了一种基于投影优化约束方法计

算 DAEs 相容初始值的方法。 

DAEs 的本质特征隐含了对初值变量的约束，

所以相容的初值有时可以根据物理条件确定，但更

多的时候需要基于变量之间的关系来计算，而不是

以实际问题的状态来指定。相容的初值往往很难确

定，上述方法部分基于粗略的假定，希望随着求解

的进行可以快速进入一种稳定状态，从而任何粗略

的初始误差都能快速地被抑制下来；而另一些方法

只是求解了部分变量的固定初值或证明了初始相

容性，对自由度范围内需要初始化的变量却没有明

确如何选择。很显然，不可能对所有的变量都进行

初始化。因此，需要对 DAEs 进行分析，确定哪些

变量是自由变量，需要进行初始化。错误地选择初

始化变量可能极大地降低模型求解与仿真的效率，

甚至导致求解与仿真的失效。所以，选择需要初始

化的变量是 DAEs 求解需要解决的一个非常重要

的问题。为此，本文分析了 DAEs 初始相容性问题，

提出了一种基于 DM(Dulmage and Mendelsohn)分

解的 DAEs 初始化变量选择策略，可以有效地确定

需要初始化的变量，避免错误的选择。 

1  初始相容性问题 

正如文献[11]所指出的那样，即使问题求解不

需要初始化，阶段性的初始化也能从整体上加快求

解。更重要的是，随机地选择初始化变量常常会极

大地降低 DAEs 求解和仿真的效率，而错误地选择

甚至会导致求解和仿真的失效。 

1.1 初始相容性分析 

Pantelides 首次从理论上提出了 DAEs 的初始

相容性问题并对其进行了分析和研究[9]。考虑如式

(1)所示的 DAEs： 
( , , , ) 0f x x y t                          (1) 

这 里 的 x ， ' nx R ， my R ，

:f G  nR  nR  mR  R  n mR  。 

定义 1：若初始条件集 0 0 0( , , )x x y 在 0t 时刻满

足式(1)，即： 

0 0 0 0( , , , ) 0f x x y t                       (2) 

则该条件集是相容的。 

需要注意的是这里的“初始条件”是指向量

0 0 0( , , )x x y 而不是简单的 0 0( , )x y ，因为一般情况

下，在初始时刻 0t 关于式(1)的 DAEs 能得到的信息

实际上可能包含了向量 0x 的元素。比如，从一个

平衡位置开始可以用 0 0x  表示，通过求解式(2)

可以确定 x0和 y0，并不需要考虑式(1)关于 x的线

性性质。 

但式(2)并不总是能满足相容性。对原始方程

的部分或全部进行微分，得到的新方程也必须满足

初始条件，但这并不一定会给向量 0 0 0( , , )x x y 提供

更多的约束，因为微分也会引入新的变量( x和 y

的时间导数)，并且可能正好出现这种情况，那就

是新方程正好能满足初始条件所有可能的值，以及

新变量经过适当选择的值。下面 2 个例子可以很好

地说明以上的问题。 

例 1  原始 DAEs 如下： 

0 2 ( )

x x y

x y a t

  
   

                     (3) 

2
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这里 ( )a t 是一个给定的连续可微的时间函数。

对这个系统中某一个方程或所有两个方程进行微

分，都不能得到更多有用的信息。比如，考虑对第

2 个方程进行微分，可以得到下式： 
0 2 ( )x y a t                          (4) 

为新引入的变量 0y 选择 0( ( )) / 2x a t   的取

值，则变量 x的所有初值都可以满足上式。因此

上式也使得初始条件 0 0 0( , , )x x y 在时刻 0t 能满足原

始 方 程 系 统 。 也 就 是 说 ， 在 式 (4) 中 选 择

0 0( ( )) / 2y x a t     ，则如果给定 0x 的值，就可以

通过求解方程(3)得到 0x 和 0y 的值，即： 

0 0 0

0 0 00 2 ( )

x x y

x y a t

  
   

 

因此，在这种情况下就没有对向量 0 0 0( , , )x x y

作更多的约束，或者说没有出现新的约束条件需要

满足，系统就能满足相容初始化的要求。 

但也可能出现另一种情况，那就是经过微分

后，出现了新的约束条件需要得到满足，才能使系

统满足相容初始化的要求，如例 2 所示。 

例 2  考虑如下的 DAEs 系统： 

1 2

2
1 2

( )

( )

x x a t

x x b t

  


 
 

这里 ( )a t 和 ( )b t 都是连续可微的时间函数。对

第 2 个方程进行关于时间的微分后可以得到一个 
新的方程，初始条件

0 0 0 01 2 1 2( , , , )x x x x  必须要满足这 

个新的方程，即： 

1 2 22 ( )x x x b t     

由于上式没有出现新的变量，因此这个新得到

的方程就是一个新的约束条件，初始条件 

0 0 0 01 2 1 2( , , , )x x x x  必须满足这个新的方程，才能使系 

统满足初始相容性的要求。 

为便于讨论，可以将一般形式的 DAEs 写成如

下形式： 
( , , , )Fy f t y y                       (5) 

如果 f 是其所有变量的一个联立的解析函数，

则 F 被称为是解析的。对非空实区间 T 中的 t 来说，

式(5)的一个解就是一个函数 ( )y t ，该函数对 T 中

的所有 t 满足 ( , ( ), ( ), ) 0f t y t y t  。 

显然，式(5)的 DAEs 需要解决的一个基本问

题就是找出相容的点。如果将出现在 f 中的 
, ,j jy y   看成是由 N 个独立变量构成的向量 Y，则 

f 就可以定义在 N+1 维空间(t,Y)的某个区域中，每

一个解就定义了这个区域中一条显著的路径。这个

区域中所有这些路径的并集就构成了一个流形

( )M Manifold ，并且有一个解正好穿过 M 上的每

一个点。定义自由度(Degree of Freedom，DF)这

个概念为可以赋给任意初值的变量个数，用 d 来

表示，则 M 通过了固定 t 的特定部分的维数，也

就是维度 dim(M) 1 ，就是这个 DAEs 的自由度。

如果 ( , )t Y 中的每一个 f =0都在M上，则这个DAEs

就是一个隐式 ODEs，但并不是 ( , )t Y 中的每一个

f =0 都在 M 上，这就是初始相容性问题[3]。 

例 3  原始的 DAEs 如下： 

( ),

,

.

x g t

y x

z y


 
 

                            (6) 

这 里 的 g 是 一 个 给 定 的 平 滑 函 数 ，

( ( ),f x g t  ,y x ) 0Tz y  则 定 义 在 一 个

( , )t Y ,x =( ,t ,x ,y ,y )z 的空间中。简单地计算一

下方程和变量的数量，可以得出自由度 2d  。但

实际上只有一条解路径存在，也就是 ( )x g t ，

( )y g t ， ( )z g t ，所以 0d  。大多数关于 ( , )t Y

满足 0f  的解都是不相容的。如果给式(6)的第一

个 方 程 增 加 一 个 x 的 方 程 ， 则

( ( ), ( ), , ) 0Tf x g t x g t y x z y         而 ( , )t Y 不

变，所以可以得到一个 1d  的系统；反之，如果

给第 2 个方程增加一个 y的方程，则 f 变为

(f  ( ),x g t ,y x ,y x  z y ) 0T  ，( , )t Y 变

为 ( , , , , , , )t x x x y y z   ，所以可以得到 2d  。上述几

种情况实际上都处于同一个空间，未经调整的

DAEs 求解也不需要初值；而对第 1 种调整，要获

得一个唯一的解，就需要给定 x在初始时刻 0t t 的

初值；对第 2 种调整，就需要指定 x 和 y 在 0t t 时

刻的初值。 

所以，相容初始化条件的概念对 DAEs 非常重

3
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要。可以将式(5)的一个相容初始点定义成一个标

量 ，以及一个用索引 ( , )j l 在有限集 J 上检索的标

量 ξjl 的集合，使得 t  的邻域存在式(5)的一个唯

一解，这里 xj的第 l 个导数对每一个 J 中 ( , )j l 的在

t  处取值为 ξjl
[15]。 

1.2 初始化变量选择 

DAEs 的相容初始化条件经过验证，固定的初

值和自由度都得到确定后，还有一个非常重要地问

题需要解决，那就初值变量的选择问题，这里可以

通过一个例子来加以说明。 

例 4  一个简单的 DAEs 如下： 

1 1 2

2 2

( , ) 0,

( ) 0.

f x x

f x

  
 

                        (7) 

这里 1x和 2x 是 x1和 x2 关于时间的导数。 

式(7)表示的 DAEs 包含了一个微分方程和一

个代数方程。出现一个微分方程暗示这个系统只有

一个动态自由度，只需要为一个变量赋给初值。但

事实上，微分方程的数量和动态自由度的值只在特

定的系统中才匹配。即使是这样，假定式(7)只需

要一个初始条件，那么该给哪一个变量指定初值

呢？对这样一个小型的系统，很明显不可能将初始

条件指定给 x2，因为 x2 的值已经被式(7)的第 2 个

方程确定了；式(7)也没有显式地出现变量 x1，因

此需要指定初值的只有 1x或 2x ；而 x2 已经固定，

所以最终确定需要初始化的只有 1x。显然，错误

地指定初值必然会导致求解和仿真的失效。 

从上述讨论可看出，DAEs 初始相容性需要解

决的问题应包含 4 个方面：(1) 首先确定 DAEs 是

否满足相容初始化条件；(2) 若满足相容初始化条

件，则需要确定具有固定初值的变量及其初值；(3) 

确定 DAEs 的自由度，也就是需要指定初值的变量

个数；(4) 在确定自由度的基础上，分析哪些变量

可以指定初值，合理地选择需要初始化的变量。 

当然，不是所有的 DAEs 都同时存在上述 4 个

问题，有的可能没有固定初值的变量，有的甚至自

由度为 0。前 3 个问题可以通过结构化分析解决，

在系统结构化分析过程中完成，这也是大多数初始

相容性研究的重点，而且大多数关于初始相容性的

研究也只解决了前 3 个问题。对于最后一个问题，

则还需进一步分析变量与方程之间的关系才能确

定。本文将使用 DM 分解的方法来解决这个问题。 

2  DM 分解 

DM 分解方法根据一个方程系统的简单二部

图的最大匹配，可以规范化地将该系统分解为 3

个有明显区别的部分，分别是过约束的部分，欠约

束的部分和完全约束的部分[16]。值得注意的是，

虽然每一个简单二部图都可能存在多个最大匹配，

但从本质上来讲，DM 分解考虑了简单二部图所有

可能的最大匹配。经过 DM 分解后，得到的过约

束部分主要由所有可能的最大匹配都未曾包含(也

可以称为暴露)的方程子集确定。类似的，得到的

欠约束部分主要由所有可能的最大匹配都未曾包

含的变量子集确定。为了构造这些集合，需要对所

有可能的最大匹配进行枚举，这可以从一个未曾被

匹配的节点开始，通过寻找交替路径来完成。 

为了便于操作，可以将系统的简单二部图沿着

最大匹配替换为一个有向图，只需要从一个最大匹

配 M 开始，用有向边替换无向边。首先，将所有

被最大匹配 M 覆盖的边都用有向边替换，这些有

向边都从变量节点 Vv指向方程节点 Ve，而未被最

大匹配 M 覆盖的边则用反方向的有向边替换。然

后，为了确定过约束的部分，从未被最大匹配 M

覆盖的方程节点出发，所有顺着这个方向的边都能

到达的方程节点和变量节点就构成了系统的过约

束部分。其次，确定系统欠约束部分的方式与确定

过约束部分的方式是对称的。因此，采用类似的方

法，只需要从未被最大匹配 M 覆盖的变量节点出

发，所有逆着这个方向的边都能到达的变量节点和

方程节点就构成了系统的欠约束部分。最后，方程

系统中剩下的节点，包括剩下的方程节点和变量节

点就构成了系统的完全约束部分。 

例 5  可以用一个简单二部图表示式(8)所示

4
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的方程系统。 

1 1

2 1 2

3 1 2

4 2 3 4

5 4 5

6 3 4 5

7 5 6 7

0 ( ),

0 ( , ),

0 ( , ),

0 ( , , ),

0 ( , ),

0 ( , , ),

0 ( , , ).

f y

f y y

f y y

f y y y

f y y

f y y y

f y y y


 
 



 


 

                     (8) 

根据该方程系统的简单二部图可以得到一个

最大匹配，如图 1 所示。 

 

图 1  方程系统(8)的简单二部图 
Fig. 1  Bipartite graph of equation (8) 

然后，从变量节点出发，将图 1 最大匹配中的

所有无向边替换为有向边，剩下的所有无向边则用

相反方向的有向边替换。得到的有向图见图 2。 

 

图 2  方程系统(8)的有向图 
Fig. 2  Directed graph of equation (8) 

图 2 中未被最大匹配覆盖的方程节点只有一

个，那就是 f1。从 f1 出发，沿着有向边(f1，y1)，(y1，

f2)，(f2，y2)和(y2，f3)所能到达的所有节点就构成了

式(8)所示方程系统的过约束部分，包括方程节点

(f1, f2, f3)和变量节点(y1, y2)。图 2 中未被最大匹配

覆盖的变量节点也只有一个，那就是 y7。从变量节

点 y7 出发，逆着有向边(y7, f7)和(f7, y6)所能到达的

所有节点就构成了式(8)所示方程系统的欠约束部

分，包括变量节点(y6, y7)和方程节点(f7)。最后，图

2 中剩下的节点，包括方程节点(f4, f5, f6)和变量节

点(y3, y4, y5)就构成了式(8)所示方程系统的完全约

束部分。式(8)所示方程系统 DM 分解的最终结果

如图 3 所示。 

 

图 3  方程系统(8)的 DM 分解图 
Fig. 3  Directed graph of equation (8) by DM decomposition 

显然，根据上述分析的结果，方程系统的欠约

束部分存在自由变量，所以需要初始化的变量就位

于分解后的欠约束部分中。对于 DAEs 来说，对结

构化分析后得到的方程系统进行 DM 分解，可以

找出其欠约束部分，需要初始化的变量就存在于欠

约束部分中。 

3  基于 DM 分解选择初始化变量 

根据前面的分析，为了寻找 DAEs 中需要初始

化的变量，只要对结构化分析后得到增广的方程系

统进行 DM 分解，通过 DM 分解找出其中的欠约

束部分即可。对 DAEs 的结构化分析，找出了其中

存在的结构化奇异子集，并对这样的方程子集进行

了微分，通过微分引入了新的变量。根据文献[16]

的分析，这样的结构化奇异方程子集实际上就是

DAEs中的过约束部分。而结构化分析则通过微分，

引入新的变量消除了 DAEs 中的这些结构化奇异

子集，消除了这种过约束限制。因此，相容的 DAEs

经过结构化分析后得到的增广的方程系统必然是

行满秩的，也就不存在过约束的方程子集。对这样

的增广系统进行 DM 分解后，得到的结果中只存

5
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在欠约束部分和完全约束部分，或者其中之一，不

会出现过约束部分。 

3.1 初始化变量选择策略 

定理 1  如果式(5)表示的 DAEs 是相容的，经

过结构化分析后得到的增广系统 A 的自由度为 d。

若 d=0，则对 A 进行 DM 分解后，只存在完全约束

部分；若 d>0，则对 A 进行 DM 分解后，必然存在

欠约束部分。 

证明：因为式(5)表示的 DAEs 是相容的，所

以经过结构化分析得到的增广方程系统 A 必然是

行满秩的，不存在过约束的方程子集，因此不存在

冲突的方程。 

(1) 若 A 的自由度 d=0，则 A 中的方程数量与

变量的数量相等，所以必然存在一个关于方程节点

的完全匹配覆盖了所有方程节点和变量节点。因此

A经过DM分解后不存在暴露的方程节点或变量节

点，这样的方程系统显然是完全约束的； 

(2) 若 A 的自由度 d>0，则 A 中的方程数量少

于变量的数量，所以必然存在一个关于方程节点的

完全匹配覆盖了所有方程节点和部分变量节点。因

此 A 经过 DM 分解后不存在暴露的方程节点，但

存在暴露的变量节点。根据 DM 分解的过程，从

暴露的变量节点出发，必然可以得到增广系统 A

的欠约束部分。 

综上，定理 1 得证。 

如果相容 DAEs 进行结构化分析后得到的是

一个自由度 d=0 的增广系统，显然就不会存在过约

束部分，也就不会有需要初始化的变量，因而也就

不需要进行 DM 分解了；而如果得到是一个自由

度 d>0 增广系统，则需要进行初始化的变量就存在

于 DM 分解后的欠约束部分中。 

所以，根据定理 1 可以得出 DAEs 的初始化变

量选择策略：首先确定结构化分析后得到的增广系

统的自由度 d，若 d>0 则进行 DM 分解；然后根据

分解的结果确定需要初始化的变量。 

3.2 初始化变量选择实例与分析 

这里用一个简单的实例展示基于 DM 分解初

始化变量选择过程。 

例 6  对简单的物理摆进行建模，可以得到一

个 3-指标的 DAEs 系统，如下式所示： 

2 2 2

2 0,

2 0,

0.

x x

y y g

x y L




   
    
   

                     (9) 

对式(9)进行结构化分析可以得到一个增广的

方程系统，如下式所示： 

1

2

2 2 2
3

4

2 2
5

: 2 0,

: 2 0,

: 0,

: 0,

: 0.

f x x

f y y g

f x y L

f xx yy

f x xx y yy




  
    
   
   
       

           (10) 

这是一个 5 个方程{f1, f2, f3, f4, f5}和 7 个变量

{ , , , , , , }x x x y y y     构成的增广系统，自由度

d=2>0，需要对 2 个变量进行初始化。所以，需要

使用 DM 分解来划分这个增广的方程系统，然后

根据分解的结果来确定需要初始化的变量。 

根据式(10)所示的增广系统可以得到由方程

节点和变量节点构成的简单二部图，如图 4 所示。

在图 4 中可以得到该系统的简单二部图关于方程

节点{f1, f2, f3, f4, f5}的一个最大匹配 M={ 1( , ),f x
 

2( , ),f y 3( , ),f x 4( , ),f x 5( , )}f y ，在图 4 中用粗

线进行了标识。 

 

图 4  增广系统(10)的简单二部图 
Fig. 4  Bipartite graph of augmented system (10) 

为了找出需要初始化的变量，就需要找出增广

系统中欠约束的部分，因此对图 4 进行 DM 分解。

6
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首先将图 4 转换为一个有向图，将 M 中所有的匹

配边替换为从方程节点指向变量节点的有向边，剩

余的边则替换为反向的有向边，如图 5 所示。 

 

图 5  增广系统(10)的有向图 
Fig. 5  Directed graph of augmented system (10) 

从图 5 可以得到，未被最大匹配M 覆盖的变

量节点包括 y和 ，分别从这两个变量节点出发，

沿着有向边的方向所能到达的所有方程节点和变

量节点就构成了这个增广的方程系统的欠约束部

分。从变量节点 y出发，沿着有向边可以得到一

个变量节点集 1vV  { ,x ,x ,x ,y ,y }y ；从变量

节点 出发，沿着有向边可以得到另一个变量节点

集 2vV  { ,x ,x ,x ,y ,y } 。从变量节点 y和
通过有向边都能到达所有的方程节点，因此整个增

广方程系统是一个欠约束系统。 

根根据分析的结果，可以有效地选择需要初始

化的变量。由于变量节点 y和 彼此不可达，因

此变量节点集 1vV 和 2vV 关于这个 DAEs 的变量初

始化是互补的；而同一个变量节点集中的变量由于

是可达的，因此关于变量的初始化是互斥的，即同

一个变量节点集中的变量不应同时被选中作为初

始化的变量。而 =2d ，所以需要初始化的变量应

该分别从这两个互补的变量节点集各选一个。显

然，变量 x 和 y 始终位于同一个变量节点集中，所

以这两个变量不应同时被选中，这也正好说明了方

程 3f 的约束情况。 

最后，可以得到需要初始化的变量应该从

{ , }x  ，{ , }x  ，{ , }x  ，{ , }y  ，{ , }y  ，{ , }y 
这六组中选择，其他组合都是错误的，必然会导致

求解和仿真的失效。分析过程与最终结果见表 1。 

表 1  初始化变量选择 
Tab. 1  Selection of initialization variables 

暴露的变量节点 可达的变量节点 可选变量组合(d=2)

y  ,x ,x ,x ,y ,y y  { , }x  ，{ , }x  ，

{ , }x  ，{ , }y  ，

{ , }y  ，{ , }y λ ,x ,x ,x ,y ,y   

从例 6 的分析过程和得到的结果可以看出，采

用DM分解的策略对DAEs结构化分析后得到的增

广系统进行处理，可以有效地确定需要进行初始化

地变量，避免选择错误的变量而导致 DAEs 系统求

解和仿真的失效。简单地分析例 6 的初始化变量选

择过程可以看出，这个增广的方程系统需要初始化

的变量有 2 个，如果不加考虑和分析，从 7 个变量

中选择 2 个进行初始化，可能的选择有 7×6=42 组，

这其中必然有许多是错误的。采用 DM 分解的策

略，可以确定需要进行初始化的变量只能从上述 6

组中选择，极大地降低了选择地范围，更有效的避

免了错误的选择。最后需要说明的是，尽管 DAEs

系统的二部图关于方程节点集的完全匹配不是唯

一的，但根据不同完全匹配得到的结果并不会影响

对初始化变量的选择。 

4  结论 

求解 DAEs 首先要解决初始相容性的问题，通

过结构化分析可以有效地验证其是否满足相容初

始化条件，然后确定初值固定的变量及其初值，以

及需要初始化的变量个数，最后还需要选择合适的

变量赋给初值。当然，并不是所有的 DAEs 都同时

存在这 4 个问题，有的 DAEs 可能没有固定初值的

变量，有的甚至不需要对变量进行初始化。前 3

个问题都可以通过对 DAEs 进行结构化分析来解

决，但如何选择合适的变量进行初始化则需要进一

步的分析。本文提出了一种基于 DM 分解的方法

来解决这个问题。通过 DM 分解，将 DAEs 结构化

分析后得到的增广系统分解为完全约束部分和欠

约束部分，然后对欠约束部分变量进行分析，可以

快速地确定需要初始化的变量，避免了对初始化变

量错误的选择。 

7
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