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一种分数阶流控忆感器的幅频特性分析 

刘梦，甘朝晖，张士英 
（武汉科技大学信息科学与工程学院，湖北 武汉 430081） 

摘要：忆感器是一种具有非线性特性的记忆元件，是记忆元器件家族中的重要一员。忆感器的研究

主要集中在时域特性的分析上，而频域特性的研究还没有开展。在研究了一种带有非线性窗函数的

分数阶流控忆感器模型的基础上，分析了它在不同电流激励信号下的幅频响应特性，并总结了分数

阶阶次以及非线性窗函数的控制参数对分数阶流控忆感器幅频特性影响的规律，这对忆感器频域特

性的研究具有一定的指导意义。 
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important part of memristive systems. In recent years, meminductor research is mainly focused on time 
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引言1 

2008 年，惠普实验室使用纳米技术研制出了

一种物理器件，其特性与蔡少棠教授所猜想的忆

阻器的特性一样，从而证实了忆阻器是客观存在

的[1-2]。忆阻器具有非线性的特性，特别是它的“记
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究方向为忆感器及忆阻系统；甘朝晖(1969-)，男，

湖北武汉，博士，教授，研究方向为忆阻器及忆阻

系统，人工智能及机器人。 

忆”特性，使得忆阻器的应用前景十分广阔。到目

前为止，研究人员对忆阻器进行了大量的研究，在

神经网络[3]、混沌电路设计[4]、图像处理[5-6]、非易

失性 RRAM 和 SRAM 存储器[7-8]等领域已经取得

了一定的研究成果。 

随着忆阻器实物的发现，Ventra 和蔡少棠教授

等人拓展了忆阻器的概念，提出了忆容器和忆感器

的相关概念[9]。由于目前还没有发现忆感器的实

物，因此，对忆感器的研究还停留在理论分析和实

验仿真的阶段。研究人员基于忆感器的数学定义以

1
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及其本构关系，即磁通的积分和电荷 q 的关系，

先后提出了忆感器的数学模型和 SPICE 模型，并

设计出了忆感器的模拟器，对忆感器的电气特性进

行了相关的研究[10-12]。这些研究都是分析忆感器的

时域特性，而关于忆感器幅频特性的研究还没有见

到相关报道。 

在正弦信号激励下忆感器的磁通和电流关系

曲线是一条在原点紧致的滞回曲线，其形状和大小

主要受忆感器磁通和电流谐波的影响。由于在时域

上很难分析出信号的频率成分，而傅里叶变换可以

将信号从时域变换到频域，能够分析出信号的频率

分布特征，因此，可以采用傅里叶变换的方法来分

析研究忆感器的频率特性。 

Biolkova V 等将傅里叶变换应用到磁控忆阻

器的研究上，对正弦电压信号激励下流过忆阻器

的电流进行了傅里叶分析，得到了磁控忆阻器的

幅频特性，发现流过磁控忆阻器电流的频谱中只

包含正弦分量，没有直流分量，因此，忆阻器在

正弦信号激励下的伏安特性曲线具有紧致特性和

奇对称性[13]。他们的工作为记忆元件幅频特性的

研究提供了思路。本文应用分数阶傅立叶变换的方

法，对一种带有非线性窗函数的分数阶流控忆感器

在阶跃、正弦和非正弦周期信号激励下的幅频响应

特性进行了分析，总结了分数阶阶次和非线性窗函

数的控制参数对分数阶流控忆感器幅频特性的影

响，为分数阶忆感器以及包含分数阶忆感器电路的

幅频特性分析提供了一种方法，从而为将来分数阶

忆感器在放大电路、滤波器及谐振等电路中的应用

打下一定的基础。 

1  分数阶傅里叶变换 

傅里叶变换将时域和频域联系在一起，从整体

上展示信号的频率成分，适用于确定性平稳信号的

分析。而分数阶傅里叶变换是整数阶傅里叶变换的

拓展，能更加全面地分析信号在频域内的特性，因

此适合分析非平稳信号[14]。分数阶傅里叶变换是

在整数阶傅里叶变换的基础上引入了一个自由参

数，函数 ( )X t 的阶傅里叶变换的定义如公式(1)

所示[15]： 

( ) ( ) ( , )dX x t K t t  



                (1) 

其中，分数阶傅里叶变换的核函数为： 

2 2

( , )=

exp[ π( cot 2 csc cot )] , 
π

( ), 2 π
( ) , (2 1)π

K t

A j t t

n
t n
t n







    


  
  

  

 


 
   

 (2) 

式(2)中， 1 cotA j   是分数阶傅里叶变

换的幅值， π 2  。当 1  ， π 2  时， =1A ，

由公式(1)可以得到 
2π

1( ) ( )dj tX e x t t
 


                  (3) 

由公式(3)可看出，当分数阶阶次 1  时，分

数阶傅里叶变换即为整数阶傅里叶变换。因此，分

数阶傅里叶变换是传统傅里叶变换的拓展。 

在信号的时频表示中，通常使用一个平面的两

个正交轴分别表示时间和频率，如图 1 所示。如果

用 t 轴来表示信号 ( )x t ，轴表示信号的傅立叶变

换 ( )X  ，那么就可以将傅立叶变换看作是将信号

从 t 轴按逆时针方向旋转 π / 2弧度到轴。而分数

阶傅里叶变换则是将信号从 t轴按逆时针方向旋转

 弧度到 轴[16]。 

 
图 1  分数阶傅里叶变换域 

Fig. 1  Fractional-order Fourier transform domain 

由图 1 可以看出，当 0  时 0  ，傅立叶变

换 0 ( ) ( )X x t  ，即原始信号。当 π 2  时 1  ，

2
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1( ) ( )X X  ，即信号的整数阶傅里叶变换。当

π  时 2  ， 2 ( ) ( )X x t   ，表示信号经过两

次旋转 π/2弧度变换到 t 轴。当 3π 2  时 3  ，

3( ) ( )X X   ，表示信号经过旋转3π 2 弧度变换

到  轴。当 2π  时 4  ， 4 ( ) ( )X x t  ，说明

经过一个周期的变换后，傅立叶变换的结果又成为

了原始信号。因此，分数阶阶次的周期为 4，变

量  的弧度变化周期为 2π。 

在数字信号处理中，只能采用离散的数据来计

算信号的分数阶傅立叶变换结果。因此，离散分数

阶傅里叶变换(DFRFT)的计算方法决定了它的计

算效率。离散分数阶傅里叶变换的计算方法有多

种，应用较为广泛的是 Ozaktas 采样型 DFRFT 算

法。Ozaktas 采样型 DFRFT 算法根据连续分数阶傅

里叶变换的积分定义式，将分数阶傅里叶变换的复

杂积分变换分解成若干简单的计算步骤，然后经

过离散化处理得到一个卷积表达式，最后使用快

速傅里叶变换的算法来计算分数阶傅里叶变换的

结果[17]。该算法几乎与快速傅里叶变换算法的计

算速度一样，而且它还具有精度高的特点，因此，

本文采用 Ozaktas 采样型 DFRFT 算法对分数阶流

控忆感器的幅频响应特性进行分析和研究。 

2  分数阶流控忆感器模型 

蔡少棠教授等人在忆阻器的基础上拓展出了忆

感器和忆容器的概念。随后，Biolek 等根据忆感器

的定义推导出了忆感器的数学模型，并受惠普实验

室物理模型的启发提出了一种流控忆感器的物理模

型[10]。在 Biolek 等所提出的整数阶流控忆感器模型

的基础上研究一种带有非线性窗函数的分数阶流控

忆感器模型，并对它的幅频特性进行分析。 

本文所研究的带有非线性窗函数的分数阶流

控忆感器模型可以用 3 个公式表示。公式(4)表示

忆感器的状态方程，公式(5)和(6)分别表示忆感器

的忆感值和磁通量。 
d ( ) ( )
d

x i t kf x
t



  ， ( ) nf x
x

             (4) 

2
min max min( )mL L x L L             (5) 

( )mL i t                              (6) 

在该模型中， ( )i t 表示流过忆感器的电流，k

为滑动比例因子，是一个取决于忆感器材料的常

量。x 为忆感器的状态变量，f(x)是一个非线性窗函

数，n 为非线性窗函数中的控制参数，Lm为忆感器

的忆感值，Lmin 为忆感器的最小忆感值，Lmax 为忆

感器的最大忆感值， 为忆感器的磁通量。 

对忆感器的状态方程进行分数阶积分运算，并

求解该方程，可以得到状态变量 x 的表达式为： 
1

-1 1 1
00

[ ( 1) ( ) ( ) ]
t

x nk t i d x               (7) 

式中：x0 为 x 在 t =0 时的初始值。将公式(7)代入

公式(5)中即可得到分数阶流控忆感器的忆感值表

达式，如公式(8)所示： 

 

-1
min 0

21
1 1

0 max min

[ ( 1) ( ) ( )d

]

t
mL L nk t i

x L L



 

    

 

    


 



 (8)

 

公式(8)就是带有非线性窗函数 ( )f x n x 的

分数阶流控忆感器模型在电流信号 i(t)作用下的忆

感值表达式。Lm是一个以 α，n，i 为参数的函数，

其中，α和 n 是影响忆感器忆感值的最主要参数。

当电流信号的类型不同时，Lm 会有如表 1 所示的

不同类型的显式表达式。 

3  实验结果 

为了分析分数阶流控忆感器的幅频特性，本节

将对不同电流信号激励下分数阶流控忆感器的磁

通量进行分数阶傅里叶变换，以分析和研究分数阶

流控忆感器的幅频响应特性。所有实验都是在

Matlab R2010b 仿真环境下完成的。 

3.1 忆感器在阶跃信号激励下的幅频响应 
特性 

给忆感器两端施加如公式(9)所示的阶跃电流

信号 
( ) ( )DCi t I u t                          (9) 

3
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式中：u(t)为单位阶跃函数，IDC为幅值。由公式(9)

和公式(8)可以得到忆感器在阶跃信号激励下的忆

感值表达式，如公式(10)所示。 

 

min
21

1 1 max min0( 1)

m

DC

L L

nkI t x L L    

 
 

      
  

(10)
 

因此，忆感器磁通量的表达式如式(11)所示： 

 
min

21
1 1 max min0

( )

( 1)

DC

DC

I u t L

nkI t x L L  



  

  
 

      
  

(11)
 

由公式(11)可知，在阶跃信号激励下分数阶流

控忆感器的磁通量是一个以，n 为参数的函数。

对磁通量 进行离散分数阶傅里叶变换即可以得

到它的幅频响应特性曲线，下面通过实验来观察分

数阶流控忆感器磁通量的幅频响应特性。 

首先研究分数阶阶次 α对分数阶流控忆感器 
 

磁通量幅频特性的影响。实验所用参数如下： 

x0=0.25，k=10，Lmin=1 mH，IDC=50 mA，Lmax=20 mH，

n=1。当 α取不同值时，分数阶流控忆感器磁通量

的幅频特性曲线如图 2 所示。 

由图(2)可以看出，分数阶流控忆感器磁通量

的频谱中不仅含有直流分量，而且还含有其他频率

的交流分量。当 α=1 时，也就是整数阶时，在忆感

器磁通量频谱中，直流分量的幅值最大，从频率  

f=1 Hz 的交流分量开始，各个频率分量的幅值随着

频率的增加单调递减。随着分数阶阶次 α的减小，

分数阶流控忆感器磁通量频谱中高频分量的幅值

逐渐增大，在频谱中的权重逐渐加大。 

其次研究非线性窗函数的控制参数 n 对分数

阶流控忆感器磁通量幅频特性的影响。实验所用参

数如下：x0=0.25，k=10，Lmin=1 mH，Lmax=20 mH，

IDC=50 mA，α=0.8。当 n 取不同值时，分数阶流控

忆感器磁通量的幅频特性曲线如图 3 所示。 

表 1  电流信号 i(t)作用下 Lm的显式表达式 
Tab. 1  Explicit expressions of Lmunder different current signals i(t) 

电流信号 i(t) Lm显式表达式 

( ) ( )DCi t I u t    
21

1 1
min 0 max min( 1)m DCL L nkI t x L L    

 
              

 

( ) sin(2π )i t I ft   
 

 
21

1
1

min 0 max min
1

sin 2
22

mL L x Ink ft L L
f






  






                  



 

01

02

        0
( )        0 1

         
I T

i t
I T T

 


 
 

    
 

 

 

  

min max min

21
1 1

0 01

1
1 1

0 01 02

( 1)                                          0

( 1) ( )  +I ( -( ) )    

mL L L L

x nkI T

x nk I T T T T

  

    

   

     

 

 

   


     

      

 

 
图 2   α取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在阶跃信号激励下的幅频特性曲线 

Fig. 2  Amplitude-frequency characteristic curves under step signal excitation of magnetic flux  of the fractional-order 
current-controlled meminductor with different orders α 
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图 3  n 取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在阶跃信号激励下的幅频特性曲线 

Fig. 3  Amplitude-frequency characteristic curves under step signal excitation of magnetic flux  of the fractional-order 
current-controlled meminductor with different control parameters n 

由图 3 可以得出结论，分数阶流控忆感器磁通

量的频谱中不仅含有直流分量，而且还含有其他频

率的交流分量，频率为 1 Hz 的交流分量的幅值比

基波幅值大。随着非线性窗函数中控制参数 n 的增

大，忆感器磁通量频谱中高频分量的幅值逐渐增

大，在频谱中的权重逐渐加大。而直流分量的幅值

变化不大。 

3.2 忆感器在正弦信号激励下的幅频响应 
特性 

上一小节研究了带有非线性窗函数的分数阶

流控忆感器在阶跃信号激励下的幅频响应特性，本

小节将研究分数阶流控忆感器在正弦信号激励下

的幅频响应特性。 

在忆感器两端施加如式(12)所示正弦电流信号 
( ) sin(2π )i t I ft                      (12) 

由公式(8)和(12)可以得到忆感值的表达式，如

公式(13)所示。 

 
 

 

min

21
1

1
0 max min

1 πsin 2π
22π

mL L

x Ink ft L L
f












 


              



(13)
 

因此，分数阶流控忆感器在正弦信号激励下磁

通量的表达式如公式(14)所示。 

 
 

1
1

1
min 0

2
max min

sin(2π )

1 πsin 2π
22π

( )

I ft

L x Ink ft
f

L L

















              



  (14)

 

由公式(14)可知，在正弦信号激励下分数阶流

控忆感器的磁通量是一个以，n 为参数的函数。

对磁通量 进行离散分数阶傅里叶变换即可得到

其幅频特性曲线，下面通过实验来观察分数阶流控

忆感器磁通量的幅频特性。 

首先研究分数阶阶次 α对分数阶流控忆感器磁

通量幅频特性的影响。实验所用参数如下：f=1 Hz，

x0=0.25，k=10，Lmin=1mH，Lmax=20mH，激励信号

( ) 50sin(2 )mAi t ft ，n=1。当 α 取不同值时，分

数阶忆感器磁通量的幅频特性曲线如图 4 所示。 

由图 4 可以看出，当 α=1，也就是整数阶时，

基波的幅值最大，高次谐波的幅值随着谐波阶次的

增加而减小，其幅频特性曲线与整数阶傅立叶变换

的结果相吻合，这也说明了分数阶傅立叶变换是整

数阶傅立叶变换的扩展。随着分数阶阶次 α 的减

小，忆感器磁通量频谱中高次谐波的幅值逐渐增

大，频谱形状与图 5 所示的时域曲线形状相比较，

在低频段越来越相似，忆感器磁通量频谱中幅值最

大的谐波分量也相应地变为更高次的谐波。 

其次观察控制参数 n 对分数阶流控忆感器磁

通量幅频特性的影响。实验参数如下 f=1 Hz，

x0=0.25，k=10，Lmin=1 mH，Lmax=20 mH，激励信

号 ( ) 50sin(2π )mAi t ft ，α=0.8。当 n 取不同值时，

分数阶流控忆感器磁通量的幅频特性曲线见图 6。 

由图 6 可以看出，阶次一定，n 取不同值时，

忆感器磁通量频谱的形状十分相似。随着控制参数

n 的增大，分数阶流控忆感器磁通量频谱中高次谐

波的幅值逐渐增大。 
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图 4  α取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在正弦信号激励下的幅频特性曲线 

Fig. 4  Amplitude-frequency characteristic curves under sinusoidal signal excitation of magnetic flux  of the fractional-order 
current-controlled meminductor with different orders α 

     
图 5  α取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在正弦信号激励下的时域特性曲线 

Fig. 5  Time domain characteristic curves under sinusoidal signal excitation of magnetic flux  of the fractional-order 
current-controlled meminductor with different orders α 

       
图 6  n 取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在正弦信号激励下的幅频特性曲线 

Fig. 6  Amplitude-frequency characteristic curves under sinusoidal signal excitation of magnetic flux  of the fractional-order 
current-controlled meminductor with different control parameters n 

 

3.3 忆感器在非正弦周期信号激励下的幅频

响应特性 

对分数阶流控忆感器施加如公式(15)所示的

方波激励信号， 
01

02

        0
( )      0 1

         
I T

i t
I T T

 


 
 

    
   (15) 

式中：T 为信号周期； mod( , )t T  。 

将公式(15)代入公式(8)可以得到分数阶流控

忆感器在方波信号激励下的忆感值表达式，如公式

(16)所示。 

 

 

  

min max min

21
1 1

0 01

1
1 1

0 01 02

( 1)                                         

0

( 1) ( )  +I ( -( ) )    

mL L L L

x nkI

T

x nk I T T

T T

  

    

 

 

   

 

 

 

  


  


  

 
   
   

(16)
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因此，分数阶流控忆感器在方波信号激励下磁

通量的表达式如公式(17)所示： 

  

 

 

21
1 1

min max min 0 01

01

1
min max min 0

21
1

01 02

02

( 1)

0

( 1)

( )  +I ( -( ) )

(17)

L L L x nkI

I T

L L L x nk

I T T

I T T

  



   

  

 

 

  

 

 





 
     
  

 

    





 

 

由公式(16)可知，在非正弦周期信号激励下分

数阶流控忆感器的忆感值是一个以 α，n，T，i(t)

为参数的函数。由于电流激励信号 i(t)在正负之间

交替变化，因此，分数阶忆感器的忆感值随着电流

的变化周期性地增大、减小。下面通过实验来观察

分数阶流控忆感器的忆感值变化特性。 

实验参数如下：x0=0.25，k=10，Lmin=1 mH，

Lmax=20 mH， 01 02 4mAI I   ，T=2 s，n=1，α=0.8，

β=0.5。分数阶流控忆感器忆感值的时域特性曲线

如图 7 所示。由图(7)可以看出分数阶忆感器的忆

感值随着电流的变化周期性地增大、减小。 

由公式(17)可知，在非正弦周期信号激励下分

数阶流控忆感器的磁通量 是一个以 α，n 为参数

的函数。对磁通量 进行离散分数阶傅里叶变换即

可以得到其幅频特性曲线，下面通过实验来观察分

数阶流控忆感器的幅频特性。 

实验参数如下：x0=0.25，k=10，Lmin=1 mH，

Lmax=20 mH， 01 02 5 mAI I   ， 1sT  ， 1n  ，

0.5  。当分数阶阶次 α取不同值时，分数阶流控

忆感器磁通量的幅频特性曲线如图 8 所示。 

由图(8)可以看出，当 α=1 时，忆感器磁通量

频谱中基波的幅值最大，随着分数阶阶次 α 的减

小，忆感器磁通量频谱中直流和低次谐波的幅值减

小而高次谐波的幅值逐渐增大，其频谱曲线的形状

与时域波形相比较在低频段越来越相似。 

其次观察控制参数 n 对分数阶流控忆感器磁

通量幅频特性的影响。实验参数如下，x0=0.25，k=10, 

Lmin=1 mH，Lmax=20 mH，α=0.8， 01 02 5 mAI I  ，

1sT  ， 0.5  。 

由图 9 可以看出，当 α=0.8，n 取不同值时，

忆感器磁通量频谱中十次谐波的幅值最大，其频谱

波形相似。随着控制参数 n 的增大，忆感器磁通量

频谱中低次谐波分量的幅值逐渐减小，而高次谐波

分量的幅值逐渐增大。 

 
图 7  分数阶流控忆感器的忆感值在非正弦周期信号激励

下的时域曲线 
Fig. 7  Time domain curve of meminductance of 

fractional-order current-controlled meminductor under 
nonsinusoidal periodic signal excitation 

       
图 8  α取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在非正弦周期信号激励下的幅频特性曲线 

Fig. 8  Amplitude-frequency characteristic curves under non sinusoidal signal periodic excitation of magnetic flux  of the 
fractional-order current-controlled meminductor with different orders α 
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图 9  n 取不同值时分数阶流控忆感器的磁通量在非正弦周期信号激励下的幅频特性曲线 

Fig. 9  Amplitude-frequency characteristic curves under non sinusoidal signal periodic excitation of magnetic flux  of the 
fractional-order current-controlled meminductor with different control parameters n 

4  结论 

本文介绍了分数阶傅里叶变换的基本理论，在

现有整数阶流控忆感器模型的基础上研究了一种

带有非线性窗函数的分数阶流控忆感器的幅频特

性。详细分析了分数阶流控忆感器的磁通量在阶跃

信号、正弦和非正弦周期信号激励下的幅频响应特

性，并归纳总结了分数阶阶次和非线性窗函数的控

制参数对分数阶流控忆感器幅频特性影响的规律。

研究结果发现，非线性窗函数的控制参数一定时，

随着分数阶阶次的减小，分数阶流控忆感器磁通量

高频分量的幅值逐渐增大。当分数阶阶次一定时，

随着非线性窗函数控制参数的增大，分数阶流控忆

感器磁通量高频分量的幅值逐渐增大。这对忆感器

频域特性的分析与研究具有一定的指导意义。 
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