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基于修正稀疏拟牛顿的电容层析成像重建算法 

陈宇，夏宗基，周雨佳 
(东北林业大学信息与计算机工程学院，哈尔滨 150040) 

摘要：针对电容层析成像(ECT)技术中的“软场”效应和病态问题，提出一种基于修正稀疏拟牛顿

的电容层析成像重建算法。推导出基于修正稀疏拟牛顿的数学模型。给出运用该算法的电容层析成

像图像重建这一反问题求解的最终迭代公式。将 ECT 反问题求解的迭代公式用于数字仿真模拟实

验。将仿真实验结果与经典的 LBP 算法、Landweber 算法、CG 算法、SD 算法等成像结果比较分

析，证明基于修正稀疏拟牛顿重建算法在解决 ECT 图像重建问题上，其图像成像质量与收敛速度，

都有很好的保证。 
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Modified Sparse Quasi - Newton Algorithm for Electrical  
Capacitance Tomography System 

Chen Yu, Xia Zongji, Zhou Yujia 

(College of Information and Computer Engineering of Northeast Forestry University, Harbin 150040, China) 

Abstract: To solve the 'soft-field' nature and the ill-posed problem in electrical capacitance tomography 

technology, a modified sparse quasi - newton algorithm for electrical capacitance tomography is presented. 

The mathematical model of modified sparse quasi - newton is derived. The final iteration formula of 

modified sparse quasi - newton used to adjust the inverse problem solving of the capacitance tomography 

image reconstruction is given. An iterative formula for ECT inverse problem solving is used for digital 

simulation experiment. The simulation experiment results are compared with the results of LBP, 

Landweber, CG, SD, and so on. The results of the analysis show that both precision and speed of the 

algorithm are very good. 

Keywords: electrical capacitance tomography; modified sparse quasi - newton; image reconstruction; 

iterative algorithm; convergence 
 

引言1 

过 程 层 析 成 像 技 术 简 称 为 PT(Process 

Tomography，PT)技术，开始于 20 世纪 80 年代，

                                                        
收稿日期：2017-06-15      修回日期：2017-09-11; 

基金项目：国家自然科学基金(31670717)，中央高校

基本科研业务费(572017EB09)； 

作者简介：陈宇(1975-)，男，黑龙江伊春，博士

后，副教授，研究方向为探测与成像，图像处理。 

其包括电容层析成像技术(Electrical Capacitance 

Tomography，ECT)、电阻层析成像技术(ERT)和电

磁层析成像技术(EMT)。它们分别依据测量不同的

电学特性，来进行相关信息的重建工作。其中 ECT

技术就是利用传感器测量得到的电容信号，依照某

种算法重建出介质内部的介电常数分布情况。 

ECT 技术作为 PT 技术的一种，相比其它 PT

技术而言，拥有诸多优点。如成本低、可靠性高、

1
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简单易实现等[1-2]。另外 ECT 的非侵入性、高安全

性和高速度性使其在解决连续非导电物质的两相

流、多相流成像问题中产生很好的效果，从而证明

是一种非常适合于两相或多相流成像过程的技术。

目前，ECT 技术在许多两相和多相流检测方面得

到了广泛应用，比如，能源、冶金、石油化工、制

冷、医药、环境保护等领域[3]。 

Isaksen O 曾经就对 ECT 的各种图像重建算法

进行过一次综合表述[4]。近些年，Tikhonov 正则化

方法[5]、Gauss-Newton 正则化方法[6]、快速模拟退

火全局优化算法[7]、遗传算法[8]、支持向量机法[9]

等一系列新的 ECT 图像重建算法又被提出。目前，

对于 ECT 图像重建最常用几种方法有直接算法中

的 LBP 法[10]和 Tikhonov 正则化法，迭代算法中的

共轭梯度(CG)法[11]和 Landweber 迭代法[12]。 

由于 ECT 技术本身的“软场”效应以及非线

性的特点，使 ECT 系统的解非常容易随着多项流

体的变化而改变，稳定性差，并且很难用具体的数

学解析式进行描述。采用针对与该非线性问题“邻

近”的线性问题的解法不断逼近要得到的解的这样

一种思想是简单而有效的。ECT 技术成功与否的

关键在于 ECT 反问题求解的图像精度与收敛速度

的优劣。Landweber 迭代算法[13]在改善迭代稳定

性，控制噪声方面效果比较明显，从而使成像速度

较快，但是该算法需要进行大量迭代才能达到预期

效果。模拟退火算法、遗传算法和支持向量机法在

某方面的优越性上有所强化，但却以牺牲其它性能

作为代价，因此只能在特定领域中有所应用。电容

层析成像技术要实现满足工业实际应用需求的目

标，紧紧地依赖于 ECT 图像重建算法的效果，所

以寻找优秀的ECT图像重建算法是值得一直研究

的目标。 

1970 年，Schubert 将拟牛顿校正推广到不对称

稀疏矩阵上，提出了解非线性方程组的稀疏拟牛顿

法。再后来，Powell，Toint 和 Schanno 在先后推导

出稀疏拟牛顿校正公式。修正稀疏拟牛顿算法存储

量小，并且具有较好的收敛性质，适合解决大型问

题。例如结构分析，网络理论，电力系统分配，微

分方程数值解，数学物理反问题求解以及各种计算

机程序设计问题中。 

本文在电容层析成像的基础上，提出一种基于

修正稀疏拟牛顿算法。该算法可以增强图像重建的

稳定性，提高重建图像的质量。通过实验，证明基

于修正稀疏拟牛顿算法仿真实验结果证明此算法

可以达到研究目的。在与采用 LBP 、经典

Landweber、CG 以及 SD 方法的仿真实验的重建图

像、误差率和迭代次数进行对比后，可以发现本文

提出的基于修正稀疏拟牛顿的电容层析成像图像

重建方法显示出了其自身图像成像的优势，为 ECT

技术图像重建领域提供了一种有效可行的新方法。 

1  电容层析成像系统及 ECT 技术原

理概要 

在 ECT 研究中，常用的有 6，8，12，16 电极

的 ECT 系统。这里来讨论典型 12 电极的 ECT 系

统。12 电极 ECT 系统主要组成部分有：电容传感

器、测量与数据采集系统和成像计算机[14-15]，如图

1 所示。 

 

图 1  12 电极 ECT 系统组成 
Fig. 1  Composition of 12 electrode ECT system 

2
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ECT 技术的原理就是，根据不同相元素介电

常数各不相同的特性，用电容传感器上的电极板对

被测流体施加电压后，经数据采集系统测得的流体

流动产生的变化的电容值，通过 ECT 图像重建算

法，得到不同相元素的介电常数的分布，得到被测

流体的截面重建图像。 

本文分析对象为经典的 12 电极的电容传感器

系统。通常，一个 N 电极板构成的传感器可以得

到的电容值总数 M 为： 
2 ( 1) / 2NM C N N                    (1) 

测量过程：从 12 个电极板中选择任意一个极

板当作起点，给 12 个电极板进行逆时针编号。若

选择极板 1 作为公共电极，其余的电极板编号是 2，

3,…, 12 的作为检测电极板。将固定电压 U 加在源

极板上，测量电容值 1-2，1-3,…, 1-12，测量的前

提是没有被使用的电极在测量时都必须接地。依照

以上流程实验后把电极板 2 当作公共电极，其余的

作为检测电极，按照以上的方法继续检测 2-3，

2-4,…, 2-12 极板之间的电容值。如上步骤，最后

测量 11-12 极板之间的电容值，测量过程结束。最

后总共得到 66 组数据。 

如今，大部分的 ECT 图像重建算法都是基于

介电常数到电容映射的线性模型。经过离散化、线

性化和归一化的模型如式(2)所示： 
C SG                              (2) 

式中： mRC 表示归一化电容向量； m nR S 表

示系数矩阵(灵敏度矩阵)； nRG 表示归一化介质

分布图像向量。其中，ECT 图像重建的任务就是

由给定的电容值C 最终求解得到介电常数分布

G。依据电容值C 来得出介电常数G的空间分布

为 ECT 图像重建的核心重点所在。 

2  基于修正稀疏拟牛顿的电容层析

成像重建算法 

2.1 基于稀疏拟牛顿的 ECT 图像重建模型 

修正稀疏拟牛顿法[16]要求产生稀疏拟牛顿校

正，它满足拟牛顿条件： 

1k k k B s y                           (3) 

并保持对称性和稀疏性。省略下标，要求一个

矩阵 B： 

 B B E                            (4) 

其中，E 满足： 
 Es y Bs                           (5) 

TE E                               (6) 

0,( , )ijE i j I                         (7) 

其中，I 是一个整数对集合，它指出了稀疏性

的要求，即当 ( , )i j I 时， 0ijB  。又设 J 是一个

不属于 I 的整数对集合，它是 I 的补集，且设对角

元不受稀疏性条件的约束，即 ( , )i j J 时， i ，

又设： 
 r y Bs                            (8) 

由于式(5)~(7)并不能完全确定修改矩阵 E，为

了确定 E，要求 B按照某种范数尽可能的靠近 B，

因此，采用 Frobenius 范数，考虑如下极小化问题： 

21
min || ||

2 FE                           (9) 

s.t. Es r  
TE E    

0,( , )ijE i j I                      

使用 sj 表示向量 s的第 j 个分量，定义向量 s(i)

的分量为： 

, ( , )
( )

0,( , )

j
j

s i j J
s i

i j I


 


                   (10) 

那么公式(9-a)成为： 

1

( ) , 1,...,
n

ij j i
j

E s i r i n


                  (11) 

令E的取值为： 
1

( )
2

T E A A                       (12) 

其中，矩阵 A不一定满足对称性，于是公式(9)

变成求矩阵 A，使得min1/ 8 || ||T
FA A ，从而得到： 

1

( ) ( ) 2 , 1,...,
n

ij ji j i
j

A A s i r i n


           (13) 

使得所有不明显出现在约束中的元素变成 0。

对式(13)的极小化问题，它的 Lagrange 函数为： 

3
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2 2

1

1 1

1
( , ) ( 2 )

8

               [ ( ) ( ) 2 ]

n n

ij ji ij ji
i i j

n n

i ij ji j i
i j

A A A A

A A s i r





 

 

   

 



 

A λ

    (14)

 

令其导数为 0，得： 
( , )

1
( ) ( ) ( ) 0

2
, 1, 2,...,

ij

ij ji i j j i

A

A A s i s j

i j n



 






   



A λ

      (15)

 

依据式(12)，式(16)等价于： 

( ) ( ) , , 1, 2,...,ij i j j iE s i s j i j n          (16) 

注意到式(13)可以用式(11)来代替，并将式(16)

带入，则式(11)可以表示为： 

1

[ ( ) ( ) ] ( ) , 1,2,...,
n

i j j i j i
j

s i s j s i r i n 


      (17) 

此即： 

2

1 1

[ ( ) ] ( ) ( ) ,

1, 2,...,

n n

i j j i j i
j j

s i s j s i r

i n

 
 

 



 
       (18)

 

这样，就可以得到校正公式： 

1

[ ( ) ( ) ]
n

T T
i i i

i

i i


  B B e s s e           (19) 

式中：ei 表示第 i 列单位向量；λ是 Lagrange 乘子；

满足关系： 

1

( ( ) ( ))
n

T T T
i i i

i

i i


  s se e ss e λ r            (20) 

考虑稀疏拟牛顿校正，给出校正公式为： 
T T

T T
  

yy Bss B
B B

s y s Bs
                 (21) 

这里假设B具有某种稀疏性结构，由式(21)

定义的 B不具有这种稀疏性结构，为了修改 B使

其具有这种稀疏性结构，我们定义： 
ˆ  B B E                           (22) 

考虑极小化问题： 
1

min || || ( )
2

T
F TrE E E                 (23) 

使得： 

0Es                               (24) 

,( , )ijijE B i j I                        (25) 

TE E                              (26) 

这样，式(23)的解具有所需要的稀疏性结构，

并且在 Frobenius 范数意义上是最靠近稀疏拟牛顿

校正的稀疏矩阵。为了求解式(23)，定义 Lagrange

函数为： 

( , )

( , , , )

1
( ) ( )

2

( ( )) ( ( ))

1
( ) ( )

2

( ( )) ( ( )) (27)

T T

T T T
ij j i

i j I

T T

T T

Tr Tr

Tr Tr

Tr Tr

Tr Tr








 

   

 

  



E u Λ λ

E E Esu

Λ E E Δ E B e e

E E Esu

Λ E E Δ E B

 

式中： Δ是一个矩阵；当 ( , )i j I 时，它的元素为

ij ，当 ( , )i j J 时，它的元素为 0。将式(27)进行

微分，解得： 

0T T

E


     


E su Λ Λ Δ           (28) 

也就是： 
T T   E su Δ Λ Λ                  (29) 

T T T T   E us Δ Λ Λ                (30) 

利用式(24)，得： 

2( ) 0T T T T T       E E su us Δ Δ Λ Λ  (31) 

也就是： 
1

( )
2

T T T T    Λ Λ su us Δ Δ         (32) 

结合式(29)和(32)，得： 

1
( )

2

T
i j

T T T T
iji j i j ij ji

e e

B 



    

E

e us e e us e    (33)
 

进而可得： 

2 , ( , )

ij ji

T T T T
ij j ji iB i j I

  

   e us e e us e
     (34) 

从而式(31)可以写成： 

1

ˆ ˆ2 ( ( ) ( ) )
n

T T T T
ij i i

i

B i i


    Δ Δ e e us su   (35) 

其中：
( ) , ( , )

0,( , )

I ij
ij

B i j I
B

i j J

 
 


；

, ( , )
( )

0,( , )

j
j

s i j I
s i

i j J

 
 


；

, ( , )
( )

0,( , )

j
j

u i j I
u i

i j J

 
 


。 

根据式(32)，可以得： 

4
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( )

1

1

( )

1

1
[ ( ) 2

2

ˆ ˆ      ( ) ]

1
     [ ( ) 2 ]

2

n IT T T
i i

i

n
T T T

i i
i

n IT T T
i i

i







   

 

 







E e e us su B

e e us(i) su(i)

e e us(i) su(i) B     (36)

 

其中，
, ( , )

( )
0,( , )

i
j

u i j J
u i

i j I


  

，再由式(24)可得出

公式： 
( )

1

1
[ ( ( ) ( ) ) 2 ] 0

2

n IT T T
i i

i

e e s i u i


   Es u s B s  (37) 

从而得到： 
( )

1

( ( ) ( ) ) 2
n IT T T

i i
i

e e s i u i


  u s s s B s       (38) 

这样，可以通过式(35)求解出 ui，便可得到公式： 
( )

1

ˆ ( ( ) ( ) )
nI T T

i i i
i

u i i


  B B e s s e         (39) 

其中，
( )I
B 由式(19)定义，并满足稀疏性。这

个校正公式称为基于稀疏拟牛顿校正公式。 

2.2 基于修正稀疏拟牛顿的算法步骤 

基于修正稀疏拟牛顿算法的计算步骤如下： 

给出初始正定矩阵
0B ，初始点

0G  ，k=0。 

步骤 1：0 1u  ，选取初始点 0x ， 1
nRx ，

: 1, 0k   。 

步骤 2：若 || ||k y ，则停，否则转步骤 3。 

步骤 3：求解 2
1 2min || ||

k
k k k

B P


B y s 得 Bk，令

k k k d B y 。 

步骤 4： 1k k k k  x x α d ， k 为
2

1 1
{1, , ,....}

2 2
中

满足公式 ( ) ( )k k kf x f x d  ≥  u T
k kg d 中最大

的数。 

步骤 5： : 1k k  ，转步骤 1。 

对于步骤 4 所采用的迭代公式，根据 ECT 反

问题的不适定性以及自身的病态性，如果直接使用

基于稀疏拟牛顿算法求解，会造成解的不稳定的现

象，从而导致 ECT 图像重建的效果变的不理想。

根据上面的稀疏拟牛顿算法，对于本次问题，我们

采用在正定矩阵 Ts s后面加入一个单位矩阵，并使

用系数 k 来进行修正，使得迭代式拥有很好的正

则化性质，从而得到修正后的稀疏拟牛顿算法公

式。这样即使当 s 灵敏度矩阵奇异时，避免了迭代

公式收敛到一个非驻点的情况。本篇文章修正后的

最终的迭代公式如下： 
1

1 ( ) ( )T T
k k k k k


     G G S S B λ I S C SG  (40) 

2.3 基于修正稀疏拟牛顿的 ECT 图像重建

算法的收敛性分析 

下面对本文的校正算法的收敛性进行分析： 

对于式(40)做如下标记： 
T

k k  W S S B λ I                   (41) 

这里W为正定矩阵，采用精确线性搜索时，

作假设如下： 

1
T

i i i   H S S G G                    (42) 

0T
i i  G W G                        (43) 

当 0i  时，式(39)和式(40)成立，假定对于 i

成立，对于 ( )T
k S C SG 0，当 j i≤ 时，有式(44)： 

1 1

1
1

( ) 0

T T
i j j j

i
T

k k j
k j

 


 

   

  

g G g G

g g G       (44)
 

由式(42)与式(44)得出： 

1 1 1 1 0T T T
i i i i i j        G W G α g H S S G    (45) 

由 1 1 1( ) ( )k k kg x g Q x x     得： 

2 1 1
T
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对于 j i≤ ，由式(39)和式(42)，得到： 

1 1 1

1 1
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进一步有： 
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这样表明式(42)在 0,1, , 1j i  时成立，基于

修正稀疏拟牛顿算法具有遗传性质和二次终止性，

迭代步在 1m n ≤ 步后终止，从而得证算法收敛。 

3  仿真与实验结果 

上文中给出了一系列的理论以及公式为下面

的针对 ECT 图像重建的反问题提供基础。本次仿

真实验的硬件有：12 电极的 ECT 系统，测试管道

的横截面被分成 32 32 小型像素点。分析处理数

据的计算机，配置为 Intel(R) Core(TM) i7-6700 @ 

3.4 GHz 处理器，安装内存 8.0 GB，64 位操作系统。

本次实验使用的图像处理软件为 MATLAB，进行

后期图像的成像与分析。 

本次实验主要针对低位层流，中位层流，小半

径核心流以及方柱状流型这 4 种进行预先设定，采

用 SD(最速下降)法，CG(共轭梯度)法，LBP(线性

反投影)法，经典 Landweber 算法以及本文所研究

的基于修正稀疏拟牛顿算法(XSBF)进分别进行图

像的重建，将基于修正稀疏拟牛顿算法与其他算法

的图像结果进行对比分析。 

判定 ECT 技术能否成功应用的关键在于 ECT

反问题求解有良好的精确度以及合理的收敛速度，

本仿真实验的实验精确度的判断标准是空间误差，

通过计算出的空间误差来衡量成像质量的优劣。空

间误差的计算公式为： 

( ) ( )
1

( )
1

n

i img i init
i

n

i init
i

g g

g

 








                  (50) 

式中：n 表示成像区域单元总数；gimg表示重建图

像向量；ginit表示介质分布原型图像向量；i 表示成

像区域剖分单元索引。 

实验中迭代次数多少是判断此次实验速度优

劣的判定标准。迭代次数 N 越大，表示 ECT 图像

重建的时间所花时间越长当实验的迭代误差达到

一定值的时候就停止迭代，停止迭代的公式如下： 

 kSG C                        (51) 

如果满足式(51)的时候就停止迭代。 

结合图 2 中 5 种算法的最佳重建图像对比分

析，可明显发现基于修正稀疏拟牛顿算法的成像最

为接近原流型。对于低位层流，基于修正稀疏拟牛

顿算法的成像平滑，优于 CG 算法和 Landweber 算

法，与 LBP 算法一样，成像比较平滑，较为接近

原图像。对于中位层流，成像与原始图像有些差距，

但也优于 SD 算法以及 LBP 算法。核心流型中，

基于修正稀疏拟牛顿算法成像大小十分接近原流

型。核心流型中，基于修正稀疏拟牛顿算法优于

Landweber 和 SD 算法，图像比较接近原图像。 

       

(a) 4 种流型的原始图像 

       

(b) LBP 算法重建图像 

       

(c) Landweber 算法重建图像 

       

(d) CG 算法重建图像 

       

(e) SD 算法重建图像 

       

(f) XSBF 算法重建图像 

图 2  目标算法与其它算法重建图像结果对比 
Fig. 2  Comparison of reconstructed tomograms 

表 1 是 5 种算法的重建图像的误差的数字比

较，本文所提出的基于修正稀疏拟牛顿算法成像误
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差对比与其他的 4 种算法的成像误差综合表现良

好。可以直观的看出，在低位层流中，CG 算法的

误差最大，基于修正稀疏拟牛顿算法的误差最小。

在中位层流中，LBP 算法的成像误差最大，基于修

正稀疏拟牛顿算法的误差最小。对于核心流型，SD

算法的成像误差最大，LBP 算法和本文提到的算法

的误差较小。在方形流中，表现最好的是基于修正

稀疏拟牛顿算法以及 CG 算法。综上所述，本文所

提出的算法在误差方面表现良好。 

表 1  图像误差比较 
Tab. 1  Image error comparison       /% 

算法 原型 a 原型 b 原型 c 原型 d

LBP 34.15 40.32 86.38 59.64 

Landweber 29.27 27.22 45.45 42.56 

CG 48.78 26.61 63.63 33.51 

SD 36.59 34.67 172.73 44.63 

XSBF 28.87 25.00 32.27 34.93 

目标算法与其他算法的范数残量误差比较

如图 3 所示。 

图 3 分别针对于以上实验的 4 种流型，来对经

典 Land-weber、SD、CG 及基于修正稀疏拟牛顿算

法的 0~20 步迭代的 2 范数残量误差进行比较，其

中蓝色曲线表示基于修正稀疏拟牛顿算法(XSBF)

的范数残量误差曲线。由图 3 中信息可得知，对于

低位层流和中层流这两个流型，基于修正稀疏拟牛

顿方法在迭代约第 4 步的时候就已经得到最好的

范数残量误差，并且在此步时基于修正稀疏拟牛顿

方法的范数残量误差小于剩下的 3 种算法的误差；

但是对于柱形流型的图像重建中，残量误差属于一

直增加的状况，但是在第 14 次迭代以后趋于平稳；

对于核心流型，残量误差对比与其他几种经典算法

稳定且误差很小。 

       

(a) 低位层流(原型 a)                              (b) 中位层流(原型 b) 

       

(c) 核心流(原型 c)                                (d) 柱状流(原型 d) 

图 3  算法的范数残量误差对比 
Fig. 3  Comparison of norm residual error for four algorithms 
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表 2 中是几种算法在成像时的范数的最小的

误差值的对比。表 3 是 5 种算法在达到最优成像时

所需的迭代的步数。通过分析可以很明显的看出，

基于修正稀疏拟牛顿算法所需要的迭代步数适中，

比较集中在十几步至二十几步之间。迭代步数劣于

LBP 算法和 CG 算法，但是优于 SD 算法以及

Landweber 算法。 

综合以上分析，可以知道采用基于修正稀疏拟

牛顿方法来进行 ECT 图像重建是一种值得考虑的

方法。其在图像重建的精度与速度上均有其优势。 

表 2  4 种算法的范数残量值 
Tab. 3  Values of norm residual error for 4 algorithms/% 

算法 原型 a 原型 b 原型 c 原型 d

CG 2.27 4.06 0.03 2.20 

SD 2.57 2.64 0.25 1.86 

Landweber 3.74 2.26 0.07 2.51 

XSBF 1.65 1.06 0.04 0.29 

表 3  迭代步数 
Tab. 3  Numbers of iteration 

算法 原型 a 原型 b 原型 c 原型 d

LBP 0 0 0 0 

Landweber 21 21 15 37 

CG 7 7 6 15 

SD 26 19 24 40 

XSBF 13 17 12 24 

4  结论 

本文提出了一种基于修正稀疏拟牛顿迭代电

容层析成像算法，在分析 ECT 反问题病态性的基

础上，推导了该问题的校正公式，并利用数学归纳

法分析了修正稀疏拟牛顿算法的收敛性。该算法程

序简单、矩阵计算量小、成像精度高，存储量低，

迭代过程具备二次终止条件。数值实验结果表明修

正稀疏拟牛顿算法的重建图像效果十分理想，且成

像质量好于 SD、LBP、Landweber 和 CG 算法，为

ECT 图像重建领域提供了一种有效可行的新方法。 
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