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特征驱动的三维网格模型自适应重采样算法 

戴佳佳 1，范丽鹏 1,2，庞明勇 1 
(1. 南京师范大学教育信息工程研究所, 江苏 南京 210097；2.南京理工大学经济管理学院, 江苏 南京 210094) 

摘要：提出一种由可编辑特征驱动的三维网格模型自适应重采样算法，该算法运用一组特征曲线控

制重采样密度。将网格模型参数化到平面域，用灰度几何图像表示原模型的局部几何信息；由几何

图像的灰度及用户编辑信息定义三维模型表面采样的密度控制函数；该函数控制采样点在参数域中

的疏密分布，并采用重心 Voronoi 方法优化采样点的局部分布；将采样结果映射到三维空间生成重

采样模型。算法能有效地处理不同模型，得到的重采样点分布具有局部特征自适应性，用户以交互

方式控制采样分布。 
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Abstract:  We propose a hybrid algorithm for adaptively resampling 3D triangulations by user-defined 

editable features. The method parameterizes a 3D mesh model into 2D parameter plane, and the geometric 

properties of the original model is calculated and represented on a planar domain. According to a 

constructed geometric image of the original model and user-defined editing information, the method creates 

a global density function for the resampled model. The sampling density function is employed to control 

distribution of samples in the 2D parameter domain. The method uses centroidal Voronoi tessellation 

technique to further optimize local distribution of the sampled points. The created samples in 2D domain are 

mapped to 3D space and the resulted model is obtained with adaptive sampling property. Experiments show 

that the algorithm can deal with various mesh models efficiently and robustly. The distribution of vertices of 

resulted model is adaptive and can be controlled by user-defined features. 
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引言1 

三维网格重采样技术是优化模型数据表示、提
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生，研究方向为数字几何处理。 

高网格模型质量的重要途径[1]，也是计算机图形

学、计算机视觉等领域的热点问题[2-3]。目前，三

维网格模型重采样算法多由输入模型自动生成采

样点集[4]，用户难以对采样结果进行交互式控制。

随着技术的发展，人机交互问题越来越受到人们的

关注[5-6]。在一些实际应用中，需要对重采样过程

进行一定的人工干预，使重采样操作能够在模型表

1
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面局部区域生成指定密度的采样结果。因此研究可

编辑的三维网格重采样技术有着重要的意义。 

自 Dippé 等[7]将随机采样技术引入到图形学中

以来，采样理论得到了深入研究。现有的网格模型

重采样算法可分为两类：三维表面直接采样[8-9]和

基于参数化的采样方法[10-11]。第一类方法通常依据

不同策略直接在模型表面上进行采样，如 Cline 等[8]

将经典的飞镖算法应用到三维模型表面，对三维模

型直接进行采样；Xu 等[12]应用 CCVT (Capacity 

Constrained Voronoi Tessellation)[9]技术对曲面网格

进行采样，其采样结果具有潜在的人为痕迹

(Artifacts)；Chen 等[13]将 CCVT 与 CVT (Centroidal 

Voronoi Tessellation)[14] 相结合，通过 CapCVT 

(Capacity-constrained CVT)方法对曲面网格进行采

样，显著地减少了规则性人为痕迹现象；Yan 等[15]

基于空区域方法来分析曲面表面最大 Poisson-disk

采样(Maximal Poisson-disk Sampling)，进而对模型

进行采样处理；Guo 等[16]通过基于层次细分的方法

来改进该算法，提高了采样的质量和效率。通常，

该方法需要考虑测地线问题，计算量较大。第二类

方法先将三维模型参数化到平面区域，然后在平面

区域中利用二维采样技术得到二维采样点，最后将

二维采样点重新映射到三维空间中生成重采样结

果，如 Alliez 等[11]先利用误差扩散方法生成初始采

样点，然后利用 CVT 方法优化采样点的位置，进

而重构三维网格；Peyré 等[17]利用简化的三维网格

模型来构建测地三维网格，再根据距离信息参数

化测地三维网格，进而重构优化的三维模型；

Quinn 等[18]先通过参数化方法将人工分割的三维

网格映射为平面，再进行采样和重建三维模型。

基于参数化的重采样方法中的参数化过程会带来

一定的采样变形，一般也不考虑用户交互编辑。 

本文基于第二类方法，提出一种可编辑特征驱

动的三维网格模型自适应重采样算法。相比于现有

方法，本文算法的优点在于：1) 可通过设置不同

的密度函数来控制采样点的分布，得到自适应的三

维网格模型；2) 可根据用户的输入，对三维网格

进行局部编辑，并能用编辑操作控制采样结果。 

1  算法梗概 

如图 1 所示，本文算法的输入是三维网格模型

(称为“原模型”)；输出是重构的自适应三维网格

模型。具体步骤如下：1) 运用平面参数化技术将

三维网格模型展平到二维平面域中，得到原模型的

平面参数化网格；2) 根据平面网格二维坐标与原

模型三维坐标之间的对应关系以及原模型中的几

何信息，构造相应的灰度图像；3) 利用灰度信息

以及用户编辑信息确定密度函数；4) 在二维平面

中，根据密度函数构造加权 CVT，生成自适应的

采样点集；5) 利用重心插值技术将自适应的二维

采样点集映射到三维空间，并重构三维网格模型，

从而实现三维网格的自适应重采样过程。 

 

图 1  算法流程图 
Fig. 1  Pipeline of our algorithm 

为了优化本文算法的性能，我们在上述步骤中

引入了两个特别的操作过程：1) 由于参数化过程

所带来的变形影响着重采样的结果，为了减少参数

化过程中的变形对重采样结果的影响，本文引入面

积扭曲度量，即在定义采样密度函数时，将模型参

数化前后的面积度量融入其中；2) 在利用 CVT 进

行重采样的过程中，由于需要迭代多次才能使采样

过程达到收敛状态。本文采用基于增/删点的加速

迭代策略来减少迭代次数，加速算法的计算过程。 

2  平面参数化 

早期的平面参数化往往需要先对模型进行分

片处理，再将各个模型片段逐一参数化到平面区域

上。其不足在于相邻分片的参数化边界处难以保持

2

Journal of System Simulation, Vol. 31 [2019], Iss. 5, Art. 4

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol31/iss5/4
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.17-0169



第 31 卷第 5 期 Vol. 31 No. 5 

2019 年 5 月 戴佳佳, 等: 特征驱动的三维网格模型自适应重采样算法 May, 2019 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 855 • 

连续性[19]。为解决此问题，学者们提出了全局参

数化方法[20]。本文采用文献[21]中的方法实现曲面

网格的平面参数化，该方法可对具有不同拓扑结构

的曲面使用统一的方法进行全局共形参数化。该方

法基于 CP(Circle Packing)理论[22]，将几何度量定

义在模型的各顶点处，并利用离散 Ricci 流计算顶

点的黎曼度量，使其所诱导的高斯曲率与定义的目

标曲率相一致。根据文献[22]，与传统的 CP 度量

相比，逆距离 CP 度量能够提高 Ricci 流的通用性

和灵活性。本文采用逆距离 CP 度量作为 CP 度量。 

本文平面参数化主要包括 3 个部分：度量初始

化、基于 Ricci 流的参数化和平面嵌入。 

2.1 度量初始化 

设 ( , , )M V E F 为输入的原网格模型。其中

{ }iV v ， { }ijE e ， { }ijkF f 分别为 M 的顶点集、

边集和面片集。这里，vi 为 M 的第 i 个顶点，eij

是连接 vi 和 vj 的边，fijk为由顶点 vi，vj，vk围成的

面。进一步记 jk
i 为顶点 vi 处的面 fijk 的内角，lij

为边 eij 的边长。另以顶点 vi 为圆心，γi 为半径在网

格表面做测地圆；ij 表示边 eij 在参数化过程中对

应的保角不变量；Ki 为顶点 vi 处的高斯曲率，Ki

为顶点 vi 处的目标高斯曲率。度量初始化的具体步

骤如下： 

对所有的面 ijkf M ，计算顶点 vi，vj，vk在面

fijk中对应的半径 ( ) 2jk
i ij ki jkl l l    ；计算每个顶

点 iv M 对应的半径 min jk
i jk i  ；计算每条边

ije M 对应的保角不变量 2 2 2( ) 2ij ij i j i jl       ；

设定目标曲率处处为 0，即 0K  。 

2.2 基于 Ricci 流的参数化 

记含有 CP 度量的网格为 ( , , )M   ， { }i 

为顶点上的半径集合， { }ij  为边上的保角不变

量集合。Ricci 流参数化为保角映射，定义该映射

为： ( , , ) ( , , )M M     ，其中 为诱导后的顶

点上的半径集合。利用离散的 Ricci 流方程能得到

与目标曲率相对应的目标 CP 度量。下面给出离散

Ricci 流方程： 
d

( )
d

i
i i iK K

t


                        (1) 

式中： i 和 Ki 分别为顶点 vi 处测地圆的半径和预

设的目标高斯曲率。令 lni iu  ，离散 Ricci 流方

程被简化为： 
d

( )
d

i
i i

u
K K

t
                         (2) 

该方程是能量函数的负梯度流。且能量函数的

Hessian 矩阵为正定矩阵，所以方程存在全局最小

解。通过牛顿迭代法计算该方程，具体步骤如下： 

1) 首先计算各顶点的共形因子 lni iu  ；计算

当前网格的黎曼度量 2 2 2ij i j i j ijl        ；然后

利 用 余 弦 定 理 计 算 所 有 三 角 形 的 内 角

2 2 2arccos(( ) 2 )ij
k jk ki ij jk kil l l l l    ； 

2) 由 

2π ,

( )
π ,

ijk

ijk

jk
i

f F

jk
i

f F

v

K
v










  
 

 





           (3) 

计算各顶点的离散高斯曲率 Ki，其中 jk
i 为顶点 v

处面 fijk内的角， M 为网格的边界；然后计算式(2)

的 Hessian 矩阵 H；根据 u K K  H 计算 u ；

更新共形因子 u u u  及顶点的半径集合； 

3) 计算max | |
iv M i iK K  ，并判断其值是否小

于设定误差值 ，若小于设定误差值则结束迭代；

否则，转步骤 1)。 

2.3 平面嵌入 

由参数化结果可以得到目标 CP 度量，利用此

度量将模型嵌入到平面区域，具体过程如下： 

首先利用余弦定理计算模型中所有的边长 lij：

2 2 2 2ij i j i j ijl        ；再随机选择一个面作为嵌

入平面的第一个面 f012，计算其 3 个内角0，1，

2；接着将面 f012嵌入到平面中，计算其顶点 v0，v1，

v2的二维平面坐标： 0( ) (0,0)v  ， 1 01( ) ( ,0)v l  ，

2 20 0 20 0( ) ( cos , sin )v l l   ；然后将所有与面 f012

相邻的面都压入一个堆栈；然后根据从相邻面的堆

栈弹出面 fijk判断其 3 个顶点 vi，vj，vk是否都已嵌

3
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入到平面中，若全部嵌入则弹出下一个面；若有顶

点 vk未嵌入，则此时顶点 vi 与 vj 已嵌入到平面中。

则以 vi 与 vj为圆心，以 lki和 ljk为半径的两个圆相

交于两点，满足 ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0j i k iv v v v       的

交点就是 ( )kv ，把所有不在堆栈中和 fijk相邻的面

压入堆栈；最后重复上一步操作之至模型中所有面

都被压入堆栈。 

3  密度函数构造 

3.1 构造灰度几何图像 

根据原模型的局部曲率以及参数化过程中的面

积扭曲度量来构造灰度几何图像。首先采用文献[23]

中的方法计算原模型中每个顶点的曲率，然后根据

参数化后的平面网格计算灰度图像中每个像素在

原模型中对应的曲率，最后对平面网格外像素的曲

率均设为 0，并将所有像素点的曲率记为 KI。 

对面积扭曲的度量：先计算参数化后平面网格

与原模型的总面积比值 M M MR A A ，其中 AM和

MA 分别为平面网格和原模型的总面积；再分别计

算顶点 vi1-环邻域的三角面在平面网格及原模型上

的面积之和 ivA 与 ivA 的比值 i i iv v vR A A ；进而确

定顶点 vi 处的面积扭曲度量 i iv v Md R R ；最后根

据像素点与平面网格的位置关系及平面网格中每

个顶点的面积扭曲度量，计算各像素点的面积扭曲

度量，并将所有像素点面积扭曲值记为 AI。 

灰度图像 I的像素灰度由像素点的曲率和面积

扭曲值的线性组合 1 2I II k K k A  得到，其中 k1，

k2 分别为控制系数。 

3.2 定义密度函数 

在对三维网格模型进行重采样的过程中，通过

构造密度函数来调节采样点的疏密程度，进而保持

原模型的细微特征以及用户编辑区域的形状。 

上节中所构造的灰度图像蕴含着三维网格模型的

曲率及面积扭曲度量信息，见图 2(a)。本文方法首

先采用 Canny 算子[24]来提取该图像的特征线，见

图 2(b)，并在特征线中添加用户编辑区域的形状信

息，见图 2(c)；然后根据采样点到特征线以及用户

编辑区域的最近距离来定义密度函数，即

1 kd  ，其中 ( 0)d d  为采样点到特征线的最短

距离， ( 0)k k  为控制参数。通过调整 k 值，可控

制点集疏密的过渡情况，k 值越小，采样点的疏密

过渡越平缓，如图 3 所示。 

 

(a) 灰度图像     (b) 特征线    (c) 加入用户编辑 

图 2  特征线及用户编辑 
Fig. 2  Feature lines (middle) extracted from a gray image 

(left) and its edited version (right) 

 

(a) k=5/8         (b) k=5/9         (c) k=1/2 

图 3  不同 k 值的效果图 
Fig. 3  Resampled 2D meshes with different k values 

4  自适应重采样 

4.1 定义加权 CVT 

在欧式二维空间中，给定平面区域内的点集

1{ }n
i ix  ，则每个点 xi 对应的 Voronoi 区域 Di为

[25]： 

{ | ( , ) ( , ),

, [1, ]}

i i jD x d x x d x x

j i j n

 

  

≤

          (4)
 

式中： ( , )d   表示两点之间的欧式距离。由公式(4)

可知， ( )i jv v i j  ，则 1{ }n
i iv  为平面区域的

一种 Voronoi 剖分结构。CVT 是 Voronoi 图的一种

特殊形式，其能量函数如下： 

2
1

( ) ( ) || || d
i

n
ii D

E x x x x x


            (5) 

当 E(x)值最小时，xi 为 Di 区域的重心，即： 

( )d ( )d
i i

i D D
x x x x x x                 (6) 
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式中： ( ) 0x  为 3.2 节中的密度函数，所得采

样点集 1{ }n
i ix  的疏密程度符合该密度函数的分布

规律。 

4.2 构建加权 CVT 

在密度函数的基础上，通过构建加权 CVT 来

实现采样点集的自适应分布。CVT 构建步骤为： 

1) 给定平面区域内的点集 1{ }n
i iP x  ，构建 P

的 Voronoi 图 1{ }n
V i iP v  ：本文采用分治法来构建

点集 P 的 Voronoi 图[26]； 

2) 求得 PV中各区域的重心点，得到点集 P：设

( 1,2,..., )k
iv k m 为区域 Di的顶点， ( 1,2,..., )k

i k m 

为区域 Di 各顶点的密度值，则区域 Di 的质心点

ix为： 

1

1
( )

m
k k

i i i
k

x v
m




                        (7) 

3) 将顶点 xi移至 ix的位置； 

4) 根据点集 P 计算能量函数 E(x)。若 E(x)小

于一定阈值，则得到符合密度函数的点集 P，反之

则重复执行步骤 1)~3)。 

在上述 CVT 构建过程中，使用的迭代方法为

Lloyd 迭代法[27]，E(x)在每一次的迭代过程中变化

较小。为了减少迭代次数，我们在步骤 3)中采用本

文 4.3 节中的迭代加速方法。 

4.3 加速迭代策略 

CVT 构建过程中，迭代可使采样点的疏密程

度能够近似地符合密度函数的分布规律，即在距离

特征线较近的地方采样密集，反之采样稀疏。为了

加速迭代的收敛速度，本文在迭代过程中根据设定

的条件，在特征线附近增加采样点或减少采样点，

来加速迭代的收敛。增/删点的具体步骤为： 

1) 计算点集的 Delaunay 三角网格； 

2) 根据密度函数计算 Delaunay 三角网格中各

三角形顶点的密度，取三角形 3 个顶点密度的平均

值作为该三角形的密度，并将三角形的密度与面积

之积作为该三角形的分辨率； 

3) 对于 Delaunay 三角网格中的任一三角形，

若该三角形被标记，则不进行处理。在未被标记的

三角形中，若其分辨率大于设定阈值，则添加该三

角形的重心点作为新采样点，并标记其相邻三角

形；若其分辨率小于另一设定阈值，则删除该三角

形的顶点，添加该三角形重心点作为采样点，并标

记其相邻三角形。 

阈值大小与三角网格的分辨率M (即所有三角

形分辨率的平均值)相关。大量实验表明，当设定

值为 0.875 M 和 0.125 M 时，效果较好。 

4.4 重构三维网格 

本文通过将 4.2节中的二维自适应采样点集映

射到三维空间来重构三维模型，从而实现三维网格

的自适应重采样。 

首先根据Voronoi图与Delaunay三角网格的对

偶关系，将二维采样点集三角网格化，得到新的平

面网格；其次为了提高网格质量，本文采用“边交

换”策略，对新平面网格顶点之间的连通度量进行

优化；然后根据平面参数化一一映射的特性，将优

化后的平面网格覆盖在参数化的平面网格上，并通

过判定每个采样点在参数化平面网格中三角形的

位置，确定其在原网格模型中的原始三角形；最后

运用重心插值技术，根据原始三角形的三维坐标得

到新采样点的三维坐标，从而得到重构三维模型。 

5  实验与结果 

作者在 PC 机上运用 VC6.0 和 OpenGL 实现了

三维网格模型的自适应重采样过程，图 4 为整个算

法的实现过程，其中第一行从左至右分别为原网格

模型、平面参数网格和灰度图像；第二行从右至左

分别为根据灰度图像提取的特征线集合、自适应的

平面重采样结果和自适应的三维重采样结果；第三

行从右至左分别是加入用户编辑信息的特征线集

合、用户编辑后的自适应平面重采样结果和用户编

辑后的自适应三维重采样模型。 
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图 4  算法实现过程 
Fig. 4  Implemented workflow of our algorithm 

本文算法根据参数化后的平面网格和原三维

模型中的信息绘制灰度图像，并根据灰度图像提取

特征线集合，用户在特征线集合中添加编辑信息，

进而构造采样的密度函数，运用加权 CVT 方法生

成二维自适应采样点集，并将采样点集映射到三维

空间中重构三维网格模型。如图 5 所示，对不同模

型附加了用户编辑信息后的重采样结果，其中：第

一列为带有用户编辑信息的特征线集合；第二列为

由二维自适应采样点集生成的三角网格；第三列为

重采样三维网格模型。本文算法使用加权 CVT 方

法生成二维采样点集，首先设定采样点集中点的数

目，然后从 100 个点开始采用加速迭代策略，依次

增加点的数目直到超过定点数目为止，并使用

Lloyd 方法迭代直至点集的能量函数值低于阈值。

另将最终点的数目设为 Lloyd 方法中迭代的点的

总数，以此得出 Lloyd 迭代的次数。实验表明，相

比于 Lloyd 方法，我们的方法迭代次数更少，且效

果更好：具体如图 6 和表 1 所示。图 6 为同一模型

同一密度函数，分别选取 2 097，3 449 和 4 357 三

种规模的点集，经过加权 CVT 后，获得的 Voronoi

图结果。其中(a)分别为 Lloyd 方法对三种规模的点

集进行迭代后的 Voronoi 图，(b)为本文的方法对三

种规模的点集迭代后得到的 Voronoi 图结果。表 1

是对同一密度函数，分别选取 636，1 071，1 879，

2 300 和 2 897 五种规模的点集，采集点集分布趋

于稳定时需要迭代的次数。由表中数据可知，本文

加速迭代策略相较于 Lloyd 方法，能够有效减少迭

代计算的次数。对于不同密度函数重采样的结果如

图 7 所示，第一列为参数化平面网格和原始三维网

格，第二、三列分别为密度函数中 k=5/8，k=5/9

的平面自适应采样点集的三角网格及重采样的三

维网格模型。 

 

图 5  用户编辑的重采样结果 
Fig. 5  Reconstructing edited 3D models 

 

(a) Lloyd 方法 

 

(b) 加速迭代方法 

图 6  本文方法与 Lloyd 方法产生的 Voronoi 图的对比 
Fig. 6  Comparing our method and Lloyd’s method 
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表 1  不同规模点集的迭代次数 
Tab. 1  A statistic of iteration number on point sets  

with different sizes 

方法 
点集数 

636 1 071 1 879 2 300 2 897 

Lloyd 161 605 741 825 814 

ours 147 188 237 298 326 

 

图 7  不同密度函数的重采样结果 
Fig. 7  Sampling results of different density functions 

6  结论 

本文提出一种三维网格模型自适应重采样算

法，算法应用平面参数化方法和模型局部几何特征

分析等构造采样密度控制函数，并利用模型与参数

域的对用关系实现三维重采样模型的重建。实验表

明，本文算法能够根据密度函数的变化，产生不同

疏密程度的采样点集，得到的采样点集能够保持原

三维模型的局部特征，用户可通过编辑手段交互地

控制重采样模型的局部采样密度与局部形状变化。 
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