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CFE 方法在飞行器级间分离动力学仿真中的应用 

王永骥，李棒棒，刘磊 
(华中科技大学自动化学院多谱信息处理技术国家级重点实验室，湖北 武汉 430074) 

摘要：某两级飞行器的分离过程可分为 3 个阶段：锁定段、约束段和脱离段。导向销在约束段对两

级产生约束作用使两级只能沿轴向相对平动。为了避免复杂的力学建模，将导向销等效为一自由度

的约束节点来描述其约束作用。建立一种基于约束力方程(CFE, Constraint Force Equation)方法的分

离动力学模型，在传统的分离动力学方程上添加约束方程和自由度方程构成 CFE 方程组。求解 CFE

方程组即可得到约束力和约束力矩。将 CFE 方法应用到整个分离过程，并通过单次仿真和蒙特卡

罗仿真验证了该方法的实用性。 
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Application of Constraint Force Equation Methodology  
in Aircraft Stage Separation Dynamics Simulation 

Wang Yongji, Li Bangbang, Liu Lei 

(National Key Laboratory of Science and Technology on Multispectral Information Processing, Automation College, Huazhong University of 

Science and Technology, Wuhan 430074, China) 

Abstract: The separation process of two-stage aircraft can be divided into three periods: lock-up period, 

constraint period and detachment period. The guide pins have constraint on two stages, which permit 

only translation in X-axis direction. To avoid the complex force analysis, the guide pins can be regarded 

as a joint of one degree of freedom. By adding the constraint and freedom equations to traditional 

separation dynamics equations, a dynamics model based on constraint force equation (CFE) methodology 

was built. The constraint force and moment can be obtained by solving constraint force equations. The 

constraint force equation (CFE) methodology was applied to all three periods of separation simulation 

and its practicability was verified by single simulation and Monte Carlo simulation. 

Keywords: separation simulation; guide pins; dynamics modeling; constraint force equation; simulation 

引言1 

飞行器级间分离的建模与仿真是进行任务飞

行前的一个至关重要的环节，精确的建模与仿真可

                                                        
收稿日期：2017-03-23      修回日期：2017-08-10;  

基金项目：国家自然科学基金(61473124);  

作者简介：王永骥(1955-)，男，江西吉安，博士，

研究方向为飞行器制导控制，智能优化与智能控制; 
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飞行器控制、飞行动力学建模与仿真。 

以最大程度地模拟分离的真实过程，帮助设计者发

现并解决分离中存在的问题。目前，国内外关于级

间分离建模与仿真问题的文献所采用的方法大致

可归结为以下几种：一是采用牛顿力学的方法对飞

行器的两体分别进行受力分析[1]，进而根据飞行器

运动学和动力学微分方程组进行六自由度仿真；二

是基于拉格朗日力学[2]建立分离动力学方程组；三

是使用机械系统动力学仿真软件 ADAMS 进行力

1
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学建模与分离仿真[3]，有的学者还辅以 FLUENT

软件计算级间气动流场[4]。 

为了确保平稳分离，提高分离成功率，目前很

多飞行器的两级之间都设计有某种机械装置来约

束分离过程中两级的运动方式，该装置对两级会产

生约束力和约束力矩的作用。在上面提到的方法

中，传统牛顿力学的方法很难对约束作用进行建

模，而拉格朗日力学和 ADAMS 软件虽然有能力

模拟这种约束作用，但要涉及到很复杂的物理知

识，过程复杂，且这两种方法对分离装置的模型过

于敏感故而不具有通用性。针对以上方法存在的不

足，国外学者提出了一种 CFE (Constraint Force 

Equation)方法[5-9]来求解约束力和约束力矩。该方

法是一种能够求解两体甚至多体间相互运动产生

的约束力的通用方法，并且已经成功应用于 X-43A

高超声速飞行器级间分离实验以及固体火箭助推

器(SRB)与轨道器和外部燃料箱(OET)的三体分离

实验。CFE 方法是一种数学方法，它把两级间的约

束装置等效为一个 n 自由度 (0 6)n≤ ≤ 的约束节

点，该节点对两级均产生约束力和约束力矩作用，

把约束力和约束力矩作为两组待求变量加入传统

的运动学和动力学方程中，并加入相应的约束方程

和自由度方程，构成一个方程组，通过解方程组即

可精确地求出约束力、约束力矩。 

对于本文研究的飞行器而言，出于分离安全等

因素考虑，两级之间接触面上分别安装有 3 个导向

销和导向孔。分离之前，导向销完全插在导向孔中，

不产生力的作用。分离开始后，由于两级受力情况

发生突变，在各个方向上都可能产生相对运动的趋

势，这时导向销和导向孔之间就会产生剧烈的接

触、摩擦，且每个导向销的受力情况都不相同。因

此，需要分别分析 3 个导向销的摩擦力以及接触

力，这对于非力学专业的学者来说很难做到。 

本文受到 CFE 方法的启发：导向销的作用其

实就是约束两级只能沿轴向运动，它就相当于 1

自由度的约束节点。故本文将三维空间的复杂运动

简化为一维直线上的运动，然后利用 CFE 方法就

可以很方便的求出导向销对两级的约束力和约束

力矩，大大简化了导向销的力学建模问题。 

1  飞行器分离动力学建模 

1.1 对象特性分析 

本文的飞行器包括上面级和下面级两部分，下

面级尾部装有反推喷管，两级之间接触面上安装有

4 个爆炸螺栓和 3 个导向销。反推喷管提供大小为

500 N 的额定反向推力，可以加速两级的分离；爆

炸螺栓是锁定装置和解锁装置；导向销与体轴平

行，是分离装置。导向销直径为 20 (–0.1~–0.2) mm，

导向孔直径为 20 (+0.2~+0.4) mm，其结构及位置

如图 1 所示。 

 

(a) 导向销立体结构 

 

(b) 导向销(导向孔)位置 

图 1  导向销结构及位置示意图 
Fig. 1  Structure and position of guide pins 

根据导向销和导向孔的位置关系，把分离过程

分为 3 个阶段。第 1 阶段：两级尚未分离，飞行器

被锁定为一个组合体，称为“锁定段”，该阶段导向

销不产生作用；第 2 阶段：两级开始分离且轴向分

离距离小于导向销长度，导向销对两级产生约束作

用，称为“约束段”，该阶段两级只能产生沿导向销

方向的相对位移，且两体姿态保持一致；第 3 阶段：

两级轴向分离距离大于导向销长度，导向销与导向

孔完全脱离，称为“脱离段”，该阶段两级之间不再

2
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有约束作用，成为两个独立运动的个体。 

1.2 坐标系定义 

本文用到 3 个坐标系 [10] ：地面坐标系

g g g gO x y z 飞行器体坐标系 b b b bO x y z 以及反推喷管

推力坐标系 f f f fO x y z 。其中，地面坐标系可以看

作惯性坐标系，体坐标系与地面坐标系配合用以确

定飞行器的姿态。 

为了方便反推喷管的偏差建模，定义反推喷管

推力坐标系：原点 fO 为推力作用点， f fO x 轴指向

理论推力方向， f fO z 位于 f fO x 轴与体坐标系

b bO x 轴构成的平面内， f fO y 由右手定则确定。 

根据坐标系的定义不难得到，反推喷管推力坐

标系到体坐标系的转换矩阵为： 

cos 0 sin

sin sin cos sin cos

cos sin sin cos cos

x x
B

F r x r r x

r x r r x

 
    
    

 
    
  

T  (1) 

式中： x 为喷管与体轴的夹角；  为喷管分布

角度。 

地面坐标系与体坐标系之间的转换矩阵可以

参考文献[10]，由于篇幅限制，这里不再列出。 

1.3 反推喷管偏差建模 

考虑反推喷管的推力线偏斜角 F 和推力周向

角 F ，在 f f f fO x y z 坐标系下，推力可表示为： 

cos

sin sin

sin cos

F
F
pg F F

F F

F

F

F


 
 

 
   
  

F  (2) 

通过坐标转换可以得到体坐标系下的推力为： 
B B F
pg F pg F Τ F  (3) 

考虑反推喷管推力线横移后的力臂可表示为： 

sin

cos

c x

pg p c F

p c F

X l

l Y y

l Z z









 
 

     
     

L  (4) 

式中：( , , )c c cX Y Z 为质心位置； ,x pl l 分别为推力作

用点距离实际尖点和体轴的距离； x 为喷管与体

轴的夹角；  为喷管分布角度； ,F Fy z  为推力

线横移。故反推喷管在体坐标系下产生的力矩为： 

B B
pg pg pg M F L  (5) 

1.4 运动学方程 

在地面坐标系下，飞行器质心运动方程为： 

d d cos cos

d d sin cos

d d sin

x t V

y t V

z t V

 

 



   
   

   
   

   

 (6) 

在体坐标系下，飞行器绕质心转动方程为： 

( sin cos ) tan

cos sin

( sin cos ) cos

x y z

y z

y z

      
    
     

   
      
      





 (7) 

式中： , ,   分别为俯仰角、偏航角和滚转角；

,  分别为弹道倾角和弹道偏角。 

1.5 动力学方程 

分离前在地面坐标系建立飞行器质心运动的

动力学方程为： 
d

d pgm
t
  

V
F A G  (8) 

在体坐标系下建立绕质心运动动力学方程为： 
d( )

d
B B
pg at

 
Jω

M M  (9) 

式中： , ,pgF A G分别为反推喷管推力、气动力和

重力； ,B B
pg aM M 分别为反推喷管产生的力矩和气

动力矩。 

1.6 风攻角与风侧滑角的计算 

在体坐标系中，飞行器相对于气流的速度 b
V

可由攻角 w 和侧滑角 w 表示： 

,

,

,

cos cos

sin cos

sin

x b w w

b y b w w

z b w

V V

V V

V V

 
 



   
        
      

 
  

 
V  (10) 

由此可解出风攻角和风侧滑角的表达式： 

,1

,

,1

tan

sin

y b
w

x b

z b
w

V

V

V

V









 
   

 
 

   
 







 (11) 

式中： 2 2 2
, , ,x b y b z bV V V V      ，表示 b

V 的大小。 

3
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2  CFE 方法 

飞行器处于分离的第二阶段时，导向销对两级

产生约束作用，这种约束作用体现在 2 个方面：(1)

导向销分别对两级产生约束力和约束力矩；(2)导向

销会限制两级之间的相对运动，使得两级只能产生

轴向的相对平动，且两级姿态保持一致。为了模拟

这种约束作用，CFE 方法构建了 4 组方程：加入约

束力和约束力矩的动力学方程、作用与反作用律方

程、约束方程以及自由度方程，求解这四组方程构

成的方程组即可得到约束力和约束力矩的解析解。 

下述公式中，下标 s 和 x 分别代表上面级和下

面级。 

2.1 CFE 方程组中的自变量 

将 CFE 方法用于两体分离问题时，方程组中

的自变量包括： 

地面系下质心加速度分量： 
T

s xs ys zsa a a   x  
T

x xx yx zxa a a   x  

弹体系下约束力分量： 
Tcon con con con

s xs ys zsF F F   F  
Tcon con con con

x xx yx zxF F F   F  

弹体系下约束力矩分量： 
Tcon con con con

s xs ys zsM M M   M  
Tcon con con con

x xx yx zxM M M   M  

弹体系下角加速度分量： 
T

s xs ys zs        ω  
T

x xx yx zx        ω  

共 24 个待求量，因此 CFE 方程组中需要 24

个相应的标量方程。如前所述，这些方程可以分为

4 组，下面分别介绍。 

2.2 动力学方程 

考虑约束力和约束力矩的作用，在地面坐标系

下建立飞行器质心运动的动力学方程见式(12)： 

( ) ( )

( ) ( )

ext con
s s s s

ext con
x x x x

m

m

 

 




F F x

F F x
 (12) 

在体坐标系下建立飞行器绕质心运动的动力

学方程如式(13)所示： 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ext con con
s s s s s s s s s

ext con con
x x x x x x x x x

     

     




M ρ F M J ω ω J ω

M ρ F M J ω ω J ω
(13) 

式中： ,s xρ ρ 分别表示上面级质心和下面级质心到

约束力作用点的位置矢量； ( ) ( ),ext extF M 分别表示

飞行器受到的合外力与合外力矩。 
( )

( )

ext
pg

ext B B
pg a

  

 

F F A G

M M M
 (14) 

这组方程本质上与方程(8)、(9)一样，只不过

增加了约束力 ( )conF ，约束力矩 ( )conM 以及由约束

力产生的力矩 ( )conρ F 这三项。 

2.3 作用与反作用律方程 

根据作用-反作用律，导向销在上面级和下面级

中的约束力和约束力矩大小相等方向相反，故有： 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

con con
s x

con con con
s x x s x

 

    

F F

M M r r F
 (15) 

式(15)是在体坐标系下建立的，其中， sr 是约

束力对上面级的作用点在惯性系中的位置矢量且

满足 s s s r x ρ ， xr 的含义与之类似。 

2.4 约束方程 

分离过程中，两体之间的分离装置会对两体的

相对运动方式有所约束，包括限制相对平动和限制

相对转动两种形式。 

(1) 限制相对平动 

当两体在某个方向 se 上不发生相对位移，则称

se 方向的相对平动被限制。此时，两体在该方向上

的相对距离应保持不变，即： 

( ) =0x s s r r e  (16) 

式中： se 是固连在上面级上的单位向量，指向相对

平动被限制的方向。 

(2) 限制相对转动 

若要限制两体绕某个旋转轴的相对转动，需要

分别固连在两体上的两个单位向量在整个约束过程

4
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中保持相互垂直，且二者都要垂直于该旋转轴，即： 

0x s e e  (17) 

式中： xe 和 se 是分别固连于下面级和上面级的单

位向量且 xe ， se 都垂直于旋转轴。 

式(16)、(17)中的单位向量 se 与 xe 各可以有 3

个不同的取值，分别对应体坐标系 x，y，z 三轴

上的单位向量 xe ， ye ， ze ，具体取值视约束情况

而定。令 g
bT 表示体坐标系到地面坐标系的变换矩

阵，由于 g
bT 为正交矩阵，故 xe ， ye ， ze 可由式(18)

计算： 

( , , ) [ ]g x y z
b    T L e e e  (18) 

本文中飞行器的两级采用导向销作为分离装

置，导向销的限制作用具体表现为：  

限制 y 方向的相对平动： 

( ) 0y
x s s  r r e  (19) 

限制 z 方向的相对平动： 

( ) 0z
x s s  r r e  (20) 

约束相对俯仰： 

0x y
x s e e  (21) 

约束相对偏航： 

0x z
x s e e  (22) 

约束相对滚转： 

0y z
x s e e  (23) 

为了让约束方程中含有 0 节中所列的自变量，

还需将式(19)~(23)分别对时间求二阶导，得到相应

的以质心加速度和角加速度为自变量的方程。 

2.5 自由度方程 

三维空间中两体间的相对运动有 6 个自由度，

除了 0 节中被限制的自由度以外，余下自由度上的

相对运动均是被允许的。如果允许某个方向 e上的

相对平动(相对转动)，则可认为该方向上的约束力

(约束力矩)为 0(前提是假设两级接触面光滑)。故可

得到如下形式的自由度方程： 
( )

( )

0

0

con

con

 

 

F e

M e
 (24) 

本文中导向销仅允许 x方向的相对平动，即： 
( ) 0con x

s s F e  (25) 

约束方程和自由度方程均在体坐标系中建立。 

2.6 CFE 方法补充 

把矢量方程(12)(13)(15)展开，得到 18 个标量

方程，配合约束方程(19)~(23)以及自由度方程(25)，

共计 24 个标量方程，构成一个封闭的方程组。经

整理，可以把该方程组写成形如 Ax b的矩阵方

程，然后利用矩阵求逆的方法很容易得到

 1x A b 。 

需要说明的是：本章介绍的矢量方程是在不同

的坐标系下建立的，因此在组合成方程组时，需要

通过坐标转换将它们全部转换到体坐标系或地面

坐标系下。 

CFE 方法不仅可以用于分离过程的第二阶段，

只要在不同的阶段合理搭配约束方程和自由度方

程，3 个阶段的分离仿真均可以利用 CFE 方法来完

成，这在很大程度上简化了仿真程序。 

(1) 第 1 阶段：两级尚未分离。这种情况可以

认为两级 3 个方向的相对平动和相对转动全都被

限制，即需要 6 个约束方程。 

(2) 第 2 阶段：两级开始分离，分离距离小于

导向销长度。这种情况前文已有分析，即需要 5

个约束方程和 1 个自由度方程。 

(3) 第 3 阶段：两级完全分离，不存在任何约

束。这种情况可以认为两级 3 个方向的相对平动和

相对转动全都被允许，即需要 6 个自由度方程。 

3  仿真结果 

当满足分离条件时，控制系统发出分离指令，

反推发动机点火，0.05 s 后，爆炸螺栓解锁，两级

开始分离。由于反推喷管反向推力的作用，下面级

的轴向加速度幅值大于上面级的轴向加速度幅值，

使得两级能够实现快速分离。当轴向分离距离小于

导向销的长度时，导向销会限制两级只能沿飞行器

轴向发生相对平动；当分离距离大于导向销长度

后，导向销作用结束后，两级完全分离。 

将 CFE 方法用于分离过程 3 个阶段，在

5
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VS2010 平台下编写 C++仿真软件分别进行单次仿

真和蒙特卡罗仿真，验证该方法的可行性。 

3.1 单次仿真 

单次仿真又称工况仿真，即选取有代表意义的

工况进行分离仿真，仿真初始参数都是固定值。仿

真时间 0.5 s，单次仿真的分离初始参数见表 1。 

表 1  单次仿真初始参数 
Tab. 1  Initial parameters of single simulation 

参数名称 参数值 

分离点高度/ km  70 

分离点飞行速度/ (m / s)  6800 

姿态角速度

( , , )x y z   / ( / )s  
(5，2，0) 

分离前攻角/   2 

分离前姿态角 ( , , ) /     (–1，0，0) 

分离前总转动惯量/ 2kg m  (110.6，3284.6，3249.2)

分离前总质心

( , , ) / mmc c cX Y Z  
(2 648.4，5.8，–1.7 ) 

上面级质量/ kg  458.0 

上面级转动惯量/ 2kg m  (18.6，156.3，157.2) 

上面级质心 ( , , ) / mmc c cX Y Z (1 316.2，5.6，0.1) 

下面级质量/ kg  587.0 

下面级转动惯量/ 2kg m  (90.3，2 035.8，2 025.3)

下面级质心 ( , , ) / mmc c cX Y Z (3561.7，4.8，–2.9) 

上面级参考面积/ 2m  0.78 

上面级参考长度/ m  1.483 

下面级参考面积/ 2m  1.15 

下面级参考长度/ m  2.217 

 

图 2~5 表示上面级与下面级受到的约束力和约

束力矩。图 2~5 中结果表明，从分离开始到 0.26 s

为导向销作用阶段，两级受到的约束力大小相等方

向相反，而由于存在约束力产生的力矩，两级受

到的约束力矩不满足等值反向的关系。这一结果

与式(15)非常吻合。0.26 s 以后，两级完全分离，

导向销不再有约束作用，故约束力和约束力矩全

部为 0。 

分离过程中上面级姿态角速度曲线如图 6 所

示，两级攻角以及姿态角的变化曲线如图 7 所示。 

 

图 2  上面级受到的约束力 
Fig. 2  Constraint force on upper stage 

 

图 3  下面级受到的约束力 
Fig. 3  Constraint force on lower stage 

 

图 4  上面级受到的约束力矩 
Fig. 4  Constraint moment on upper stage 

 

图 5  下面级受到的约束力矩 
Fig. 5  Constraint moment on lower stage 
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图 6  上面级姿态角速度 
Fig. 6  Attitude angular velocity of upper stage 

 
注：虚线-上面级，点划线-下面级 

图 7  两级姿态角 
Fig. 7  Attitude angles of two stage 

仿真得到两级间的轴向相对分离速度和分离

距离曲线如图 8 和图 9 所示。结果表明，两级轴向

分离距离随时间不断增大，且分离的速度越来越

快，可以实现快速分离。 

 

图 8  轴向分离速度 
Fig. 8  Axial separation velocity 

 

图 9  轴向分离距离 
Fig. 9  Axial separation distance 

3.2 蒙特卡罗仿真 

单次仿真只能对某种特定的工况进行仿真，而

实际分离过程各个参数的取值都会在一定的偏差

范围内波动，为了更真实的模拟实际飞行环境，确

保在各种偏差条件下都可以成功分离，仅仅进行单

次仿真是不够的，还需要进行蒙特卡罗仿真以验证

飞行器在各种极限拉偏情况下的分离情况。蒙特卡

罗仿真时主要参数的初始偏差分布如表 2 所示。 
 

表 2  蒙特卡罗仿真初始参数偏差范围 
Tab. 2  Deviation ranges of initial parameters in Monte-Carlo 

simulation 

参数名称 偏差范围 

分离点高度/m ±150 

分离点飞行速度/(m/s) ±60 

姿态角速度 ( , , )x y z   (deg/s) (±5，±2，±0) 

分离前攻角/deg ±2 

分离前姿态角 ( , , )   /deg (±1，±2，±3) 

上面级质量/ kg  ±20 

上面级转动惯量/( 2kg m ) ±10% 

上面级质心 ( , , )c c cX Y Z /mm (±7，±1，±0.5) 

下面级质量/ kg  ±25 

下面级转动惯量/( 2kg m ) ±10% 

下面级质心 ( , , )c c cX Y Z /mm (±3，±5，±5) 

发动机横移/mm ±2 

发动机推力偏斜角/deg ±0.333 

上面级气动力/N ±10% 

上面级气动力矩/Nm ±30% 

下面级气动力/N ±15% 

下面级气动力矩/Nm ±30% 

风场角度/deg (0，360) 
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表 2 的意义为：进行蒙特卡罗仿真时，每次仿

真的初始参数都应该在各自标称值的基础上加上

一个偏差量，该偏差量在表中所列偏差范围内随机

产生。 

按照表中所列偏差进行蒙特卡罗仿真 10 000

次，每次仿真时间 0.5 s。对仿真结果进行统计分

析，得到 0.5 s 时上面级的主要参数如表 3 所示。 

利用 Matlab 工具还可以得到各主要参数的分

布直方图和概率密度分布图，进而可以清晰的看出

10 000 次仿真结果的分布情况。图 10 和图 11 分别

给出了攻角和轴向分离距离的直方图以及概率分

布图，其他参数的不再一一列举。 

表 3  上面级蒙特卡罗仿真结果 
Tab. 3  Monte-Carlo simulation results of upper stage 

参数名 最大值 最小值 平均值 标准差

攻角/deg 5.93 2.42 4.06 0.671 6

轴向分离速度/(m/s) 0.74 0.38 0.56 0.057 5

轴向分离距离/mm 162.3 75.83 118.21 13.19 

滚转角速度

x /(deg/s) 

11.08 –10.45 –0.11 3.680 2

偏航角速度

y /(deg/s) 

4.47 –4.48 –0.04 1.758 3

俯仰角速度

z /(deg/s) 

6.24 –2.74 0.88 1.292 4

滚转角  /deg 5.78 –6.11 –0.01 2.251 4

偏航角 /deg 2.679 2 –2.69 0.00 1.025 0

俯仰角 /deg 1.91 –1.59 0.01 0.667 7
 

   

图 10  上面级攻角直方图和概率分布图 
Fig. 10  Histogram and probability distributions of upper stage attack angle 

   

图 11  轴向分离距离直方图和概率分布图 
Fig. 11  Histogram and probability distributions of axial separation distance 
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10 000 次蒙特卡罗仿真几乎包含了各种可能

出现的偏差组合。表 3 中统计的 0.5 s 时各参数的

取值都在要求的可接受范围内，从轴向分离距离的

结果可以看出，即使是最坏的情况，轴向距离也达

到了 75.83 mm，且飞行器姿态没有过于剧烈的变

化。这表明在充分考虑各种偏差的条件下，采用

CFE 方法仍可以完成分离任务。 

4  结论 

本文针对存在导向销约束的飞行器级间分离

问题，建立了分离动力学模型，利用 CFE 方法准

确的求解出两级受到的约束力和约束力矩，然后将

CFE 方法用于分离过程的全部 3 个阶段，分别进行

单次仿真和蒙特卡罗仿真。结果表明在充分考虑各

种偏差干扰的情况下，两级可以实现快速稳定的分

离，验证了该方法的实用性。该方法理论清晰，实

现简单，具有较强的工程参考价值。 
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