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基于局部优化的重心 Voronoi 图计算 

叶畋宇 1，王逸群 2，严冬明 2*，雍俊海 1 
(1. 清华大学软件学院，北京 100084；2. 中国科学院自动化研究所模式识别国家重点实验室，北京 100190) 

摘要：重心 Voronoi 图(centroidal Voronoi tessellation，CVT)是一个重要的几何结构，在地理信息系

统，信号处理，网格生成/优化，可视化等领域有着重要应用。针对传统全局生成、优化的方法的

不足，比如奇异点多、收敛速度较慢等问题，提出了生成优化与随机扰动两种局部优化方法，以及

一个整合了层次生成、局部优化、蒙特卡罗优化的 CVT 生成算法框架。实验结果表明，相比于已

有算法，本文方法在速度与质量上有综合的提升。 
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Abstract: Centroidal Voronoi tessellation is a special geometric structure, which has many applications in 
various fields such as geographical information system, signal processing, mesh generation/optimization, 
visualization and so on. Due to the highly non-convex nature of the CVT energy function, the existing 
methods for computing CVT have several drawbacks, which always trap into local minima. We propose 
generation optimization and stochastic optimization schemes for further reducing the CVT energy. 
Experimental results show that the proposed method improves both quality and efficiency compared to the 
recent approaches. 
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引言1 

重心 Voronoi 图(Centroidal Voronoi Tessellation 

– CVT)是一种特殊的 Voronoi 图，每个生成点与其

对应的 Voronoi 单元的重心重合[1]。在最优情况下，

CVT 的每个 Voronoi 单元都是全等的正六边形，其

                                                        
收稿日期：2016-10-12        修回日期：2017-01-30; 
基金项目：国家科技支撑计划(2015BAF23B03), 国家

国际科技合作专项(2013DFE13120), 国家自然科学

基金(61772523, 61272235, 61372168, 61672307)； 
作者简介：叶畋宇(1990-)，男，上海，博士生，研究

方向为计算机辅助几何设计。 

对偶则是一个由等边三角形组成的三角网格，该性

质在网格优化、科学计算、图像处理等应用中被广

泛使用[2-3]。因而，CVT 的计算方法是一个重要研

究课题。 

传统的方法采用 Lloyd 迭代[4]来计算 CVT，但

是该方法只有线性的收敛速度[5]。Liu 等[6]对 CVT

能量函数的光滑性进行了深入的研究，给出 CVT

是二阶连续的理论证明，并且提出了一个基于

L-BFSG 的快速优化框架计算 CVT，比已有的算法

加速一个数量级。但是，由于 CVT 能量函数有着

极强的非凸性质，有非常多局部极小，目前如何计

1

Ye et al.: Centroidal Voronoi Tessellation with Local Optimization

Published by Journal of System Simulation, 2019



第 31 卷第 2 期 Vol. 31 No. 2 
2019 年 2 月 叶畋宇, 等: 基于局部优化的重心 Voronoi 图计算 Feb., 2019 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 219 • 

算 CVT 的全局最优仍然是一个开放问题。 

近期，Lu 等[7]提出基于蒙特卡罗和模拟退火

方法来进一步优化 CVT，Wang 等[8]则采用层次化

方法计算 CVT。但是前者的速度较慢、效率不高，

后者的生成质量有限。 

针对当前 CVT 计算中的问题，本文提出了基

于局部优化的思想计算 CVT，并给出了“生成优化”

与“随机优化”等两种局部优化方法，可以按照一定

优先序对 CVT 进行局部优化。同时，提出一个综

合的算法框架，有效地结合了层次生成法、局部优

化、以及蒙特卡罗优化等算法，有效的提高了 CVT

全局优化的计算效率以及质量。 

1  相关工作 

本节我们简要介绍关于 CVT 的研究历史，并

且讨论一些最近的相关工作。关于 CVT 的详细介

绍可以参考综述文献[1,9]。 

CVT 最早用于信号处理中的最优量化计算。

给定一个初始采样集合，通常采用 Lloyd 迭代[4]进

行优化，直至收敛。关于 CVT 的理论最优解，著

名学者 Gersho 在一维和二维欧式空间给出了一个

猜想，既“在渐进意义下，最优的 CVT 形成一个空

间划分，所有的 Voronoi 单元都全等于一个维数相

关的基本单元” [10]。在二维空间，这个基本单元是

一个正六边形。Tóth 于 2010 年在二维空间证明了

这个猜想[11]。 

从优化角度看，CVT 对应的能量函数希望极

小化量化误差。早期日本学者 Iri 等认为，由于连

接关系复杂，CVT 能量函数是不光滑的[12-13]。Du

等[5]首先证明了 Lloyd 迭代具有线性的收敛速度。

接着，Du 等假设当 Voronoi 图拓扑结构不再发生变

化时，提出了一个CVT的快速计算方法
错误！未找到引用源。

，

但是他们的优化目标和 CVT 能量函数不同。随后，

Liu 和 Wang 等[6]证明 CVT 能量函数具有二阶光滑

性质，并且提出了一个拟牛顿框架来迭代计算 

CVT。比较传统的 Lloyd 迭代，将 CVT 的计算效

率提高了一个数量级。但是，由于 CVT 能量函数

的高度非凸性质，很容易陷入局部极小。如何计算

CVT 全局最优仍然是没有解决的问题。 

最近，Lu 等提出采用蒙特卡罗以及模拟退火方

法对 CVT 进行全局优化[7]，通过不断对 Voronoi 图

中各种子点进行小幅度扰动并再以拟牛顿法得到局

部最优解的方法来尽可能逼近一个全局最优解。由

于该方法需要进行全局扰动，其效率不是很高。 

另外，Wang 等采用的层次化方法[8]则通过对

稀疏 CVT 进行插点与拟牛顿优化的方法来得到高

密度 CVT。通过该方法得到的 CVT 更为结构化，

但是 CVT 的能量并没有显著降低，尤其在边界处。 

本文针对这些缺陷进一步进行研究。 

2  CVT 定义 

给定 n个 RN空间中不同的种子点(或者生成点)

=1= { }n
i iX x ，Voronoi 图定义为 RN空间的一个划分

=1= { }n
i iΩC ，每个种子点对应一个 Voronoi 单元

= { | || || || ||, }N
i i j j iΩ ∈ − − ∀ ≠x x x x xR ≤ 。其中 || ||⋅

为欧式距离。 

重心 Voronoi 图是一个特殊的 Voronoi 图：所

有的种子点 ix 和它对应的 Voronoi 单元 iΩ 的重心
*
ix 重合，其中 

*
( ) d

=
( )d

i
i

i

ρ σ

ρ σ
Ω

Ω

∫
∫

x x
x

x
 (1) 

这里 ( ) > 0ρ x 是一个用户指定的密度函数。如

果 ρ是一个常数，则 CVT 为均匀密度。CVT 也可

以定义为下面能量函数的一个局部极小值[1]： 

2

=1
( ) = ( )|| || d

n

i
ii

F ρ σ
Ω

−∑∫X x x x  (2) 

3  算法概述 

本文首先提出了对 CVT 局部优化的概念，即

固定大部分采样点，通过算法生成或随机生成的方

式对局部采样点进行尝试优化。并提出了一个优先

度函数的概念，通过定义优先度函数 :f Ω→ℜ，

按照优先序由低到高的顺序依次对 CVT 进行局部

2
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优化。在此之上，本文提出了一个算法整合框架，

将局部优化与层次法、蒙特卡罗法进行了整合。 

3.1 局部生成优化 

给定输入点集 X0、待优化点 xi、优先级函数 f，

并设置合适的内半径 Rinner与外半径 Router，可按照

以下步骤来进行局部生成优化，见图 1(从左至右分

别为：1) 对输入点集进行分类，其中蓝色为已优

化点、橙色为待处理点、灰色为边界点；2) 生成

点；3) 若生成点过多，则删去其中优先序最高者

(图中以圈出表示)；4) 局部迭代优化)。 

 

 
图 1  局部生成优化的几个步骤  

Fig. 1  Steps of local generation optimization 

1. 对 0X 中的点 jx 按照其优先序以及与 ix 的

距离 =|| ||i jd −x x 进行如下分类：  

  • 已优化点： inner<d R 且 ( ) < ( )j if fx x ； 

  • 待处理点： inner<d R 且 ( ) ( )j if fx x≥ ； 

  • 边缘点： inner outer<R d R≤ ； 

  • 外部点： outerR d≤ ； 

2. 删去待处理点，并找到与待处理点相邻的

已优化点作为初始种子点集； 

3. 不断通过种子点集得到新一批的生成点，

并将该批生成点作为新一轮的种子点进行下一轮

生成，直到填满该局部为止； 

4. 通过删除高优先序生成点或在生成点与边

缘点之间添加新点来保证该局部的点数与优化前

保持一致； 

5. 采用 Newton-Lloyd 迭代法对生成点进行局

部迭代优化。 

对于均匀密度 CVT，若采样点之间的平均最

小距离为 2r，则此处 Rinner与 Router可分别取 7r 与

10r。两者差值取 3r 以保证边缘点的选取；若两者

取值过小，则难以生成有效局部优化；若取值过大，

则单步耗时会较长。对于非均匀密度 CVT，则应

根据该局部的密度变化情况来确定 Rinner 与 Router

的取值。 

对于步骤 3，在二维空间中可以采用如图 2 所

示的方法来生成候选点，其中，O 为种子点，P、P’

为相邻点，Q1, Q2, Q2’, Q2”为生成点。对每个种子

点，从已优化点、外部点、生成点中找到与其相邻

的点，通过判断相邻点之间的夹角来均匀等角度、

等半径变化地生成适量的候选点，使其相邻点之间

的夹角接近 60 ；然后，将各个种子点产生的候选

点进行合并，从而得到生成点。 

 
图 2  通过相邻点生成候选点 

Fig. 2  Generating candidate points from adjacent points. 

另外值得注意的是，通过上述步骤得到的点集

并没有达到全局的 CVT 局部极小值，需要再进行

全局的 Newton-Lloyd 迭代优化。当点数较大时，

为了提升算法效率，可以采用以 xi 为中心、半径

较大的局部迭代优化来近似代替全局迭代优化。 

3.2 局部随机扰动 

与局部生成优化类似，给定输入点集 0X 、待

优化点 ix 、优先级函数 f ，并设置合适的内半径

3
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innerR 、外半径 outerR 与扰动半径 rdr ，可以按照以下

几个步骤来进行局部随机扰动： 

1. 对 0X 中的点 jx 按照其优先序以及与 ix 的

距离 =|| ||i jd x x− 进行如下分类： 

• 已优化点： inner<d R 且 ( ) < ( )j if fx x ； 

• 待处理点： inner<d R 且 ( ) ( )j if fx x≥ ； 

• 边缘点： inner outer<R d R≤ ； 

• 外部点： outerR d≤ ； 

2. 对待处理点进行最大距离为 rdr 的随机

扰动； 

3. 对扰动后的点进行局部迭代优化。  

此处 innerR 与 outerR 的取值限制影响与局部生

成优化相同； rdr ，根据 Lu 的研究
[7]
，可取 r0.6 。

另外同样，在得到局部随机优化的结果后，还应在

更大范围内进行 Newton-Lloyd 迭代优化。 

相比于局部生成优化，随机扰动优化有更大的

灵活性，可以应对各种复杂情形。但是同时，由于

局部随机扰动具有不确定性，需要尝试多次才能得

到一个更优的结果，故而一般随机扰动更为费时。 

3.3 局部优化整体算法框架 

考虑到局部生成优化效率较高，局部随机扰动

能应对各种复杂情况，我们提出一个局部优化的算

法框架来逐个局部地对给定 CVT 进行优化。给定

空间Ω、密度函数 : Rρ Ω → 、以及初始点集 0X ，

并设置合适的优先序函数 :f RΩ→ 、终止优先序

maxf 、以及随机优化次数 rdm ，算法框架步骤如下： 

1. 令难以优化点集 P ←∅ ，结果点集

0X X← ； 

2. 寻找到不在集合 P 中且优先序最小的待优

化点 ix ，若找不到则算法结束； 

3. 以 ix 为中心进行生成优化，然后从得到的

结果点集 'X 中找出未优化点构成点集 P′，并将其

与 P 进行最大匹配，并判断 'X 是否优于 X ； 

4. 若 'X 未优于 X ，则对 ix 不断进行局部随机

扰动优化、从扰动结果 'X 中得到未优化点集 P′并

与 P 进行最大匹配，直到 'X 优于 X 或达到最大随

机扰动次数 rdm 为止； 

5. 若得到了更优的 'X ，则将 'X 与 P′赋予 X

与 P ；否则，令 iP P x← ∪ 。 

6. 跳转步骤 2。 

该算法对输入的初始点集 0X 没有硬性要求。

如果 0X 已经采用 Newton-Lloyd 迭代法达到一个

极小值，会有助于后续算法的进行；如果采用随机

点集作为输入，也会随着算法的进行、逐个局部的

优化，得到一个优化后的结果。 

关于优先序函数 f ，该函数定义了空间Ω中

各点的优化先后顺序，可以根据空间Ω的形状、

框架中采用的局部生成算法的性质、以及对生成曲

面的要求等来进行选取。考虑到本文所采用的局部

生成算法通常在Ω内部远离边界处得到较好的结

果 ， 对 于 单 位 方 域 ， 此 处 可 以 采 用

square ( ) =|| (0.5,0.5) ||f x x − T
作为一个基本的优先序

函数。 

关于终止优先序 maxf ，则可以根据需要来进

行设置与调整。如后文中章节 4.4 所需，若调用者

希望该局部优化算法能对Ω中距离边界 bdd 以上

的部分进行优化，则可选取合适的过度距离 trd 来

构造边界函数 boaderf ，并将其与基本优先序函数 0f

进行调和得到： 
 

0

0

( ),
( ) ( ) (1 ) ,

,

tr bd

m bd tr bd

m bd bd

f x d d d
f x f x f d d d d

f d d d d
α α

+ <⎧
⎪= ⋅ + − ⋅ < +⎨
⎪ + −⎩

≤

≤

(3) 

式中： d 为 x 到采样区域边界 ∂Ω的最小距离；

= ( ) /bd trd d dα − ； = { ( ) | = }max xm bf f x d d d 。当

x 远离边界时，该函数即为基本优先序函数；当 x

靠近边界时，该函数即为边界函数，以与边界的距

离来线性减少优先序；当 x 位于过渡区时，该函数

为两者的线性插值。在单位方域中，若采样点之间

的平均最小距离为 2r ，则此处 trb 的取值范围可为

[4 ,6 ]r r (见图 3，其中，左图为基函数 fsquare；中图

为边界函数 fboader；右图为两者的调和结果)。 
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图 3  单位方域上的一种优先序函数  

Fig. 3  A kind of priority on unit square field.  

关于一个点是否还需优化的判断，在二维平面

上，可以简单采用点的度数(相邻点的个数)是否为

6 来进行衡量。对于变密度以及三维 CVT 的情况，

可以结合密度变化以及曲率变化来进行判断。 

考虑到会存在靠近 Ω 边界附近、或是在优先

序函数的鞍点或最大值附近会存在一些点难以被

局部优化，我们在算法中设置 P 来存储难以优化

的点集合。若生成优化与 rdm 次随机扰动均无法对

某个局部点进行优化，则将该点加入 P，不再对该

点进行优化。 

关于未优化点的匹配，这里并不需要进行精确

匹配，关注点在于优先序小于 Xi 的未优化点是增

加或减少了。匹配的作用在于，考虑到局部优化会

对全局未优化点的位置造成一定影响，匹配能帮助

判断在与 Xi 优先序接近的未优化点中，哪些局部

是已经尝试过进行优化而没有成功的，从而避免因

扰动造成对一些难以优化的局部进行反复优化。 

关于点集 'X 是否优于 X 的判断，先从 P′中找

到最小优先序的未匹配点 px ，并在 ix 的给定半径

detectR 范围内找到局部最小优先序的未匹配点 'px ，

若满足以下条件之一，则认为 'X 优于 X ： 

• 最小未优化点外移： toler( ) > ( )p if x f x df+ ； 

• 未优化点减少： toler( ) > ( )p if x f x df− 且 

match| ' |<| |P P ； 

• 局部已优化，远处发生的劣化在可接受范围

内： toler( ) > ( )p if x f x df′ + 且 

worse( ) > ( )p if x f x df− 。  

此处 tolerdf 与 worsedf 为给定的经验参数，若采

样点之间的平均最小距离为 2r ，则 tolerdf 与 worsedf

分别可取 / 6r 与 / 3r 。设置条件三接受局部优化，

是因为在优化过程中可能会产生不稳定的优化局

部，远处的些许改变都会导致该局部的劣化，从而

阻止了其他区域的优化。有了条件三，使得其他地

方的优化可以继续进行，之后再重新对该劣化后的

不稳定局部进行优化。 

3.4 多算法整合框架 

局部生成算法在靠近采样区Ω边界附近通常

表现不佳，需要通过随机扰动来进行优化，从而导

致算法效率低下。故本文将局部优化法与层次法、

蒙特卡罗法进行结合，提出了一个混合框架(下文

简称混合法，Hybrid CVT)。 

给定有限空间 Ω 、采样点数 n、密度函数 
: Rρ Ω → 、优先序函数 :f RΩ→ 、局部优化最大

优先序 fmax、以及其他各方法中用到的相关参数，则

如图 4 所示，从左至右依次为：初始随机采样点(31

个点)；第一次细分并局部优化(125 个点)；第二次

细分并局部优化(500 个点)；蒙特卡罗法进行周边

优化(500 个点)。填充色表示该单元单位面积 CVT

能量值(红高蓝低)。可以按如下算法框架生成结果

点集 X： 

1：通过 n 计算层次法层数 h 与每层点数 

, = 0in i h； 

2：生成初始 0n 个采样点的 CVT 点集 X； 

3：for [1, ]l h∈  do   

4：以层次法插入 1l ln n −− 个点，并更新点集 X； 

5 ： 以 局 部 优 化 法 按 一 定 优 先 序 优 化

max( ) <if x f 的点，并更新点集 X； 

6：end for 

7：用蒙特卡罗法优化 X 中 max( ) >f x f 部分

区域。 

步骤 1 中， =hn n , 1= 4i i in n c− × + ， [0,4)ic ∈ [8]
，

并根据Ω的形状，选择合适的 0n 。对于单位方域，

0n 可在[25, 100]内进行选取。步骤 2 中，本文简单

采用随机法产生 0n 个采样点，并用 Newton-Lloyd

法进行全局迭代优化。步骤 7 中，若采用章节 3.3

所述调和优先序函数，则此处可给定边距 influentd ，

5
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图 5  单位方域上不同算法的比较结果 

Fig. 5  Results of different algorithms on a unit square.  

表 1  不同算法的 CVT 能量比较 
Tab. 1  CVT energy comparison between algorithms 

点数 传统 CVT 蒙特卡罗法 层次法 混合法 
100 0.019 782 0.019 660 0.019 683 0.019 674 
250 0.007 830 0.007 799 0.007 824 0.007 808 
500 0.003 901 0.003 886 0.003 897 0.003 891 

1 000 0.001 947 2 0.001 938 9 0.001 944 3 0.001 940 5 
2 000 0.000 972 3 0.000 967 7 0.000 970 7 0.000 968 0 
4 000 0.000 485 8 0.000 483 5 0.000 484 5 0.000 483 2 
8 000 0.000 242 70 0.000 241 57 0.000 242 01 0.000 241 34 
16 000 0.000 121 34 0.000 120 75 0.000 120 91 0.000 120 59 

 
如表 2 所示，传统 CVT 与层次法运算效率最

快，本文所述方法能在一个可接受时间内得到较优

解，而蒙特卡罗法则耗时巨大。 

同时，如图 6 所示，我们对在不同种子点数下

局部生成优化算法的优化平均成功率、以及随机优

化中平均所需随机次数进行了统计。当种子点数较

少时，大多数种子点的优先序皆大于终止优先序，

算法仅对中央少数种子点进行局部优化，而最初优

化的几个种子点由于缺少有效的参考，故而其优化

难度较大。随着种子点数的进一步增加，对局部进

行优化时外部点的增加会导致 CVT 的局部最优能

量势阱加深，从而对局部的修改将更难以影响全局、

7
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跳出该局部最优解。这一点表现在数据上即为当种

子点数较大时生成优化的平均成功率逐步降低、随

机优化的平均随机次数逐步增高。 

表 2  不同算法的耗时比较 
      Tab. 2  Time consumption comparison        /s 
点数 传统 CVT 蒙特卡罗法 层次法 混合法

100 0.205 24.9 0.261 1.74 
250 0.474 62.2 0.634 4.98 
500 0.758 111.9 1.140 7.02 
1000 1.230 178.1 2.045 15.84 
2000 1.914 302.2 3.329 49.56 
4000 3.077 529.3 5.525 111.21
8000 5.352 998.2 9.493 293.1 

16000 9.475 1913.8 15.893 761.0 

  
(a) 局部生成优化的平均成功率 

 
(b) 局部随机优化的平均随机次数 

图 6  运行结果统计 
Fig. 6  Statistics of operation results 

4.2 单位方域上的周期 CVT 结果 

如图 7 所示，在周期域上，蒙特卡罗法容易陷

入难以优化的状态。相比而言，层次法除了初始第

一层随机 CVT 时产生的奇异点(度数非 6 的点)、

以及每一轮插点时因点数不能被 4 整除而产生的

个别奇异点之外，可以保证每一次插入的其他点的

度数皆为 6，因而在周期域上效果较好。而本文所

述混合法产生的 CVT 质量最高，由于在周期域上

不受边界的影响，能去除绝大部分奇异点。 

 
  (a) 传统 PCVT           (b) 蒙特卡罗法 

 
(c) 层次法             (d) 混合法 

图 7  周期单位方域上 2 000 个点的不同算法结果比较 
Fig. 7  Result comparison between different algorithms with 

2 000 points 

5  结论 

本文针对 CVT 问题提出了局部优化的思路，

并将其与层次法、蒙特卡罗法进行了整合。实验结

果表明，本文所述方法能够得到更优的 CVT 结果。

算法中，主要时间消耗在随机扰动生成上，若能改

进局部优化生成算法，提升其优化成功率，则可进

一步提升算法性能。 

另外，在本文中，局部优化生成算法采用的

是等角度生成相邻点，局部优化框架中通过采样

点的度数是否为 6 来判断该点是否被优化，这两

者均不能很好地适应变密度的 CVT 生成。在未来

的研究中，可以针对变密度 CVT 进一步改进该算

法和框架。 
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