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稀有事件仿真算法综述 

王丽萍，范文慧 
(清华大学自动化系，北京 100084) 

摘要：稀有事件因其发生概率很低、危害性较大而具有较高的研究价值，传统的蒙特卡洛方法很难

对这一问题进行有效分析，稀有事件仿真技术可以通过方差缩减方法实现稀有事件的快速采样，进

而对稀有事件发生的概率进行高效估计。近年来，该技术得到了快速的发展并广泛应用于多个领域，

基于此，对稀有事件仿真算法的研究现状进行综述；概括、分析了主流算法的基本原理、存在的问

题及研究进展；同时阐述和总结了算法的应用领域；探讨了稀有事件仿真技术未来的发展趋势。 

关键词：稀有事件；重要性抽样；MCMC；多分裂算法 

中图分类号：TP391.9       文献标识码：B       文章编号：1004-731X (2018) 09-3249-07 

DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.201809003 

A Review of Rare Event Simulation 

Wang Liping, Fan Wenhui 

(Department of Automation, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  Rare-event has a great significance for its lower probability of occurrence and greater 

harmfulness, the traditional Monte Carlo method is difficult to analyze it effectively. Rare-event 

simulation technique which is developed quickly and applied in many areas can sample the rare-event 

effectively with variance reduction methods and can estimate the occurrence probability of rare-event. The 

research status of rare-event simulation technique is summarized firstly; the principles, problems and 

progress of the main methods are analyzed and concluded secondly; after that the application fields of the 

technique are elaborated and summarized; the future development tendency of rare event simulation 

technique is discussed finally. 
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引言1 

稀有事件(rare event)是指发生概率小于 10-9 的

事件，其发生的概率称为稀有事件概率(rare event 

probability)[1]。稀有事件发生的概率虽然很低，但

是其造成的后果却不容小觑，如各种极端自然灾害

以及金融危机等。处理稀有事件的一个难点在于如

                                                        
收稿日期：2016-05-11      修回日期：2016-08-26;  
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男，吉林松原，博士后，教授，研究方向为多学科

协同仿真与优化。 

何对其进行量化分析。将仿真技术应用于稀有事件

的评估中可以很好地解决这一难题，这一技术便被

称之为稀有事件仿真(rare event simulation, RES)。 

最早用于稀有事件仿真的方法为蒙特卡洛仿

真方法[2]，但因计算效率较低、所需样本量较大等

原因，并不能很好地满足稀有事件概率估计的要

求。针对蒙特卡洛方法在处理稀有事件时存在的不

足，后续相继出现了许多快速仿真方法。 

目前，国外对于稀有事件仿真技术的研究机构

主要有澳大利亚新南威尔士大学[3]，加拿大蒙特利

尔大学[4]，法国国家信息与自动化研究所[5]， 澳大
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利亚昆士兰大学[6]，荷兰屯特大学等[7]，国内从事

该领域及其相关技术研究的机构较少，主要包括武

汉大学等[8]。 

1  重要性抽样 

1.1 重要性抽样算法基本原理 

重要性抽样(Importance Sampling, IS)算法起

源于上世纪50年代，由Marshall提出[9]，旨在通过

测度变换达到方差缩减的目的，从而使稀有事件频

繁发生以加速仿真运行，其基本思想是通过一个相

对简单的概率密度函数代替目标概率密度函数，称

为重要性抽样密度函数 (Importance Sampling 

Density)，并对其进行随机加权平均来近似计算目

标函数的数学期望，算法中的权重为目标概率密度

函数与重要性抽样密度函数的似然比，同时也保证

了估计量的无偏性[10-11]。IS算法的核心问题是重要

性抽样密度函数的确定，根据不同的优化标准，衍

生出了两种判定重要性抽样密度函数的方法：交叉

熵法(Cross-Entry, CE)[12]和极小化方差法(Variance 

Minimization，VM)[13]，这两种方法是两类通用的

自适应IS算法，并且都旨在寻找最优的重要性抽样

密度函数。 

IS 算法虽然能够加速仿真的运行，但同时也

存在着一些缺陷，例如：重要性抽样密度函数的选

取较为主观且没有标准形式。同时，对于较为复杂

的系统，最优重要性抽样密度函数很难以解析的方

式或者自适应的方式获得，而重要性抽样密度函数

的选取则直接关系到仿真方法的效率，如果重要性

抽样密度函数选取不好，将会大大减低算法的效率

及准确率。除此之外，当目标函数的维度较高时，

IS 算法中的似然比会发生退化，从而使算法的稳

定性和可靠性大大降低。 

1.2 重要性抽样算法优化策略 

重要性抽样密度函数的选取是 IS 算法的核

心，在与稀有事件仿真相关的文献中，对该问题的

讨论也是经久不息。例如，Bucklew, J. A.[14]基于大

偏差理论派生出最优重要性抽样密度函数。

Rubinstein R.[15]和 Zhang P.[16]分别根据参数化和非

参数化方法对重要性抽样密度函数进行分析，

Sadowsky 等[17]使用混合分布作为重要性抽样分布

函数。 

针对 IS 算法存在的似然比退化问题，Chan, 

J.C.C.等[18]使用改进的交叉熵方法获取重要性采样

密度函数。另一方面，Tim J. Brereton 等[19]在其基

础上，提出了一种用于寻找混合 IS 分布的方法。

另外，Zdravko I. Botev 等[3]采用了分裂技术中的嵌

套思想，将稀有事件的求解过程划分为多个水平，

并得出相应的条件概率， 同时使用乘积法则对稀

有事件发生概率进行有效估计，在某种程度上确保

从最小化方差的重要性抽样密度函数中实现精确

采样。 

2  马尔科夫链蒙特卡洛方法 

2.1 马尔科夫链蒙特卡洛方法基本原理 

马尔科夫链蒙特卡洛 (Markov chain Monte 

Carlo, MCMC)方法是基于贝叶斯统计的采样方

法，由Metropolis等[20]提出的，将马尔科夫过程与

蒙特卡洛仿真方法相结合，也被称为动态蒙特卡洛

积分法，旨在从复杂的目标密度函数中抽取样本。

该方法的核心思想是构造一马尔科夫链，其达到稳

态时的转移概率函数即为所求的零方差概率密度

函数。 

MCMC算法相较于IS算法的优势在于：从稳态

的马尔科夫链中连续取值，其极限分布可以将复杂

的高维问题分解为一系列维度相对较低的事件，不

要求似然函数和先验分布函数之间存在共轭结构。

但在处理稀有事件时还存在所需的归一化常数较

难估计及算法中涉及多个马尔科夫链，难以度量各

估计量间的依赖性以及方差等问题。 

2.2 MCMC 算法优化策略 

在采用MCMC方法处理稀有事件的基础上， 

已有文献中相继出现了多种改进算法，其改进策略

2
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包括： 

(1) 同IS算法相结合。Zdravko I. Botev等[21]提

出了马尔科夫链重要性抽样算法(Markov chain 

Importance Sampling, MCIS)方法， 旨在通过一步

转移概率构建马尔科夫链并从中抽样。MCIS方法

的基本思想为：首先，使用MCMC方法构造一马

尔科夫链，并将其稳态分布作为IS算法中的零方差

分布函数。在此基础上， 生成独立同分布的样本

以及生成相应的IS无偏估计量。 

(2) 基于逆向分析。YUYA SUZUKI等[22]考虑

了具有重尾增量的随机和问题，使用MCMC方法

对其中的稀有事件进行仿真。相对于给定阈值估计

相应稀有事件发生概率的方法，文章采用逆向思

维，即根据给定的概率值估计相应的分位数。 

(3) 基于马尔科夫过程。C. Kollman[23]提出了

线性模型方法、Pierre L’Ecuyer[4]提出了步长逼近法

以及T. P. Imthias Ahamed[24]提出了转移核函数变

换法。这三种方法均对马尔科夫过程中存在的预期

总体成本进行分析，并通过不同的策略对进行估

计，以实现从近似零方差重要性抽样密度函数抽

样。但是，从算法的执行效率上看，转移核函数变

换法更加高效。 

3  分裂算法 

分裂算法(splitting method)作为自然的启发式

算法起源于上世纪50年代，由Kahn和Harris [25]最先

将这种仿真技术应用于物理学的粒子传输过程中，

旨在将系统的状态空间分割成一系列嵌套的子系

统，并将待求的稀有事件看成是这一系列嵌套事件

的交集。上世纪70年代，Bayes[26]针对该算法，考

虑了一个简单的马尔科夫过程和单一阈值的情况。

此后，相继出现了多种多分裂算法。 

3.1 RESTART 算法 

M. Villén-Altamirano等[27]于上世纪90年代，在

Bays算法的基础上，提出了RESTART(REpetitive 

Simulation Trials After Reaching Thresholds)算法，

其基本思想是：根据重要性函数和一系列嵌套的状

态集将随机过程的状态空间分割成各个具有不同

重要度的区域。定义与状态集相关的阈值，当随机

过程进入到状态空间中重要度更高的子区域中时，

照预定的分裂率执行相应次数的仿真重复试验。标

准的RESTART算法要求在粒子到达每个阈值时所

分裂出的子路径的数量是固定的，并且在每一个时

间步长内，粒子不能穿越多个分裂阈值[28]。应用

RESTART方法的前提是需要确定一个合适的重要

性函数，如果其选择不当，将会导致仿真失败[29]。 

3.2 基于 DPR 的分裂算法 

另一种较为典型的多分裂算法是由Haraszti和

Townsend[30]提出的，基于DPR理论提出了一种轨

迹分裂仿真算法，其基本思想是通过子集指标函数

将系统的状态空间分割成一系列子集，并对每个子

集分配一个过采样因子，以实现自由缩放有限状态

马尔科夫链的稳态概率函数。相较于经典的分裂算

法，基于DPR的仿真技术的主要优势在于：(1)不

对状态转换进行限制，同时，即使在对稀有事件划

分存在多个重叠分区的条件下，其提供的估计量仍

然是近似无偏的。(2)允许对状态空间进行任意分

区，并允许任意两个子集之间进行转换，使得DPR

算法在系统运行过程中可以穿越一个或多个阈值。

另外，基于DPR的分裂算法允许稀有事件划分的多

个子集之间存在交叠。但是，该算法并不适用于连

续时间过程。 

3.3 RESTART/LRE 算法 

此外，F. Schreiber[31]将统计评估方法LRE(L- 

imited Relative Error)[32]同RESTART方法相结合，

提出了RESTART/LRE算法，该算法是一种多步仿

真方法，通过逐步进行的方式确定仿真参数，可以

将 仿 真 运 行 时 间 降 低 若 干 个 数 量 级 。 在

RESTART/LRE算法中，LRE算法作为随机仿真系

统的一部分，主要用于将小于或大于给定值的数值

映射成两节点的马尔科夫链，并将该链的一阶相关

3
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系数定义成依赖于点x的本地相关函数，并对相应

序列的稳态互补分布函数进行评估，同时还用于执

行仿真的运行时间控制。该函数可分析待求随机变

量的相关系数结构，以及度量仿真过程中的错误

率，并可以极大的简化复杂的评估任务。目前，已

有文献中对RESTART/LRE算法的研究较为有限，

其应用也多集中在M/M/N排队系统中。 

3.4 多分裂算法改进策略 

对于经典分裂算法中存在的问题，后续相继出

现了一些改进的多分裂算法，其主要思想可分为两

大类：其一是基于大偏差理论、逆向分析等方法[33]

对重要性函数进行分析；其二是摒弃了标准算法中

在算法开始前对各参数进行固定设置的做法，而是

选择在算法运行的过程中，以自适应的方式确定分

裂水平和分裂子路径数，以便更加适应在实际应用

过程中，庞大而复杂的应用模型的需求。 

4  稀有事件仿真算法应用 

稀有事件仿真技术最早应用于粒子传输中，后

续随着算法的多样性以及人们对其关注度的不断

提高，稀有事件仿真技术也得到了更广泛的应用，

主要包括：排队系统缓冲区溢出概率估计、动态网

络及静态网络的可靠性估计以及高可靠性系统评

估等问题，本文对该技术的部分应用领域进行了

总结。 

(1) 排队系统 

稀有事件仿真技术在排队系统中的应用较为

广泛，常用于解决带有反馈的两节点网络中出现排

队溢出的概率估计[34]、通信网络中的典型问题--

有效分析计算极低的延迟阈值概率估计[35]以及有

限缓冲容量的SSM/M/1/B自相似排队网络的缓冲

溢出概率估计[36]等问题。 

(2) 马尔科夫过程分析 

稀有事件仿真技术针对马尔科夫过程的分析

主要包括两个方面，其一，是可靠性估计问题，采

用的方法主要包括改进的交叉熵方法[37]以及基于

MCMC方法自适应生成状态依赖的重要性抽样密

度函数等方法[6]；其二，是路径转移概率估计问题，

采用的方法主要包括基于路径的重要性抽样算  

法[38]以及将多分裂技术同分支和交互粒子系统相

结合[39]等方法。 

(3) 静态网络可靠性估计 

稀有事件仿真技术在静态网络中的应用主要

为对其可靠性进行评估，主要方法包括基于动态重

要性抽样的蒙特卡洛方法[4]、基于粗糙近似的自适

应 IS 算法[5]以及将置换蒙特卡洛方法同广义分裂

算法相结合[40]等方法。 

此外，稀有事件仿真技术在计数问题[41]、光

波通信系统 [42]、系统生物学 [43]以及货代风险评  

估等[44]领域也有着较好的应用。 

5  稀有事件仿真算法研究趋势展望 

稀有事件仿真技术经过几十年的不断优化与

拓展，已经越来越趋于成熟，可以很好的对多领域

中存在的稀有事件的发生概率进行估计，随着其不

断发展，未来仍有很好的发展前景。本文对这一领

域中存在的一些问题进行了分析，为今后的研究方

向提供参考。 

(1) 关键参数的选取 

在稀有事件仿真技术中，无论是IS算法还是多

分裂算法，都存在着非常重要但是又悬而未决的关

键函数的选择问题。其一是，IS算法中的最优重要

性抽样密度函数的标准化选取；其二是多分裂算法

中的重要性函数的标准化选取。这两个函数的选取

都直接关系到各自算法中相应估计量方差的大小，

虽然已有多种优化方法，但是其应用范围仍然有

限，不具有普遍性。同时，对于多分裂算法，分裂

数和分裂阈值的选取也是需要进一步深化研究的

问题。 

(2) 算法评价准则 

算法的鲁棒性和工作归一化方差是评价稀有

事件仿真算法的基本准则，然而该两项标准的精度

并不能满足所有算法的需求，后续出现了对数渐进
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相关错误率以及对数渐进工作规范化相关错误率

等评价准则。如何不断优化算法的评价准则也是未

来值得考虑的问题之一。 

(3) 维度灾难 

稀有事件仿真算法同样存在维度灾难问题，例

如，在标准的IS算法中，待计算的维度会成指数倍

增加，从而并不适用于较复杂的大型系统。对于该

问题，部分文章采用对重要性抽样密度函数进行优

化等方法，但是，仍然无法彻底避免维度灾难问题。 

(4) 计算复杂度和准确率 

在经典稀有事件仿真算法的基础上，相继出现

了各种不同的优化算法，旨在在算法推进的过程中

以自适应的方式确定各关键参数。这种方式可以很

好的减弱了算法的主观性，但同时部分算法的复杂

度也因此而增加，进而增加了计算成本。此外，部

分自适应算法采用渐进的方式逼近目标参数，结果

导致最终的估计量是有偏的，所以，如何在合理的

计算成本范围内提高算法的精度也是值得探讨的

问题。 

(5) 算法的通用性 

已有的稀有事件仿真算法，均通过实例验证了

算法的有效性，但是，同时存在算法的通用性有待

提高的问题。例如，部分文章给出的验证实例较少，

大多是针对若干节点的网络、单个或多个服务器队

列的排队系统或较为简单的可靠性系统进行验证，

未对算法进行深入推广，并且大部分算法只适用于

同种类型的网络或系统，而并不适用于解决其他类

型的问题。另外，大多数仿真算法均是基于理论层

面对相关问题进行分析，如何将理论成果进行实际

化应用，使其更加适用于较复杂的大型系统及网络

中的稀有事件概率估计问题也是亟待解决的问题

之一。 

6  结论 

稀有事件仿真技术作为估计各领域稀有事件

发生概率的有效工具，在日常的生产生活中发挥着

至关重要的作用。目前，稀有事件仿真技术得到了

长足的发展，诸多领域的应用也证明了这一技术有

着不可替代的应用价值，其发展前景十分广阔。对

于稀有仿真技术而言，如何对相关算法进行深层优

化、完善，提高算法的应用价值，有效预测现实生

活中的各种技术风险以及灾难，是该技术未来的主

要发展方向之一。本文在分析了经典算法及其存在

的主要问题的基础上，介绍了稀有事件仿真算法的

研究现状及进展，并讨论了今后的发展方向，希望

能够为相关领域的研究人员提供参考。 
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