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基于连续稀疏重构的宽频段二维波达方向估计 

吴晨曦，张旻，王可人 
(解放军电子工程学院，安徽 合肥 230037) 

摘要：针对宽频段二维波达方向估计问题，设计三平行稀疏阵列，提出一种基于连续稀疏重构的

DOA 估计方法。对阵列接收数据进行降维处理，对互协方差矩阵向量化提高阵列自由度；建立一

个基于全变分范数最小化的目标函数，通过求解相应的对偶问题实现对空间频率的估计；利用

Capon 方法实现信号频率、方位角和俯仰角之间的配对。理论分析表明，该方法具有较好的阵列自

由度扩展能力，同时能有效避免模型失配问题对估计性能的影响。仿真结果验证了该方法的有效性。 
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Broadband 2-D DOA Estimation Based on Continuous Sparse Recovery 

Wu Chenxi, Zhang Min, Wang Keren 

(Electronic Engineering Institute of PLA, Hefei 230037, China) 

Abstract: For the problem of two dimensional underdetermined direction of arrival (2-D DOA) 

estimation, three parallel sparse arrays are designed and a novel DOA method based on continuous 

sparse recovery is proposed. The dimension of received data is reduced and the cross covariance matrix is 

vectorized to improve freedom degree. According to the objection function of the minimization issue 

based on total variation norm constraint, the space frequency is achieved by solving corresponding dual 

problem. The center frequency, azimuth and pitch angles are paired by capon method. Theoretical analysis 

shows the proposed method has a higher array aperture extension and can neglect basis mismatch effects. 

Extensive simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method. 

Keywords: array signal processing; broadband DOA estimation; continuous sparse recovery; total 

variation norm 
 

引言1 

波达方向(Direction of Arrival, DOA)估计是阵

列信号处理的重要研究内容之一，在雷达、无线通

信和电子对抗等领域有着广泛应用。实际的电磁环

境中，辐射源往往处于一个三维空间中，二维到达
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基金项目：国家自然科学基金(61171170)，安徽省自
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作者简介：吴晨曦(1988-)，男，安徽枞阳，博士，讲

师，研究方向为阵列信号处理，稀疏重构。 

角能够更好地描述辐射源的空间特性。目前测向接

收机的瞬时带宽朝着宽频段的趋势发展，即在一个

较宽的频段范围内存在多个不同中心频率的窄带

信号，因此对宽频段二维 DOA 估计问题的研究具

有重要的意义。 

针对宽频段二维 DOA 估计问题，国内外学者

提出一些有效的方法[1-4]。如文献[1]结合均匀面阵，

利用 TLS-ESPRIT 算法实现对二维 DOA 和频率的

联合估计，通过对互谱矩阵进行特征分解实现参数

估计，避免了谱峰搜索，然而对于面阵而言，特征

1
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分解的计算量较大。文献[2]对高斯色噪声背景下

的相干信号频率与二维 DOA 问题进行了研究，利

用四阶累积量来抑制高斯色噪声，由于涉及到四阶

累积量计算，其计算复杂度高且仅适用于非高斯信

号。文献[3]提出了基于双平行阵列的平行因子四

线性分解的估计方法，该方法的优点在于无需谱峰

搜索和参数配对，但其在少阵元数、低信噪比条件

下估计效果不理想。文献[4]基于压缩感知理论提

出一种宽频段二维 DOA 估计方法，该方法具有较

高的估计精度和分辨力且对信噪比要求不高。然而

其需要对角度域离散化来构造完备字典，不可避免

会存在模型失配问题对估计性能产生影响[5]。同时

以上方法都是基于均匀阵列基础之上进行研究的，

所能获得的阵列自由度有限，可估计的信号个数均

不能超过阵元数。 

近年来，稀疏阵列以其具有较好的阵列自由度

扩展特性而被广泛关注，尤其是最近提出的嵌套阵

列[6]和互质阵列[7]，由于具有结构简单易于构造、

阵列扩展性能好、物理阵元和虚拟阵元具有解析表

达式等优点而被广泛研究[8-14]。现有的研究成果大

都基于一维欠定 DOA 估计问题，对于宽频段二维

欠定 DOA 估计问题的研究还鲜有报道，鉴于欠定

情况在实际环境中经常出现，因此亟需寻求适用于

欠定条件下的宽频段二维 DOA 估计方法。 

针对上述存在的问题，本文受嵌套阵列启发，

设计了一种新型三平行稀疏阵列，并以此为依托，

提出了一种基于连续稀疏重构的宽频段二维 DOA

估计方法。首先利用空间频率的定义对阵列接收数

据进行预处理，将三维参数估计问题降维为一维空

间频率估计问题，极大降低了计算的复杂度，同时

对互协方差矩阵进行向量化处理，实现阵列自由度

的提升；然后利用全变分范数对空间频率的稀疏性

进行约束，将空间频率估计问题转化为一个基于全

变分范数约束的最优化问题，进一步通过求解相应

的对偶问题实现对空间频率的高精度估计并利用

FFT 变换得到各入射信号的频率；最后结合 Capon

波束形成方法实现信号频率与空间频率的准确配

对，进而得到信号频率和二维 DOA 的联合估计。

由于该方法在连续频率域对空间频率进行估计，有

效避免了传统稀疏重构方法中角度域离散化所带

来的模型失配问题对估计性能的影响，提高了估计

精度和分辨性能。 

1  阵列结构与信号模型 

三平行稀疏阵列结构如图 1 所示，其由三个位

于 X-Y 平面的均匀线阵组成，其中子阵 1 包含 N

个阵元，阵元间距为 d，子阵 2 包含 M 个阵元，阵

元间距为 Nd，子阵 3 与子阵 2 两者结构相同且关

于 Y 轴对称，子阵 1 与子阵 2 之间的距离为 d。 

 

图 1  三平行稀疏阵列结构图 
Fig. 1  Three parallel sparse arrays geometry 

假设 K 个远场独立的窄带信号分别以

1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )K K      入 射 到 阵 列 上 , 其 中

( , ), ( 1,2,..., )i i i K  表示第 i 个信号的方位角和俯

仰角，信号的中心频率分别为 1 2, ,..., Kf f f ，且满足

maxc / 2d f ，fmax 为入射信号的最大中心频率值，

c 为电波传播速度。则 t 时刻三个子阵接收数据为： 

1 1 1( ) ( , , ) ( ) ( )t f t tX A S N = +             (1) 

2 2 2( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( )t f f t tX A A S N   = +     (2) 

3 2 3( ) ( , , ) ( ( , , )) ( ) ( )t f f t tX A A S N   = - +  (3) 

式中： 1( £) Kt ´ÎS 为入射信号向量， 1
1( £) Nt ´ÎN ，

1
2 ( £) Mt ´ÎN ， 1

3( £) Mt ´ÎN 表示均值为 0，方差为

2 的高斯白噪声向量。 1( ) £, , N Kf  ´ÎA ，

2 ( ) £, , M Kf  ´ÎA 表示子阵的阵列流型矩阵， £ 表

示复数集合，其中 1( )A  ， 2 ( )A  的 k 列可分别表

示为： 

2
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1

T

( , , ) [exp( sin sin / c),...,

exp( sin sin / c)] (4)

k k k k k k

k k k

f j df

j df

    

  

 



a
 

2

T

( , , ) [exp( sin sin / c),...,

exp( sin sin / c)] (5)

k k k k k k

k k k

f j Ndf

j df

    

  

 



a
 

( , , ) K KfA   ´Î 为对角矩阵可表示为： 

1 1 1( , , ) (exp( 2 cos sin / c),...,

exp( 2 cos sin / c)) (6)k k k

f diag j df

j df

    
  

A
 

2  算法原理 

2.1 阵列接收数据预处理 

宽频段二维 DOA 估计问题是一个包含方位

角、俯仰角和频率三维信息的参数估计问题，直接

求解，难度较大。为了降低求解的复杂度，首先对

阵列接收数据进行降维处理，引入空间角 和  ，

分别表示为入射信号与 X 轴和 Y 轴之间的夹角。

由图 1 的几何关系可知空间角与入射角之间的关

系为： 
cos cos sin ,cos sin sink k k k k k     = =     (7) 

将式(7)分别代入式(4)~(6)可得： 

1

T

( , ) [exp( cos / c),

...,exp( cos / c)]

k k k k

k k

f j df

j df





a   

 

=
        

(8)
 

2

T

( , ) [exp( cos / c),

...,exp( cos / c)]

k k k k

k k

f j Ndf

j df





a   

 

=
      

(9)
 

1 1( , ) (exp( 2 cos / c),

...,exp( 2 cos / c))K K

f diag j df

j df

A   
 

=
     

(10)
 

由式(8)~(10)可知，通过空间角的引入，方位

角、俯仰角、频率三维信息可由空间角和频率两维

信息进行表示，进一步将空间角和频率合成为一维

空间频率信息进行表示，定义 cos / ck k kH f  为

方位向空间频率， cos / ck k kV f  为俯仰向空间频

率。则式(8)~(10)可分别表示为： 
T

1( ) [exp( ),...,exp( )]k k kV j dV j dV a  = (11) 

 T
2( ) [exp( ),...,exp( )]k k kV j NdV j dV a  =  (12) 

1( ) (exp( 2 ),...,exp( 2 ))KH diag j dH j dHA  =  (13) 

假设噪声与入射信号之间互不相关且噪声之

间相互独立，则互协方差矩阵 12R 、 13R 分别为： 
H H H

12 1 2 1 2

H
12 1 2 12

E[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

( ) ( )

s

s

t t V H V

V V

  

 


R X X A R A A

          N A R A N (14)
 

H
13 1 3

H H
1 3

H
13 1 2 13

E[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( )

s

s

t t

V H V

V V

 

 

 

R X X

         A R A A

        N A R A N

 
       

(15)

 

式中： E[ ] 表示期望运算， H( ) 表示共轭转置，

H( )s s HR R A


= ， Hˆ ( )s s HR R A= - ， HE[ ( ) ( )]s t tR S S= =  
2 2 2
1 2diag( , ,..., )K   为信号功率向量， 2

k 为第 k 个

信号功率，由于噪声之间相互独立因此， 12 0N = ，

13 0N = ，在一定程度上起到了去噪作用。 

根据 Khatri-Rao 积的性质，对互协方差矩阵

12R 进行向量化处理，即 
*

12 12 2 1 1vec( ) ( ) ( ) ( )V V Vy R A A P = B P= =  (16) 

式中：表示 Khatri-Rao 积，Ä表示 Kronecker

积。 1 1 1 1 2 1( ) [ ( ), ( ),..., ( ) £] MN K
KV V V V ´=B b b b 等效于

阵元位置集合为 {( 1) ( 2) 0}MN d, MN d,...,  的虚

拟阵列流型矩阵， 1 2 1( ) = ( ) ( )k k kV V Vb a aÄ 为 1( )VB

的第 k 列， = diag( )sP R


。 

同时对互协方差矩阵 13R 进行复共轭处理，即 
* H H *
13 1 3

* * T T
1 3

* H T
1 3

( ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s

s

s

V H V

V V H

V H V

  

 

R A R A A

A R A A

A R A A

       

(17)

 

式中： *( ) 表示共轭操作， T( ) 表示转置操作。进

一步对 *
13R 进行向量化处理，可得： 

* *
13 13 3 1 2vec( ) ( ) ( ) ( )V V Vy R A A p = B P= =  (18) 

式中： 2 2 1 2 2 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )] MN K
KV V V V  B b b b C 等效

为阵元位置集合为 { ( 1) , ( 2) ,...,0}MN d MN d- - - -

的阵列流型矩阵，
1

*
2 2( ) = ( ) ( )k k kV V Vb a aÄ 为 2 ( )B 

的第 k 列。 

实际应用中快拍数 L 有限， 12R ， 13R 由各自

采 样 协 方 差 矩 阵 进 行 等 效 即 12
ˆ (1 / L)R =   

L H
1 21
( ) ( )

t
t t

 X X ，
L H

13 1 31
ˆ (1 / L) ( ) ( )

t
t t

R = X X 。 

因 此 ， 估 计 数 据 12ŷ 、 13ŷ 可 分 别 表 示 为

12 12 12ˆ y y y= + ， 13 13 13ˆ y y y= + ， 12y 、 13y 表示估

计误差。 

利用式(16)和式(18)得到一个扩展的虚拟均匀

阵列接收数据 (2 1) 1£ MN Z ： 

12 12ˆ [ ( (1: 1))]flipud MN=y y -             (19) 
T T T
13 12ˆ[ , ]y P + nZ = y =                  (20) 

3
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式中：flipud 表示对向量进行翻转操作。 1[ ( ),V b  
(2 1)

2( ),..., ( £)] MN K
KV V  b b 可看作阵元位置集合为

{ ( -1) ,....,0,......, ( 1) }MN d MN d- - 的阵列流型矩

阵， 2 ( 1) 2 ( 1) T( ) [e ,...,1,...,e ]k kj d MN V j d MN V
kV    b 为

Φ的第 k 列，n 为由于快拍数 L 有限产生的等效噪

声向量。 

由式(20)可知，通过对阵列接收数据预处理操

作，阵列自由度得到了显著增加。利用 2M+N 个阵

元能得到 2MN–1 个阵列自由度，这为解决欠定

DOA 估计问题提供了保证。另一方面，本文中通

过引空间频率的定义，使得三维参数估计问题转化

为一维参数估计参数问题进行求解，从而极大降低

了求解的复杂度。 

2.2 基于全变分范数最小化的空间频率估计 

式(20)可看作为一个单快拍空间频率估计问

题，可利用基于稀疏重构的方法进行求解，虽然较

基于子空间的方法具有更高的估计精度和分辨率，

但其不足在于是直接采用在 l2 空间的范数来度量

稀疏参数，需要对角度域进行离散化处理来构造完

备字典，不可避免地会存在模型失配问题。为了从

根本上解决模型失配问题，本文将全变分范数[15]

应用于空间频率估计，能够在约束空间频率稀疏性

的同时确保空间频率域的连续性，从而在本质上解

决模型失配问题。 

首先对式(20)两边分别乘以 e j nd 并进行变

换，可得： 

2

1

2

1

(n) e (n) e e

(n) e (n)

k

k

K
j ndVj nd j nd

k
k

K
j nd

k
k

s

s

 

 

 







  

 



e e

y Z

 

(21) 

式中： (1 2 ) / 2 [0,1]k kV    ， 2
k ks  表示入射信号

的功率， 1, 2,...., 2, 1n MN MN MN MN       。 

式(21)进一步可写成矩阵形式，即 
e y Fs                            (22) 

式 中 ： T[ ( +1),..., ( 1)]y MN y MN  y ，

2
, e nj md

m n
 -=F ，e 为噪声项， ( ),0 1≤ ≤ =s s ，

( )s 在连续域上可表示为： 

1

( )
k

K

k
k

s  


 s                        (23) 

式中： sk 表示信号功率。此时，全变分范数

1TV
K

kk s==ås 等同于离散 l1 范数。 

为实现从测量数据 y 中精确重构出 s[16]，可通

过求解式(24)的全变分范数最小化问题，即 

TV
min . . +s t es y Fs                  (24) 

对于式(24)的优化问题，由于其原始变量是无

穷维的，直接求解是一个 NP 难问题。但其是一个

有着线性等式约束条件的凸优化问题具有强对偶

性。因此，可利用其对偶问题的最大化来进行等效，

具体可表示为： 
H

2

H

max R e[ ]

. . 1s t

u
u u

u ≤





y

F
                (25) 

式中：μ为正则化参数，对偶变量 u 是有限维的。

约束条件是无限维的仍不能直接进行求解，但可利

用有限维线性矩阵不等式进行等效。因此，式(25)

进一步可转化为： 

2

H
2,

H

,
1

max Re[ ]

. . 0

1 0

0 1,2,...,2 -1

MN j

i i j
i

s t

j

j MN

1
≥










 
 
 


  



u Q
u y u

Q u

u

Q

       (26) 

式中：Q 为埃尔米特-拓普利兹(Hermitian Toeplitz)

矩阵。(26)式是一个凸优化问题，可利用 CVX 优

化工具包[17]进行求解，得到 u 的估计值 û 。进一

步通过求解多项式
2H ˆ1 0u( ) F 的根得到 的

估计值̂ ，从而实现对俯仰向空间角频率 V 的估计

ˆ ˆ1 / 2 V  。 

回顾式(18)可知，在估计得到俯仰向空间频率

的 估 计 值 V̂ ， 即 可 得 到 2 ( )B V 的 估 计 值

2 2 1 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ), ( ),..., ( )]KV V VB V b b b ，因此，只需要通

过最小二乘的方法对向量 P 进行估计，就可实现

对方位向空间频率 H 的估计。由于快拍数有限，

式(18)中会存在一定的残余噪声的影响。因此，为

了进一步降低噪声的影响，本文通过式(27)的凸优

化方程式实现对向量 P 的估计，即 
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1

13 2 2

ˆmin
ˆ ˆˆ. .s t ≤

P

y B P
                   (27) 

式中： 为噪声能量的约束值。同样利用 CVX 优

化工具包对式(27)进行求解， 1{ }K
k kH  可计算得到： 

ˆ ˆarg( ) / 2k kH p d                    (28) 

式中： ˆkp 为 P̂ 的第 k 个元素，arg( ) 表示求相位函

数。由于方位向空间频率 H 是建立在俯仰向空间

频率 V 的基础之上，两者之间因为式(18)存在一一

对应的关系。 

2.3 基于Capon方法的频率与空间频率配对 

由空间频率的定义可知，如果能将信号频率与

空间频率正确匹配，则可求解出方位角、俯仰角、

信号频率的三维信息。 

取(1)式的傅里叶变换，可得阵列输出信号的

频域模型。 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kf f f f X A s N           (29) 

式中： 1
1( ) N

kf C ´ÎX 为阵列接收数据经过傅里叶变

换在频率 fk 处的阵列输出向量， 1( ) CK
kf

s 为 K

个信号在频率 fk处的输出向量， 1
1( ) N

kf C N 为噪

声在频率 fk处的输出向量。 

每个频点 fk对应的频域协方差矩阵
1
( )kfXR 为 

1
1

H
1( ) E[ ( ) ( )]k k kf f fXR X X             (30) 

这里借鉴 Capon 波束方法的思想来对俯仰向

空间频率 Vk 与频率 fk 进行配对，即在归一化期望

空间频率上信号功率的同时，使得阵列输出功率最

小，通过求解式(31)的线性约束方程，得到最佳权

系数 w： 

1

H H ˆmin ( ) ( ) 1k if s.t. V Xw R w w a        (31) 

式中： îV 为 3.2 节中估计得到的俯仰向空间频率。 

对于式(31)，其最优权值解为： 
1

H 1

ˆ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( ) ( )

k i

i k i

f V

V f V



 X

X

R a
w

a R a
                (32) 

将式(32)代入 H ( )kfXw R w 并利用 H ˆ( ) 1iV w a ，

则配对函数可定义为： 

1 H

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( )i k iV f V

Xa R a
               (33) 

根据 的谱峰位置得到与信号频率 fk 相对应的俯

仰向空间频率 ˆ k
iV 。 

俯仰向空间频率 1
ˆ{ }K
i iV  与信号频率 1

ˆ{ }K
k kf  正

确匹配后，根据空间频率的定义得到： 
ˆˆˆ arccos(c / )

ˆˆ ˆarccos(c / )

1,2,...,

k k k

k k k

H f

V f

k K











，

，

。

                 (34) 

最后根据式(7)空间角的定义，解算出相对应的方

位角 k̂ 和俯仰角 k̂ ： 

2 2

ˆ ˆ ˆarctan(cos / cos )

ˆ ˆˆarcsin( cos cos )

1,2,...,

k k k

k k k

k K

  

  



 



，

，

。

         (35) 

2.4 算法性能分析 

由式(35)可知，方位角和俯仰角由空间角计算

得到，空间角的估计精度直接决定了二维 DOA 估

计的精度。由式(34)可知，空间角的估计精度与空

间频率和信号频率的估计精度有着直接的关系。 

这里，分析频率估计误差对空间频率估计的影

响，对信号频率 f 求偏导可得： 

2 2 2 2

2 2 2 2

c

1 c /

c

1 c /

d H

df f H f

d V

df f V f





 



 
 

              (36) 

由式(36)可知，信号频率越高对空间频率估计

的影响越小。而本文中信号频率的估计精度主要取

决于 FFT 测频精度，快拍数越大，则估计精度越

高。现有的测频方法在采样时间足够长时，可以达

到很高的精度，因此，频率估计误差对估计精度的

影响相对较小。现有的信号频率估计方法同样适用

于本文提出的三平行稀疏阵列结构，因此本文中信

号频率的估计采用现有的基于 FFT 变换的方法。

空间角的估计精度主要受空间频率估计精度的影

响，本文利用全变分范数的优异特性，在连续空间

域实现对空间频率的高精度估计，有效避免了传统

离散稀疏重构方法存在的模型失配的影响，从而提

高估计精度和分辨率。 

在计算复杂度方面，本文方法的计算复杂度主

5
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要体现在连续稀疏重构的求解、Capon 方法配对以

及 FFT 等运算过程中，对于连续稀疏重构其计算

复杂度为 3(2 )O MN ，一次配对过程的计算复杂为

2 3( ((2 ) 2 ) (2 ) )O L M N M N M N     ，FFT 的

计算复杂度为 / 2 logL L 。本方法总共需要一次连

续稀疏重构以及最多 K 次配对过程，因此，总的

计算复杂度近似为 3 2(2 ) ( ((2 )O MN K L M N    
32 ) (2 ) ) / 2 log )M N M N L L     。而对于文献[4]

的方法，假设其完备字典的长度为 Ns，其计算复

杂度主要体现在稀疏分解、空域滤波以及 FFT 等

运算过程中，其计算复杂度为 3( (( logs so K N N    
3(2 ) ) / 2 log )M N L L   。可以看出信号个数以及

完备字典长度对文献[4]方法的计算复杂度影响较大。 

在阵列的系统复杂度方面，本文设计的三平行

稀疏阵列，经过向量化处理后，可得到一个包含有

2MN–1 个虚拟阵元的均匀线阵，而对于 L 均匀阵

列，其不易进行虚拟阵列扩展。因此，三平行阵列

能够提供更多的阵列自由度。 

3  仿真实验及性能分析 

本节将通过仿真实验对本文方法的估计性能

进行分析，讨论各因素对本文方法估计性能的影

响，并与文献[4]提出的 CS-FDOA 方法进行比较。

本文方法采用 M=4，N=4，阵元数为 12，阵元间

距 d=1 m，的三平行稀疏阵列作为接收阵列，

CS-FDOA 方法采用相同阵元数的 L 型均匀阵列。

以均方根误差(Root Mean Square Error, RMSE)作

为衡量算法性能的指标。RMSE 定义为 

2

1 1

1
ˆRMSE (( )

P K
v
k k

p kKP
 

 

            (37) 

式中：P 表示蒙特卡罗实验次数，ˆv
k 表示 k 或 k 的

第 v 次蒙特卡罗实验估计值，rk 表示 k 或 k 的真

实值。 

实验 1 为验证本文方法处理宽频段二维欠定

DOA 估计问题的能力。假设 13 个不同频率的窄带

信号入射到阵列上，波达方向分别为(–80°，50°)，

(–60°，70°)，(–75°，10°)，(–45°，50°)，(–40°，

85°)，(–25°，20°)，(–20°，60°)，(10°，50°)，(20°，

5°)，(35°，40°)，(75°，25°)，(70°，60°)，(85°，

35°)。信号频率分别为[180，150，165，160，155，

130，125，100，90，80，105，75，170]MHz。相

对应的方位向空间频率 H 为[0.079 8，0.234 9，

0.024 7，0.288 9，0.394 3，0.134 3，0.339 1，0.251 5，

0.024 6，0.140 1，0.038 3，0.074 0，0.028 3]，俯

仰向的空间频率 V 为[–0.452 6，–0.406 9，–0.092 3，

–0.288 9，–0.330 8，–0.062 6，–0.123 4，0.044 3，

0.009，0.098 3，0.142 9，0.203 4，0.323 8]。信噪

比 SNR=10 dB，快拍数 L=2 048。空间频率和信号

频率的估计值如表 1 所示，二维 DOA 的估计结果

如图 2 和表 2 所示。 

表 1  空间频率和信号频率估计值 
Tab. 1  Estimation values of spatial frequency and signal 

frequency 

目标 H V f/MHz Ĥ  V̂  f/MHz

1 0.079 8 –0.452 6 180 0.077 6 –0.452 6 179.82

2 0.234 9 –0.406 9 150 0.246 7 –0.406 7 149.77

3 0.024 7 –0.092 3 165 0.029 2 –0.086 8 165.06

4 0.288 9 –0.288 9 160 0.289 4 –0.288 6 159.79

5 0.394 3 –0.330 8 155 0.393 8 –0.330 8 155.04

6 0.134 3 –0.062 6 130 0.139 7 –0.060 0 130.25

7 0.339 1 –0.123 4 125 0.324 6 –0.125 6 124.98

8 0.251 5 0.044 3 100 0.246 7 0.043 8 100.20

9 0.024 6 0.008 9 90 0.038 8 0.009 6 90.18

10 0.140 1 0.098 3 80 0.139 7 0.098 3 80.16

11 0.038 3 0.142 9 105 0.038 8 0.142 6 104.94

12 0.074 0 0.203 4 75 0.066 7 0.203 9 74.88

13 0.028 3 0.323 8 170 0.029 2 0.324 0 169.80

 

图 2  二维 DOA 估计结果 
Fig. 2  2D DOA estimation results 
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表 2  二维 DOA 估计值 
Tab. 2  Estimation values of 2D value 

目标 /° /° /° /° 

1 –80 50 –81.619 8 52.388 7 

2 –60 70 –58.763 8 72.324 8 

3 –75 10 –65.922 1 9.950 5 

4 –45 50 –44.916 6 50.122 4 

5 –40 85 –40.029 6 84.384 7 

6 –25 20 –22.806 20.886 6 

7 –20 60 –21.105 8 60.923 9 

8 10 50 9.529 2 52.388 7 

9 20 5 18.210 6 5.865 7 

10 35 40 35.128 9 49.748 9 

11 75 25 77.652 5 24.664 8 

12 70 60 69.174 5 60.923 9 

13 85 35 84.415 0 35.110 3 

当入射信号的个数多于阵元数时，由表 1 的实

验结果可知，通过利用基于全变分范数的方法得到

了俯仰向空间频率的高精度估计有效避免了传统

稀疏重构中存在的模型失配问题对估计性能的影

响平均估计误差为 0.000 4，采用基于凸优化的方

法实现了对方位向空间频率的估计能够有效避免

数据中残余噪声对估计性能的影响,平均误差为

0.001 5 以及通过 FFT 变换得到信号频率的高精度

估计，信号频率的平均估计误差为 0.010 5 MHz，

再通过 capon 方法实现了空间频率和信号频率之

间的准确配对，实验结果如图 2 和表 2 所示，方位

角和俯仰角的平均误差分别为 0.82°和 0.21°。仿真

实验结果验证了本文方法能够准确对宽频段范围内

的频率不同的多个信号进行频率和二维DOA估计。 

实验 2 由空间频率的定义可知，空间频率的

估计精度直接影响着空间角的估计精度，进而影响

到方位角和俯仰角的估计精度，因此，要得到高精

度的二维 DOA 估计就必须对空间频率具有较高的

分辨能力。为了验证本文方法的分辨能力，假设两

个相近的入射信号，波达方向分别为(30°，60°)，

(33°，60°)，中心频率分别为 180 MHz 和 170 MHz，

信噪比 SNR=10 dB，快拍数 L=200。对应的俯仰

向空间频率分别为 0.259 8 和 0.267 3。图 3 为本文

方法与 CS-FDOA 方法的估计结果比较。图 4 为不

同空间频率间隔下空间频率估计均方根误差比较。 

 

图 3  空间频率性能比较 
Fig. 3  Space frequency performance comparison 

 

图 4  不同间隔下均方根估计误差 
Fig. 4  RMSE versus different space frequency intervals 

由图 3 的实验结果可知，在空间频率相近时，

本文方法的分辨性能要优于 CS-FDOA 方法，同时

由图4的实验结果可知，本文方法相对于CS-FDOA 

方法具有更高的估计精度,尤其是在空间频率间隔

较小时优势更加明显。这是因为本文方法对阵列自

由进行了提升，同时在对空间频率估计过程中避免

了模型失配问题对估计性能的影响，因此提高了估

计精度和分辨力。 

实验 3 为验证本文方法的估计精度与信噪比

之间的关系，选取两个中心频率分别为 100 MHz

和 180 MHz 的入射信号，入射角度分别为(70°，

60°)， (85°， 35°)，快拍数 L=1 024，信噪比

SNR=–5~15 dB，步长为 5 dB，每个信噪比条件下
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进行 100 次蒙特卡罗实验，图 5 为本文方法和

CS-FDOA 方法的方位角和俯仰角均方根误差比较。 

 

图 5  均方根误差随信噪比变化曲线 
Fig. 5  RMSE versus different SNRs 

由图 5 的实验结果可知，CS-FDOA 方法的均

方根误差随着信噪比的增加而减少，而本文方法的

均方根误差此时处于一个相对稳定的值，方位角均

方根误差为 0.7°，俯仰角均方根误差为 0.6°。本文

方法的估计精度明显要高于 CS-FDOA 方法，尤其

是在低信噪比条件下优势更加明显。 

实验 4 两种方法的时效性比较，实验条件与实

验 1 相同，仿真环境：MATLAB 8.1 平台，英特尔 

i7 处理器，软件操作界面如图 6 所示。分析两种方

法的运算时间与入射信号个数之间的关系，具体实

验结果如图 7 所示。 

 

图 6  软件操作界面 
Fig. 6  Software operation interface 

 

图 7  运算时间与信号数之间的关系 
Fig. 7  Runtime with the number of signals 

由图 7 的实验结果可知，CS-FDOA 方法的运

算时间随着信号数的增加呈现一个快速增长的趋

势，而本文方法的运算时间随信号数的增加增长比

较缓慢。当信号个数大于 3 时，本文方法的运算时

间要小于 CS-FDOA 方法。 

4  结论 

在现代复杂电子战信号环境中，对宽频段范围

内的多个窄带信号进行二维 DOA 和频率估计具有

重要的现实意义。本文结合三平行稀疏阵列的结构

优势，提出一种基于连续稀疏重构的宽频段欠定二

维 DOA 估计方法。该方法利用空间频率的定义将

信号的方位角、俯仰角以及频率的三维信息转化为

一维空间频率信息进行估计，极大降低了求解的复

杂度，同时对互协方差矩阵向量化，实现阵列自由

度的提升；然后利用全变分范数对空间频率的稀疏

性进行约束，通过求解全变分范数最小化问题实现

在连续空间频率域对空间频率的高精度估计，有效

避免了传统稀疏重构算法中存在的模型失配问题

对估计性能的影响；最后利用 Capon 方法实现各

参数之间的配对。仿真结果验证了本文方法具有较

高的估计精度和分辨性能。 
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