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Levy 噪声驱动下的三稳态随机共振特性分析 

贺利芳 1，崔莹莹 1，李国权 2，林金朝 2 
(1. 重庆邮电大学信号与信息处理重庆市重点实验室，重庆 400065； 

2. 重庆邮电大学光电信息感测与传输技术重庆市重点实验室，重庆 400065) 

摘要：将 Levy 噪声与三稳态随机共振系统相结合，以平均信噪比增益为衡量指标，针对 Levy 噪声

驱动下的三稳态系统的随机共振特性进行深入研究。探究了当 Levy 噪声特征指数与对称参数取不

同值时，三稳态系统参数 w，a 和 b，Levy 噪声强度放大系数 D 对系统共振输出的影响。研究结果

表明，在不同 Levy 噪声分布作用下，通过调节系统参数均可诱导随机共振，并且产生随机共振的

参数区间大致相同；另外，调节噪声强度放大系数同样使系统产生随机共振。本研究结果为 Levy

噪声环境下参数诱导的三稳态随机共振现象系统参数的合理选取提供了依据。 
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Characteristic Analysis of Tri-stable Stochastic Resonance with Levy Noise 

He Lifang1, Cui Yingying1, Li Guoquan2, Lin Jinzhao2 

(1. Chongqing Key Laboratory of Signal and Information Processing, Chongqing University of Posts and Telecommunications, Chongqing 400065, 

China; 2. Chongqing Key Laboratory of Photo electronic Information Sensing and Transmitting Technology, Chongqing University of Posts and 
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Abstract: The characteristic analysis of tri-stable stochastic resonance with Levy noise is analyzed 

deeply with Levy noise being combined with a tri-stable stochastic resonance system and average 

signal-to-noise ratio gain being used as index. The effect of tri-stable system parameters w, a, b and Levy 

noise intensity amplification factor D on the resonant output is explored with different Levy noise. Results 

show that for different distribution of Levy noise, the stochastic resonance phenomenon can be induced by 

tuning the system parameters. The parameter intervals which can induce stochastic resonances are 

approximately equal. Moreover, by adjusting the intensity amplification factor D of Levy noise, the 

stochastic resonances can happen similarly. These results will provide a basis for the reasonable selection 

of system parameters of parameter-induced tri-stable stochastic resonance under Levy noise. 

Keywords: stochastic resonance; Levy noise; tri-stable system; mean of signal-to-noise ratio gain 

引言1 

传统的微弱信号检测都以抑制噪声为目的，但

是当信号频率与噪声频率非常接近时，噪声得到抑

                                                        
收稿日期：2016-06-24      修回日期：2016-08-17; 

基金项目：国家自然科学基金(61371164，61301124),

重庆市教育委员会科研项目(KJ1600429)； 

作者简介：贺利芳(1979-)，女，河南济源，硕士，副

教授，研究方向为微弱信号检测；崔莹莹(1990-)，

女，河南开封，硕士生，研究方向为微弱信号检测。 

制的同时有用信号也会被削弱，无法达到检测效

果。随机共振正好弥补传统检测方法的不足，反其

道而行，通过把噪声的能量转化为微弱信号的能

量，使信号能量增强，进而把微弱信号检测出来。

Benzi 等[1]研究古气象冰川问题时首次提出随机共

振，20 世纪 90 年代，Collins 将信息论和随机共振

相结合，提出一种非周期随机共振理论[2]，拓宽了

随机共振的应用范围。近几年，噪声和参数诱导的

1
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随机共振引起了广大学者的广泛关注[3]。 

在利用随机共振进行微弱信号检测的研究中，

人们以经典的一维 Langevin 方程模型为基础，不断

提出新的随机共振模型。John F.Lindner 等[4]对非线

性欠阻尼对称单稳系统进行了研究，并且讨论如何

通过调节噪声来提高特定频率的功率谱。文献[5-6]

以双稳态系统为随机共振模型，通过调整噪声强度

来实现弱信号的检测。近几年来，广大学者对三稳

系统的研究产生了浓厚的兴趣，人们从各种角度出

发提出不同的三稳随机模型 [7-9]。S Arathi 和 S 

Rajasekar[10]提出一种三稳态系统并且对该系统的

势阱深度的变化进行详细分析。赖志慧和冷永刚[11]

对三稳系统模型进行规范和定义，深入分析三稳系

统本身的动力学特性。以上研究基本上都是在高斯

噪声的背景下进行的，但是高斯噪声过于理想化，

无法有效地模拟实际随机扰动。Levy 噪声具有显著

的拖尾特性和尖峰脉冲特性，能近似反映实际过程

存在的随机噪声。张广丽[12]采用随机模拟方法，研

究了过阻尼系统在 稳定噪声环境下的参数诱导

随机共振现象。张刚和胡韬[13]研究了 Levy 噪声激

励下的幂函数型单稳态随机共振特性。文献[14]分

析了 稳定噪声驱动的双稳系统的随机共振现象。 

目前为止，尚未有人对 Levy 噪声背景下的对

称三稳态系统参数和噪声诱导的随机共振问题进

行研究。为更加深入理解三稳态系统的随机共振特

性，本文在 Levy 噪声及三稳态系统的研究基础上，

对 Levy 噪声驱动的三稳态系统随机共振特性进行

了讨论。分别研究了当 Levy 噪声的特征指数

(0< 2) ≤ 和对称参数 ( 1 1)  ≤ ≤ 取不同值时，

三稳态系统参数 w，a 和 b 以及 Levy 噪声强度放

大系数 D 对平均信噪比增益的影响，为三稳态随

机共振系统在微弱信号检测中的应用奠定了可靠

的基础。 

1  模型与方法 

1.1 Levy 噪声的特征函数 

Levy 噪声又称 噪声[15]，最早由芬兰数学家

利维(Levy)提出来的。人们通常用特征函数来表示

Levy 噪声 ( , , )S    的分布情况，其特征函数表

达式为： 

2
exp 1 ( )log ,

π
1

(t)
π

exp 1 ( ) tan ,
2

1

t i sign t t i t

t i sign t i t


  




  



          
                

 (1) 

由(1)可知，Levy 噪声的稳定分布由 ， ， ，

唯一确定。其中，参数  0,2  是特征指数，它

决定该分布的拖尾特性和脉冲特性。 值越小，拖

尾特性越弱，脉冲特性越强。反之， 值越大，拖

尾特性越强，脉冲特性越弱。当 2  时，服从高

斯分布，当 1  且 0  时服从柯西分布。参数

 1,1   是对称参数，用于确定分布的对称性。

参数  0,   是尺度系数，又称离差或分散系

数，类似于高斯分布中的方差。参数  ,  

是位置参数，它决定该分布的中心位置。 

1.2 Levy 噪声的产生方法 

假设 X 是服从 Levy 分布的随机变量，我们可

以采用 Chambers-Mallows-Stuck(CMS)算法得到。

当 1  时， 

,
, , 1/

(1 )/
,

sin( ( ))

(cos( ))

cos( ( ))

V C
X D

V

V V C

W

 
   

 
 











  
 

 

 

(2)

 

其中： 

,
arctan( tan(π / 2))

C 
 


  (3) 

1/

, ,
[cos(arctan( tan(π / 2)))]D 

  
     (4) 

当 1  时 

2 π (π / 2) cos
tan ln

π 2 π / 2

W V
X V V

V

   


              
 (5) 

这里，V 为 ( π / 2,π / 2) 上的均匀分布，W 为

均值为 1 的指数分布，并且 V 和 W 相互独立。图 1

为利用 CMS 算法产生的不同 α值下的 Levy 噪声。 

由图 1 可知，α值越小，Levy 噪声中含有的尖

2
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峰脉冲越多，并且这些脉冲的幅值远远大于序列中

其他样本的平均幅值；随着 α值不断增大，脉冲特

性逐渐减弱，当 2  时，如图 1(b)所示，尖峰脉

冲已消失，此时噪声服从高斯分布。 

 

(a) 1.0 

 

(b)2.0 

图 1  不同特征指数对应的 levy 噪声(=0, =1, =0) 
Fig. 1  Levy noises for characteristic index with =0, =1, 

=0 

1.3 随机共振系统的检测模型及数值解 

Levy 噪声与周期驱动力共同驱动的三稳态系

统的郎之万方程为： 

0
( )

sin(2π ) ( )
d x dU x

A f t D t
d t dx

     (6) 

式中： 0sin(2π )A f t 表示幅值为 A，频率为 0f 的周

期驱动力； ( )D t 表示强度为 D 的Levy噪声； ( )U x

是三稳态系统的势函数，其表达式为： 

2 4 61 1 1
( )

2 4 6
U x wx bx ax    (7) 

式中：w，b 和 a 为系统结构参数且均>0。令

'( ) 0U x  ，可以得到： 

2

min
4

0,
2

b b aw
x

a

 
   (8) 

2

max
4

2

b b aw
x

a

 
   (9) 

式(8)、(9)所代表的五个点分别是 ( )U x 的三个稳定

点和两个不稳定点。将这五个点分别带入式(7)，

可得势垒高度为： 
3

2 2
, 2

3
2 22

2

1
( 4 )

12
1

[( 4 ) ( 6 )]
24

L R

M

U b aw
a

U b aw b b aw
a

  

    

 (10) 

由(10)式可知，势垒高度均与参数 w，b 和 a

有关。图 2(a)所示是三稳态势函数和其对应的势阱

力 ( )U x ，从图中可以看出，势阱函数 ( )U x 关于

0x  偶对称，有三个稳定点和两个势垒，势阱力

( )U x 关于(0，0)奇对称，振荡粒子偏离势阱中心

0x  的过程中，势阱力在两个势垒中均先增大后

减小，当振荡粒子运动到右(左)侧势阱的一端时，

势阱力迅速增加，振荡粒子迅速运动到左(右)侧势

阱。图 2(b)是固定 1a  ， 4b  时，两侧势垒的深

度和宽度随 w 的增大而减小，但是中间势垒的深

度随着 w 的增大而增大。图 2(c)是不同参数条件下

的势阱力 ( )U x 。由图 2(c)可知，随着 w 的增大

势阱力两侧阱的深度和宽度逐渐减小。 

本文采用 CMS 算法和四阶龙格 - 库塔

(Runge-Kutta)算法对式(6)进行求解，其过程如式

(11)所示。 

 

(a) 势阱函数及相应的势阱力 

3
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(b) 不同 w 下的势函数                               (c) 不同 w 下的势阱力 

图 2  三稳态系统的势阱函数和势阱力 
Fig. 2  Potential well functions and potential well forces of tri-stable system 

1

1 2 3 4

3 5

3 5
1 1 1

3 5
2 2 2

1
( 1) ( ) ( 2 2 ) ( )

6

1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

3 ( ) ( ) ( ) ( 1)
2 2 2

x n x n k k k k h n

k h wx n bx n ax n s n

k k k
k h w x n b x n a x n s n

k k k
k h w x n b x n a x n s n

      

      
                   
        
                   

     

     3 5
3 3 34 ( ) ( ) ( ) ( 1)k h w x n k b x n k a x n k s n














 
  


             

                       (11) 

其中： ( )x n 和 ( )s n 分别是输入信号和输出信号的第

n 次采样值； ( )n 是 Levy 噪声第 n 次采样值；h

是采样间隔。针对 Levy 噪声在特征指数比较小时，

脉冲幅值大，振荡粒子跳跃的距离趋向无穷大，本

文在数值仿真时对系统输出 ( )x t 进行截断，即当

( ) 10x t  时，令 (t)x  ( ( )) 10sign x t  。 

2  性能指标 

目前随机共振的衡量指标很多，主要有功率谱

放大系数、信噪比增益、驻留时间分布等等。信噪

比增益( SNRI )是衡量随机系统对输入信号改善性

能的重要指标，只有当 SNRI >1 时，随机共振系统

才能对输入微弱信号有明显的增强和改善作用，且

SNRI 越大表明随机共振系统对输入微弱信号的

改善性能越好[16]。为了更好的反应三稳态随机共

振系统对输入微弱信号的改善作用，本文利用

SNRI 为衡量指标，其定义如下： 

out

in

SNR
SNRI

SNR
  (12) 

其中：SNRI 是信噪比增益； outSNR 是输出信噪比；

inSNR 是输入信噪比。 

由于 Levy 噪声激励的随机共振系统具有较大

的随机性，为了提高实验数据的可靠性，本文以下

研究均以 100 次实验的信噪比增益平均值为衡量

指标，即平均信噪比增益 MR，其定义如下： 

1

1 n

i
i

MR SNRI
n 

   (13) 

其中：n 为实验次数； iSNRI 为第 i 次实验的信噪

比增益。 
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3  周期信号在 Levy 噪声驱动下的对

称三稳态系统的随机共振现象 

在研究 Levy 噪声驱动下的三稳态系统的随机

现象时，仿真实验所选取的输入信号为： ( )s t   

sin(2π )A ft ，其中输入信号幅值 0.5A ，频率

0.05f  。Levy 噪声分布参数 1  ， 0  ， 1  ，

0  ， 0.1D  ；令系统参数 2b  ，以平均信噪比

增益为衡量指标，利用自适应算法寻求最佳参数组

合 0.5a  ， 2w ，得到如图 3(a)所示的三维图。

采样频率 50 Hzsf  ，采样点数 10 000N  ，进行

仿真，仿真结果如图 3(b)~(d)所示。图 3(b)是输入

信号与 Levy 噪声的混合信号的时域图，图 3 (c)是

混合信号的功率谱图，从图 3(b)和(c)都无法识别出

待测输入信号的频率。图 3(d)是将含 Levy 噪声的

待测信号输入三稳随机共振系统后所得到的输出

信号的功率谱图，从图 3(d)中可以清晰地辨别出待

测信号的频率值 0.05f  。由此可见，只要选取适

当的参数组合就可以使三稳系统达到随机共振，从

而将淹没在 Levy 噪声中微弱信号检测出来。 

   

(a) 自适应随机共振三维图 

 

(b) 含噪信号时域图 

    

(c) 含噪信号功率谱图 

 

(d) 输出信号功率谱图 

图 3  三稳态系统的随机共振 
Fig. 3  Stochastic resonance of tri-stable system 

接下来将深入研究 Levy 噪声在不同特征指数

(0 2)  ≤ 和对称指数 ( 1 1)  ≤ ≤ 下，三稳态

随机共振系统结构参数 w，a 和 b 以及 Levy 噪声

强度放大系数对共振输出效应的作用规律。 

3.1 不同特征指数下的随机共振 

3.1.1 MR 在不同特征指数下随三稳态系统参数 w

的变化 

待测微弱信号及采样频率保持不变，特征指数

 分别取 1.6，1.0，0.8，其余参数分别为 0  ，

1  ， 0  ， 0.1D  。固定 0.5a  ， 2b  ，得

到平均信噪比增益 MR 随参数 w 的变化曲线如图

4(a)所示。为了更加详细的分析不同 取值对 w

的影响，分别研究了 1  和 1  时，MR 随着参

数 w 的变化曲线如图 4(b)、(c)所示。由图 4(a)

5
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可知，平均信噪比增益在不同 下随 w 的变化曲

线总体上呈现先增大后变小的趋势，当 0.8 

时，所对应的 MR 曲线出现了双峰值，这是因为

三稳态系统发生随机共振时中间势阱和两侧势

阱发生的随机共振有可能同时存在，MR 曲线中

比较大的峰值是由粒子在两侧势阱中跳跃引发

的，较小的峰值是由粒子在中间势阱中跳跃引发

的。当 1  时，通过分析图 4(b)可知，当

 0,1.81w 时，平均信噪比增益非常小，说明粒

子无法越过势垒，此时无法产生随机共振。当

 1. 81,5w 时，MR 曲线先迅速增大再逐渐减小。

当 1  时，通过分析图 4(c)可知，MR 曲线先增

大后减小，与图 4(b)比较可知， 1  时的平均信

噪比增益整体上比 1  时的平均信噪比增益大，

从而进一步验证了 Levy 噪声的特征指数越小脉

冲特性越强这一特点。 

 

(a) 不同下 MR 随参数 w 的变化 

 

(b) 当>1 时，不同下 MR 随参数 w 的变化 

 

(c) 当<1 时，不同下 MR 随参数 w 的变化 

图 4  MR 随参数 w 的变化 
Fig. 4  Variations of MR with w 

3.1.2 MR 在不同特征指数下随三稳态系统参数

的变化 

待测微弱信号及采样频率保持不变，令特征

指数 分别取 1.6，1.0，0.8，其余参数分别为

0  ， 1  ， 0  ， 0.1D  。固定 2w ， 2b  ，

得到平均信噪比增益曲线如图 5(a)所示。图 5(b)、

(c)分别是当 1  和 1  时，平均信噪比增益随

a 的变化曲线。由图 5(a)可知，平均信噪比增益

MR 随着 a 先增大后减小，并且减小到一定值时

趋于稳定。当 1  时，系统的 MR 大于 1  时

的 MR。由图 5(b)可知，当 1  时， 越小，MR

越大。由图 5(c)可知，当 1  时， 越大，MR

越大。 

 

(a) 不同下 MR 随参数的变化 
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(b) 当时，不同下 MR 随参数的变化 

 

(c) 当时，不同下 MR 随参数的变化 

图 5  MR 随参数的变化  
Fig. 5  Variations of MR with   

3.1.3 MR 在不同特征指数下随三稳态系统参数 b

的变化 

待测微弱信号及采样频率保持不变，令特征指

数 分别取 1.6，1.0，0.8，其余参数分别为 0  ，

1  ， 0  ， 0.1D  。固定 0.5a  ， 2w ，得

到平均信噪比增益MR随参数b的变化曲线如图 6

所示。由图 6 可知，MR随着b的增加呈现出先增

大后减小的趋势，最后几乎趋近于 0。当 1  时，

平均信噪比增益 MR 整体上大于当 1  时的 MR。

由以上分析可知，三稳态系统参数b的变化对系统

输出性能的影响显著。 

 

图 6  不同下 MR 随 b 的变化  
Fig. 6  Variations of MR with b for different values of  

3.1.4 MR 在不同特征指数下随 Levy 噪声放大系

数 D 的变化 

待测微弱信号及采样频率保持不变，令特征指

数 α分别取 1.8，1.4，1.0，0.8，0.6，其余参数分

别为 β=0，σ=1 ，μ=0。固定 α=0.5，w=2，b=2，

得到平均信噪比增益 MR 随 Levy 噪声放大系数 D

的变化曲线如图 7 所示。由图 7 可知，在 取不同

时，MR 随 Levy 噪声放大系数 D 的增大都是波动

变化的，出现了很多个峰值，说明存在最优的 D 使

微弱信号、噪声和三稳态系统产生随机共振效果。

整体上看，当 α=1 时，平均信噪比增益 MR 的极大

值要明显大于 1  时的 MR。 

 

图 7  不同下 MR 随 D 的变化  
Fig. 7  Variations of MR with D for different values of  
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3.2 不同特征指数下的随机共振 

3.2.1 MR 在不同对称参数下随三稳态系统参数 w

的变化 

待测微弱信号及采样频率仍保持不变，令对称

参数分别取 1   ， 0  ， 1  ，其余参数 1  ，

1  ， 0  。固定 0.5a  ， 2b  ， 0.1D 。图 8

是平均信噪比增益 MR 随系统参数 w 的变化曲线。

不同对称参数  ，MR 均呈现先增大后减小的趋

势，说明存在最优的  使得该系统表现出较好的随

机共振现象。对比分析可知， 1   和 1  所对

应的曲线，产生随机共振的区间大致相同，并且当

0  时的 MR 明显大于 0  时的MR。 

 

图 8  不同下 MR 随 w 的变化 
Fig. 8  Variations of MR with w for different values of  

3.2.2 MR 在不同对称参数下随三稳态系统参数 b

的变化 

待测微弱信号及采样频率仍保持不变，令对称

参数分别取 1   ， 0  ， 1  ，其余参数 1  ，

1  ， 0  。固定 0.5a  ， 2w ， 0.1D ，仿真

得到平均信噪比增益 MR 随系统参数b的变化曲线

如图 9 所示。由图 9 可知，对称参数  取不同值时，

平均信噪比增益 MR 曲线均呈现出先增大后减小的

趋势，并且出现峰值的区间大致相同，均位于

 1.81,3b ，说明此时三稳态的势垒发生变化，粒

子的能量能够越过势垒，使得三稳态系统、弱信号

和 Levy 噪声产生协同作用。当 0  时，其 MR 远

远小于 0  时的 MR，这一点与 Levy 噪声驱动的

双稳态系统和幂函数型单稳态系统正好相反。当

1  时，出现了类似图 4(a)中当 0.8  时的双峰值。 

 

图 9  不同下 MR 随 b 的变化  
Fig. 9  Variations of MR with b for different values of  

3.2.3 MR 在不同对称参数下随三稳态系统参数

的变化 

待测微弱信号及采样频率仍保持不变，令对称

参数分别取 1   ， 0  ， 1  ，其余参数 1  ，

1  ， 0  。固定 2b  ， 2w ， 0.1D  ，进行

仿真，图 10 是平均信噪比增益 MR 随着系统参数 a

的变化曲线。如图 10 所示，当 0  时，所对应

的 MR 曲线表现出明显的先增大后减小的趋势，整

体上观察可知，当 0  时，所对应的 MR 远远小

于 0  的 MR。 

 

图 10  不同下 MR 随 a 的变化  
Fig. 10  Variations of MR with a for different values of  
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3.2.4 MR 在不同对称参数下随 Levy 噪声放大系

数 D 的变化 

待测微弱信号及采样频率仍保持不变，令对称

参数分别取 1   ， 0  ， 1  ，其余参数 1  ，

1  ， 0  。固定 0.5a  ， 2w ， 2b  ，进行

仿真，得到平均信噪比增益 MR 随着 Levy 噪声放

大系数 D 的变化曲线如图 11 所示。整体上来看，

不同对称参数  下，MR 呈现先增大后减小的趋

势，当 0  时的平均信噪比增益大于 0  时的

MR，并且 1  与 1   的平均信噪比增益曲线变

化区间大致相同。  

 

图 11  不同下 MR 随 D 的变化  
Fig. 11  Variations of MR with D for different values of  

4  结论 

由于 Levy 噪声具有显著的脉冲特性和拖尾特

性，这与实际应用中遇到的随机信号的特点很接

近，因此选用 Levy 噪声可以很好地与实际数据相

吻合。本文对三稳态系统在 Levy 噪声环境下的参

数诱导和噪声诱导的随机共振现象进行了深入研

究。研究结果表明：(1) 在 Levy 噪声分布参数 α，

β取不同值的条件下，改变三稳态系统参数 w，a，

b 和噪声强度放大系数 D 均可诱导随机共振；(2) 

在不同特征指数 α 下，对于一个确定的系统参数

w(或 a 或 b)，平均信噪比增益 MR 整体上表现出先

增大后减小的趋势，说明存在最优的系统参数使三

稳态系统、Levy 噪声和输入信号产生随机共振，

当 1  时，随机共振输出效果最好，当 1  时的

平均信噪比增益 MR 远远小于当 1  时的平均信

噪比增益 MR；(3) 在不同特征指数 α 下，对于一

个确定噪声强度放大系数 D，平均信噪比增益 MR

出现了多个峰值，当 1  时，随机共振的输出效

果明显好于 1  时；(4) 在不同对称参数  下，对

于系统参数w，a和噪声放大系数D中的任意一个，

当 0  时的随机共振输出效果要比当 0  时的

共振效果好，而对于系统参数 b，当 0  时的随

机共振输出效果要远远好于当 0  时的输出效

果。本结论为 Levy 噪声环境下参数诱导的随机共

振现象系统参数的合理选取提供了依据，进而为三

稳态随机共振系统在工程实践中的应用奠定了理

论基础。 
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