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多时滞影响下多智能体网络的分组一致性 

纪良浩，赵新月 
(重庆市计算智能重点实验室，重庆邮电大学，重庆 400065) 

摘要：针对具有不同拓扑结构的一阶、二阶多智能体网络，基于频域控制理论，分别研究了其在多

时滞影响下的分组一致性问题，分析并给出系统渐近实现分组一致的代数条件判据。研究发现多智

能体网络分组一致的实现要同时受到节点自身输入时滞以及节点间耦合权重的影响，与节点间的通

信时滞无关，但会影响系统的收敛速度。仿真实验的结果进一步验证了理论分析所得结论的正确性

与有效性。 
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Abstract: The group consensus problems for first-order and second-order multi-agent networks with 

multiple time delays are investigated respectively. Based on the theory of frequency-domain, some 

algebraic criteria are analytically proposed, which can guarantee the achievement of group consensus. The 

results show that the input time delays, the coupling weights and the coupling strengths between the 

agents play key roles in reaching group consensus, whereas communication time delays can only affect 

the convergence rate of the systems. The validity of the results is verified by several simulated examples. 
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引言1 

多智能体网络的一致性问题是复杂系统协调

控制的基本问题，由于在分布式传感器网络、网络

拥塞控制以及群集运动等领域的广泛应用，其已成

为研究者关注的焦点问题。在复杂系统的协调控制

中，受环境、状态、协作任务甚至时间等变化的影

响，通常会导致系统一致收敛的状态也随之变化，
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教授，研究方向为智能信息处理，复杂系统与复杂

网络等。 

出现多个一致性状态的情形，这便是复杂系统的分

组一致现象。易知，传统的一致性问题可看作分组

一致的特例。 

近年来，关于分组一致相关问题的研究也取得

了一定进展。例如，文献[1-4]分别研究了具有无向、

有向及切换拓扑的多智能体网络的分组一致性问

题。文献[5-6]分别研究了多智能体网络的平均分组

一致以及均方分组一致的问题。Ma 等[7]研究了基

于事件驱动控制的多智能体网络的分组一致性问

题。文献[8-12]讨论了牵制分组一致以及牵制分组

同步的问题。在文献[13-14]中，Yu 等针对拓扑结

构为无向图、强连通平衡图的多智能体网络，研究

1
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了其分组一致性问题。在此基础上，Yu 等[15-16]还

进一步研究了在通信时滞影响下，多智能体网络的

分组一致性问题。Wang 等[17]针对强连通平衡图，

讨论了在通信时滞影响下的多智能体网络的分组

一致性问题。文献[18]针对拓扑结构为连通二分图

的一阶多智能体网络，讨论了时滞影响下的分组一

致性问题。基于文献[18], Du 等[19]讨论了在时滞影

响下多智能体网络的加权分组一致性问题。Ji 等[20]

分别讨论了在时滞影响下拓扑结构为无向图和连

通二分图的一阶多智能体网络的分组一致性问题。 

在实际系统中，时滞是客观存在的。因此研究

时滞影响下多智能体网络的分组一致性问题更具

有现实意义。然而，目前已有的针对时滞影响下多

智能体网络的分组一致的相关研究工作主要存在

以下两个方面的不足：其一，只考虑了通信时滞，

或只考虑了通信时滞与输入时滞相同的特殊情形，

如文献[13-16，18-20]。其二，许多研究工作只针

对具有特殊拓扑的多智能体网络，如无向图、强连

通图与强连通平衡图等，如文献[5,13-14,17-20]。

受相关研究工作启发，本文针对更具一般性拓扑结

构的多智能体网络，分别讨论了同时具有不同通信

时滞和输入时滞的一阶、二阶多智能体网络的分

组一致性问题，并给出了系统渐近实现分组一致

的代数条件判据。 

对于包含 N 个智能体的多智能体网络，其拓

扑结构可用有向图 ( , , )G V E A 表示。其中，

V , E , A分别代表节点集合、边集合以及节点间的

邻接矩阵。定义G 的度矩阵  ,iD diag d i  ，其

中 id ，  1,2, , N  分别表示节点 i 的入度和下

标集合。 

考虑一阶或者二阶多智能体网络，其系统动力

学方程分别如式(1)、(2)所示：   

( ) ( )i ix t u t                            (1) 

( ) ( )

( ) ( )
i i

i i

x t v t

v t u t


 




                          (2) 

式中： ( ), ( ), ( )i i ix t v t u t  分别表示第 i 个智能体

在 t 时刻的位置、速度状态和控制输入。 

假设包含 n+m 个智能体的系统，其拓扑结构

G 包含两个子图 1 1 1 1( , , )G V E A 与 2 2 2 2( , , )G V E A ，

其中  1 1 2, , nV v v v  ，  2 1 2, , ,n n n mV v v v    。定义

有限下标集  1 1,2, ,L n  ，  2 1, 2, ,L n n n m    。

iv 子图邻居集合为 1 1{ : ( , ) }i j i jN v V v v E   ，

2 2{ : ( , ) }i j i jN v V v v E   。 易 知 1 2V V V  ，

1 2i i iN N N  。便于描述，本文只讨论二分组一致

性问题，对于多个分组情形，可采用类似方法证明。 

定义  1 假设包含 ( , 1)n m n m  个智能体的

系统(1)，当且仅当其智能体状态满足以下两个条

件时， 

1) lim ( ) ( ) 0i j
t

x t x t


  , 1,i j L  ； 

2) lim ( ) ( ) 0i j
t

x t x t


  , 2,i j L  。 

称系统(1)能渐近实现分组一致性。 

定义 2 假设包含 n+m 个智能体的系统(2)，当

且仅当如下四个条件同时满足时， 

1) 1lim ( ) ( ) 0, , ;i j
t

x t x t i j L


     

2) 1lim ( ) ( ) 0, , ;i j
t

v t v t i j L


     

3) 2lim ( ) ( ) 0, , ;i j
t

x t x t i j L


     

4) 2lim ( ) ( ) 0, ,i j
t

v t v t i j L


    。 

称系统(2)能渐近实现分组一致性。 

引理  1[21]  如果图 G 中存在一个全局可达

点，则其 Laplacian 矩阵存在单一特征值 0。 

引理 2[22]  对于  0,1  ，当时，凸

包   (0 , )iCo E j i    不包含 ( 1, 0)j 点，其中

( ) ( / 2 ) ( / )j T
iE j T e j    ，T 为系统时滞。 

引理 3[23]  对于，凸包 (0 { ( ),iCo E j    

})i 包含圆盘的集合 i
i

G

 。 

1.1 拓扑结构为存在全局可达节点的时滞网

络的分组一致 

考虑包含 n+m 个智能体的系统，文献[13-16]

基于入度平衡的假设条件(A1)与(A2)，针对协议(3) 

讨论了拓扑结构为无向图、强连通平衡图的多智能

体网络的平均分组一致性问题。 

2
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1 2

2 1

1

2

( )

( ( ) ( )) ( ),

( ( ) ( )) ( ),

j i j i

j i j i

i

ij j i ij j
V N V N

ij j i ij j
V N V N

u t

a x t x t a x t i L

a x t x t a x t i L

 

 



    



   


 

 
(3) 

(A1): 11
0,

n m
ijj n

a i L


 
   ;  

(A2): 21
0,

n
ijj

a i L


   。 

基于协议(4)，Ji 等[4]针对拓扑结构为无向图的

多智能体网络讨论了在时滞影响下的分组一致性

问题。其中， 为系统时滞。 

1 2

2 1

1

2

( )

( ( ) ( )) ( ),

( ( ) ( )) ( ),

j i j i

j i j i

i

ij j i ij j
V N V N

ij j i ij j
V N V N

u t

a x t x t a x t i L

a x t x t a x t i L

  

  

 

 



       



      


 

 
(4) 

受相关研究工作的启发，接下来讨论在多时滞

影响下的分组一致性问题。 

考虑如下存在不同通信时滞和输入时滞的分

组一致控制算法(5)： 

1

2

2

1

1

2

( ( ) ( ))

( ),

( )
( ( ) ( ))

( ),

j i

j i

j i

j i

ij j ij i i
V N

ij j ij
V N

i
ij j ij i i

V N

ij j ij
V N

a x t T x t T

a x t T i L

u t
a x t T x t T

a x t T i L









    



  


 
   


   










   (5) 

在(5)的作用下，系统(1)的动力学方程为： 

 

1

2

2

1

1

2

( ( ) ( ))

( ),

( ( ) ( ))

( ),

j i

j i

j i

j i

ij j ij i i
V N

ij j ij
V N

i
ij j ij i i

V N

ij j ij
V N

a x t T x t T

a x t T i L

x t
a x t T x t T

a x t T i L









    



  


 
   


   










  (6) 

定理 1 考虑包含 n m 个智能体的多智能体

网络(6)，当拓扑结构中存在全局可达节点且入度

平 衡 假 设 条 件 (A1) 与 (A2) 满 足 时 ， 若

 max 4i id T  成立，则系统能渐近达到分组一

致。其中 id 为节点 i 的入度。 

证明：对(6)式进行 Laplace 变换，容易得到其

特征方程为 det( ( )) 0sI L s  ，其中 

1,

,

( ) ( ( ))
,

ij

i

sT
ij

m nij sT
ik

k k i

a e j i

L s l s
a e j i






 

 
  





         (7) 

证明：对(6)式做 Laplace 变换，容易得到系统

的特征方程为 det( ( )) 0sI L s  ，其中 I 为单位矩

阵。令 ( ) det( ( ))F s sI L s  。根据稳定性理论，

接下来分两种情形进行讨论： 

1) 当 0s  时， (0) det( (0))F L ，由引理 1 可

知， 0s  为 ( )F s 的唯一零点。 

2) 当 0s  时，令 ( ) ( ) /P s F s s ，可以得到

( ) det( ( ))P s I G s  ，易知讨论 ( )F s 的零点是否具

有负实部等价于讨论 ( )P s 的零点是否具有负实

部。所以，如果 ( )P s 的零点都具有负实部，则系

统(6)能够渐近达到分组一致。 

令 s j ，对于 ( )G s ，根据广义的 Nyquist

准则，对于  ，若 ( )G j 特征值的 Nyquist

曲线不包含 1 0j  点，则零点都具有负实部。 

由圆盘定理可知， ( )G j 特征值 ( ( ))G j  满足 

( ( )) i
i

G j G 


 


                      (8)

: ,
i i

i i

i

jwT jwT

ij ij
j N j N

G

e e
C a a

jw jw
  

 

 



    
  

 ≤
 (9) 

由(9)式可知，当时，如果圆盘 iG 的中

心 0 ( ) ijwT
i iG jw d e jw 与复平面中心O连线的延

长线交于圆盘的边界圆周于 iW 点，则其轨迹为

( ) 2 ijwT
i iW jw d e jw 。 根 据 引 理 2 ， 令

( ) ( )i i iW j E j    ， 当 1i  时 ， 容 易 得 到

/ 4i id T  。 
令  max ,i i   ，显然当 1  时，下式成

立：    (0 ( ) ) (0 ( ) ) (0i i iCo E j E j Co         

 ( ) )iW j 由引理 2 可知，( 1, 0) (0 { ( ),ij Co E j     

})i ，所以  ( 1, 0) (0 ( ), )ij Co W j i    。由

引理 3 知，  (0 ( ), )i i
i

Co W j i G


 


   ，所以
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( 1, 0) i
i

j G


 

 。故特征值 ( ( ))G jw 的轨迹不包含

–1+j0 点。根据广义的 Nyquist 准则可知 ( )P s 的零

点具有负实部，即系统(6)能渐近实现分组一致。 

证毕。 

注释 1 i ijT T   时，(4)式与(5)式完全相同，

且当 0i ijT T    时，(3)式与(4)式、(5)式也完全

相同，所以协议(3)、(4)是协议(5)的两种特殊情况。 

注释 2 从定理 1 可知，系统分组一致的实现，

与输入时滞以及节点间耦合权重相关。当网络节点

拥有较大入度时，网络不能同时忍受较大输入时滞。 

1.2 拓扑结构为存在全局可达节点的的二阶

时滞网络的分组一致 

Ren[21]等基于如下控制协议(10)，讨论了在时

滞影响下的二阶多智能体网络的一致性问题。 

( ) ( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

j i

j i

i ij j ij i
V N

ij j ij i
V N

u t a x t T x t T

a v t T v t T









    

  



    (10)
 

其中 ijT ，T 分别表示多智能体间的通信时滞与输

入时滞， 和  分别表示其耦合强度 , 0   。 

受相关研究工作的启发，接下来讨论二阶多智

能体网络在不同通信时滞与输入时滞影响下的分

组一致性问题，考虑如下控制输入算法： 

1

1

2 2

2

2

1

( )

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

( ) ( ),

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

( )

j i

j i

j i j i

j i

j i

i

ij j ij i i
V N

ij j ij i i
V N

ij j ij ij j ij
V N V N

ij j ij i i
V N

ij j ij i i
V N

ij j ij ij j

u t

a x t T x t T

a v t T v t T

a x t T a v t T i L

a x t T x t T

a v t T v t T

a x t T a v





 





 





 







   

   

   

   

   

 





 





1 1

2( ),
j i j i

ij
V N V N

t T i L
 



















 

 

(11) 

式中： iT ， ijT 分别表示节点 iv 的输入时滞以及与

节点 jv 间的通信时滞，耦合强度 , 0   。 

定理 2 考虑包含 n+m 个智能体的系统(2)，基

于入度平衡假设条件，当系统拓扑结构中存在全局

可达节点，且 2
0 0 0( cos sin ) / 2i i i io i i id T w T     

成立时，则系统(2)在控制输入(11)的作用下能渐近 

实现分组一致,其中
1,

m n
i ikk k i

d a


 
 ， 0i 为圆盘中 

心 0 ( )iG j 的 Nyquist 曲线与复平面负实轴的交点，

且满足 tan( )io i ioT    。 

证明：通过 Laplace 变换，易得到在(11)式的

作用下，系统(2)的特征方程为 2det( ( )s I L s   

( ) ) 0L s s  ，其中 I 为单位矩阵， 

1,

,

( ) ( ( ))
,

ij

i

sT
ij

m nij sT
ik

k k i

a e j i

L s l s
a e j i






 

 
  





       (12) 

便于论述, 2( ) det( ( ) ( ) )F s s I L s L s s    ，类

似于定理 1 的证明过程，接下来讨论 ( )F s 的零点

是否具有负实部性或者 0s  为 ( )F s 的唯一零点。 

1) 当 0s  时， (0) det( )F L ，根据引理 1，

易知 0s  为 ( )F s 的唯一零点。 

2 )  当 0s  ，令 ( ) det( ( ))P s I G s  ，其中

  2( ) /( ) ( )G s sL s L s s   。根据广义 Nyquist 准

则，若 ( )G s 特征值的 Nyquist 曲线不包围 ( 1, 0)j ，

则 ( )P s 的零点具有负实部。令 s j ，由盖尔圆 

盘定理可知， ( )G j 特征值满足 ( ( )) i
i N

G j G 


 。 

1,

1,

:
i

i

j Tm n

iki
k k i

j Tm n

ik
k k i

j e
aG C

j j

j e
a

j j





   
 

  
 



 



 

   


 







≤

(13)

 

式中：C 为复数域。令
1,

m n

i ik
k k i

d a


 

  。 

由(13)式可知，对于点 ( , 0)x j (其中 1x≥ )，

若其不在某个圆盘 iG 中，则有 

i ij T j T

i i
j e j e

x d d
j j j j

      
   

  
     (14) 

整理可知， 
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22 ( cos sin ) 0i i ix d T T           (15) 

当 1x≥ 时， 22 ( cos sin ) 1i i id T T     

成立。此时， ( )G s 特征值的 Nyquist 曲线不包围

复平面 ( 1, 0)j 点，所以 ( )P s 的零点都具有负实部。 

由(13)式，可知圆盘中心 0( )
ij T

i i
e j

G j d
j j

   
 

 
  。 

假设 0i 为 0 ( )iG j 的Nyquist 曲线与复平面负实轴

的交点，容易知道 tan( )io i ioT    成立。证毕。 

注释 3 与一阶系统一样，二阶多智能体网络

分组一致的实现与系统中节点间的通信时滞无关，

与系统的耦合强度、节点间的耦合强度以及节点自

身的输入时滞有关。 

2  例子与数值仿真 

2.1 实验 1 

假设系统(6)的拓扑结构以及节点间的邻接权

重如图 1 所示。子网 1G 包含 1 2 3, ,v v v ，子网 2G 包含

4 5,v v 。易知系统拓扑结构中存在全局可达节点且

满足入度平衡的假设条件。设定各节点间的通信时

滞均为 0.3 s，输入时滞分别如下所示： 1 0.2 s,T   

2 0.1s,T   3 40.15 s, 0.06 s,T T   5 0.2 sT  。容

易验证定理 1 中各条件均能满足。系统(6)中各智

能体的状态演化曲线分别如图 2(a)所示，可以看

出，系统实现了渐近分组一致。对于节点 1v ，可知

1 3d  ，根据定理 1 的条件可知其输入时滞

1 0.27 sT  。设定 1 0.27sT  ，在通信时滞以及其他

节点输入时滞不变的情况下，系统(6)中各智能体

的状态演化曲线分别如图 2(b)所示。显然，系统不

能实现渐近分组一致。由此可知，定理 1 中分析给

出的代数条件判据是正确且有效的。 

 

图 1  系统(6)拓扑结构图 
Fig. 1  The topology of the system (6) 

 

(a) T1=0.05 s 

 

(b) T1=0.27 s 

图 2  系统(6)中各智能体的状态演化曲线 
Fig. 2  The state trajectories of the agents in system (6) 

2.2 实验 2 

假设二阶系统(2)包含 5 个节点，拓扑结构及

节点间邻接权重同实验 1 中图 1 所示。设定节点间

耦合强度分别为 0.6, 0.3   ，各节点的输入时

滞分别为 1 2 3 40.03 s, 0.05 s, 0.02 s,T T T T     

5 0.01sT  。不难验证定理 2 中系统分组一致的条

件可以满足。实验中设定节点间的通信时滞

0.1sijT  。在控制输入(11)式的作用下，系统(2)

中各节点的位置与速度状态演化曲线分别如图 3

所示，显然，系统能渐近实现分组一致。 

重新设定节点 1v 输入时滞 1 0.4 sT  ，经验证

可知，此时定理 2 中的条件不能满足。在其他参数

不变的情形下，系统(2)中各节点位置与速度状态

演化曲线分别如图 4 所示，可知系统不能实现渐近

分组一致。 
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(a) 速度状态                                        (b) 位移状态 

图 3  系统(2)中各智能体的状态演化曲线，T1=0.03 s 
Fig. 3  The state trajectories of the agents in system (2), T1=0.03 s 

    

(a) 位置状态                                       (b) 速度状态 

图 4  系统(2)中各智能体的状态演化曲线，T1=0.4 s 
Fig. 4  The state trajectories of the agents in system (2), T1=0.4 s 

3  结论 

本文分别针对一阶、二阶多智能体网络，研究

了其在多时滞影响下的分组一致性问题。基于频域

控制理论，分析给出了多智能体网络渐近收敛一致

的代数条件判据。研究发现多智能体网络分组一致

的实现与多智能体自身的输入时滞以及网络中智

能体间的耦合强度、连接权重相关，与智能体之间

的通信时滞无关。然而，通信时滞的存在会影响系

统收敛的速度。此外，由于多方面的原因，复杂网

络的拓扑一般会发生变化，所以针对切换拓扑的多

智能体网络，研究其在多时滞影响下的分组一致性

问题将是下一步的研究重点。 
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