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柔性关节和柔性臂空间机器人的 L2增益鲁棒控制 

张丽娇 1,2，陈力 1,2 
(1.福州大学机械工程及自动化学院，福州 350108；2.福建省高端装备制造协同创新中心，福州 350116) 

摘要：讨论了臂杆与关节均具有柔性的漂浮基空间机器人运动及其关节、臂双重振动的控制问题，

利用系统动量守恒关系和拉格朗日法得到系统动力学模型。采用积分流的思想对系统动力学模型进

行奇异摄动分解，将其分解为：通过设计速度差值反馈控制来抑制关节柔性振动的快变子系统，通

过设计线性二次最优控制来抑制臂杆柔性振动的快变子系统，描述空间机器人关节刚性运动且使得

外部干扰对系统性能输出具有 L2增益鲁棒控制的慢变子系统，以避开直接求解 HJI(Hamilton-Jacobi 

Inequality)不等式计算量大的困难。通过系统数值仿真，表明该算法有效。 
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L2-gain Robust Control for Flexible Joints and Flexible Link Space Robot 

ZhangLijiao1,2, Chen Li1,2 

(1.School of Mechanical Engineering and Automation, Fuzhou University, Fuzhou 350108, China; 

2.Collaborative Innovation Center of High End Equipment Manufacturing, Fuzhou 350116, China) 

Abstract: The trajectory tracking and the double flexible vibration active suppression control for 

free-floating space robot with flexible-joints and flexible-link were proposed. The dynamic equation of the 

system was established according to system’s momentum conservation and Lagrange method. A singular 

perturbation model was established by integral manifold method, and the system was decomposed into a 

fast subsystem of flexible-joint which used the speed difference between the feedbacks of control law to 

suppress the elastic vibration of flexible-joints, a fast subsystemof flexible-link which designed optimal 

linear quadratic regulator (LQR) to damp out the vibration of the flexible manipulator and a slow 

subsystemwhich designed a robust controller to make the external disturbances have the performance of 

the L2-gain of the system, that avoids to directly solve the HJI (Inequality Hamilton-Jacobi) inequality of 

large calculation. Numerical simulation results show that the proposed control algorithm is effective. 

Keywords: external disturbance; freefloating; space robot with flexible-joint and flexible-link; L2-gain 

robust control; dual vibration grading suppression 

引言1 

利用空间机器人辅助宇航员完成空间站的维

                                                        
收稿日期：2016-04-14     修回日期：2016-07-22； 
基金项目：国家自然科学基金(11372073，11072061)，
福建省工业机器人基础部件技术重大研发平台

(2014H21010011)； 
作者简介：张丽娇(1989-)，女，福建宁德，博士，研

究方向为空间机器人系统动力学与控制；陈力

(1961-)，男，江西九江，博士，教授，研究方向为空

间机器人动力学与控制、多体系统动力学。 

护、维修及科学实验等任务，不仅大大减轻了宇航

员的工作量，而且提高了空间探索的效率[1]。空间

机器人具有操作空间大、质量轻、高负载等特性，

大多数空间机器人采用伺服电动机和谐波减速器

组成的关节对机器人进行驱动，使得空间机器人不

可避免的具有柔性，空间机器人动力学系统建模过

程中的臂杆柔性和关节柔性已然不能忽略[2-3]。柔

性空间机器人是一个非常复杂的动力学系统，其动

1
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力学方程具有非线性、强耦、时变等特点，对其控

制时关节和臂杆的柔性振动之间相互干扰与动力

学耦合效应，使得空间机器人的控制相对于地面机

器人更加复杂，而且给控制带来更大的难度。因此，

如何有效的建立系统动力学模型，并设计算法控制

具有柔性关节和柔性臂的空间机器人是研究应用

空间机器人必须面对和解决的难点[4-7]。 

当前对同时具有臂杆与关节柔性的空间机器

人的研究不多，大部分是单柔性杆或者单柔性关

节[8-11]。文献[12]通过 Kane 法来推导地面机器人具

有柔性关节和柔性臂的动力学模型，可知不考虑柔

性变形无法对系统进行有效的控制；文献[13]提出

了一种输出反馈滑模控制算法，在一定程度上减少

了柔性引起的振动，但未能完全抑制；文献[14]结

合拉格朗日方程和假设模态法，推导了一种结合关

节柔性和臂杆柔性的空间机器人动力学模型。 

为了实现漂浮基柔性关节、柔性臂空间机器人

运动的轨迹跟踪和抑制由关节柔性和臂杆柔性引

起的系统振动，利用积分流的思想建立奇异摄动模

型，将系统动力学模型分解为一个柔性关节快变子

系统和一个柔性臂子系统，其中柔性臂子系统根据

奇异摄动理论可以分解为一个柔性臂快变子系统

和一个慢变(刚性)子系统。针对慢变子系统，设计

了一种鲁棒控制器使得外部干扰对系统性能输出

的 L2 增益小于给定值，设计中避开直接求解

HJI(Hamilton-Jacobi Inequality)的困难，通过合理选

取 L2 增益性能指标实现了对干扰的抑制；针对柔

性关节快变子系统，采用速度差值反馈控制律来抑

制关节柔性引起的系统弹性振动；针对柔性臂快变

子系统，采用线性二次最优控制方法主动抑制，以

保证系统的稳定性。 

1  系统动力学模型 

作平面运动的漂浮基柔性关节、柔性臂空间机

器人的几何模型如图 1 所示。其中， 0B 为系统的

刚性载体基座， 1B 为系统的刚性连杆， 2B 为系统

的柔性连杆(视为 Euler-Bernoulli 悬臂梁且仅产生

横向振动)， 1iB  和 ( 1,2)iB i  间均使用柔性关节旋

转铰 ( 1,2)iO i  进行联接。建立各分体 ( 1,2)iB i  的

主轴联体坐标系 ( )i i iO x y ； 0x 通过 0O 与 1O 的连

线， 1x 和 2x 分别是 1B 和 2B 的对称轴， ei 为沿

x ( 0,1,2)i i  轴方向的基矢量；C 为系统总质心；

im 、 ij 分别为 ( 0,1)iB i  的质量与中心转动惯量，

2B 单位长度的均匀质量密度为  ，均匀弯曲刚度

为 EI 。 

 

图 1  漂浮基柔性关节、柔性臂空间机器人系统 
Fig. 1  Space robot with flexible-joint and flexible-link 

基于假设模态法，横向弹性变形 2( , )w x t 描述

成 

2 2
1

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

w x t x t 


  (1) 

式中： 2( )i x 和 ( )i t 分别为柔性杆的第 i 阶模态函

数及其坐标，n为截断阶数。考虑低阶模态对杆件

的弹性振动起主导作用，取前二个低阶模态进行研

究，即式(1)中 2n  。 

对具有柔性关节的空间机器人系统，根据文

献[15]的假设，关节柔性可简化为一个关节处驱动

器电机转子与机械臂之间刚度系数为常数的无惯

量线性扭簧，简化模型如图 2 所示。当关节 iO 处

的电机转子转过角度 miq 时，由于弹簧弹性力的作

用，关节驱动装置输出转角 miq 与受其驱动的机器

人 iB 实际转角 iq 间存在差值 mi i iq q   。 

利用拉格朗日法和动量守恒关系，可导出载体

位置不受控、姿态受控的柔性关节、柔性臂空间机

器人动力学方程如下 

2
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图 2 柔性关节的简化扭簧模型 
Fig. 2  Torsional spring model of flexible-joint 

3 1 r

δ δ 2 1

( ) ( , ) 



   
     

  
   0 τ

M θ θ H θ θ θ
K q 0

 (2) 

m θ m Jq τ τ  (3) 

θ m θ( ) τ K q q  (4) 

式中： 5 5( ) R M θ 为正定、对称惯性矩阵；

5 5( ), R H θ θ 为从包含离心力、科氏力列向量中分

离出来的矩阵； T T T
r δ[ ]θ q q ， T T

r 0 θ[ ]qq q ， 0q 为

载体转角， T
θ 1 2[ ]q qq 为机器人各连杆转角所组

成的列向量， T
δ δ1 δ2[ ]q qq 为系统广义坐标列向

量的柔性变量， T
m m1 m2[ ]q qq 为各关节驱动电

机转角所组成的列向量； δ δ1 δ2diag[ ]k kK 为柔性臂

杆的抗弯刚度矩阵； 1 2diag[ ]J JJ 为驱动电机端

的对角、正定惯量矩阵； 1 2diag[ ]k kK 为各关节

的线性扭转刚度； T
r 0 θ[ ]τ τ 为系统的控制力矩

列向量， T
θ 1 2[ ]τ τ τ 为由于关节柔性所产生的连

杆驱动力矩列向量， 2 1
m R τ 为关节驱动电机实际

产生的控制力矩列向量。 

2  系统动力学模型基于奇异摄动分解 

臂杆与关节柔性在运动过程中所引起的柔性

变形会影响系统的控制精度，所引起的柔性振动会

影响系统的稳定性。为了克服这些问题，本文基于

积分流的思想建立奇异摄动模型，将系统动力学模

型分解为三个子系统[16]。采用奇异摄动法是将系

统降阶分解为表示系统刚性运动的慢变子系统和

表示系统柔性运动的快变子系统。柔性臂和柔性关

节在高速、高精度的运动过程中都会引起系统的柔

性振动，即弹性振动，且振动级别不一定相同，因

此快变子系统又可分解为由柔性臂快变子系统和

由柔性关节快变子系统。 

2.1 柔性关节快变子系统 

针对(2)式、(3)式和(4)式的漂浮基柔性关节、

柔性臂空间机器人系统，结合奇异摄动理论，定义

奇异摄动正比例因子  ，引入新的变量 1K ，

2 2
1 R K 为正定、对角参数，并保证 2

1 K K ，

结合(3)式和(4)式可得 
2

θ 1 θ 1 m θ( )    J τ K τ K τ Jq . (5) 

设 0  。有 m θq q ， m θ q q ，此时，柔性

关节等效为刚性。(2)式和(5)式可写为 

3 1 r

δ δ 2 1

( ) ( , )
0





   
     

  
   0 τ

M θ θ H θ θ θ
K q

 (6) 

θ m θ  τ τ Jq  (7) 

式中： T T
r 0 θ[ ]τ τ ，上划线“—”表示当 0  时

得到与之相应的矩阵或者向量。 

定义快变时标 f f 0( )t t t t   及边界层修正项

1 θ ξ τ τ 、 2 θ ξ τ ，且当 0  ，结合(7)式，可

得柔性关节快变子系统 

f f f ξ A ξ B τ  (8) 

式中： T T T
1 2[ ]ξ ξ ξ ， f 1

1


 
  

 

0 I
A

J K 0
， f 1

 
  
 

0
B

J
，

fτ 为柔性关节快变控制。 

2.2 柔性臂子系统 

将(7)式代入(6)式，可得到载体位置不受控、

姿态受控的柔性臂子系统动力学方程 

δ δ

( ) ( , )
   

     
  

   0 τ
D θ θ H θ θ θ

K q 0
 (9) 

其中， ( ) ( )

 
    
  

0 0 0

D θ M θ 0 J 0

0 0 0

， T T
0 m[ ]τ τ 。 

根据奇异摄动理论，柔性臂子系统可以进一步

分解成两个子系统，即柔性臂快变子系统和慢变

(刚性)子系统，则动力学方程(9)式可写成 

r r11 12 11 12

δ δ δ δ21 22 21 22

          
            

         

 
 
q q 0 τD D H H

q q K q 0D D H H
 (10) 

式中： 3 3
11 11, R D H ， 3 2

12 12, R D H ， 2 3
21 21, R D H ，

2 2
22 22, R D H 分别为 ( )D θ 、 ( , )H θ θ 对应的子矩

阵。由于系统(10)式的惯性矩阵 ( )D θ 是对称、正定

3
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的，因此其逆矩阵可定义为 N，即 
1

111 12 11 12

21 22 21 22


   

     
   

N N D D
N D

N N D D
 (11) 

若只考虑柔性臂的弹性振动，而忽略柔性关

节的振动，则定义  为奇异摄动因子， 2
δ ζ q 、

2
s δK K ，则(10)式可变换为 

2
r 11 11 11 r 12

2
12 21 r 22 12 s

2 2
21 21 11 r 12

2
22 21 r 22 22 s

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]





 



   

 

   

 

 


 


q N τ N H q H ζ

N H q H ζ N K ζ

ζ N τ N H q H ζ

N H q H ζ N K ζ

 (12) 

若令 0  ，那么根据(12)式，可得 
1

r 11s 12s 22s 21s 11s rs s( )( )    q N N N N H q τ  (13) 

式中：下标“ s ”表示当 0 时得到与之相应的矩

阵或者向量。即可得柔性臂慢变(刚性)子系统的动

力方程。 

s r s r s  D q H q τ  (14) 

式 中 ： 1 1
s 11s 12s 22s 21s( )  D N N N N ， s 11sH H ，

T T
s 0 ms[ ]τ τ 。 

定义快变时标 δ δ 0( )t t t t   及边界层修正项

1 s z ζ ζ 、 2  z ζ ，可得柔性臂快变子系统 

δ δ δ z A z B τ  (15) 

式中： T T T
1 2[ ]z z z ， δ

22s s

 
  

0 I
A

N K 0
， δ

21s

 
  
 

0
B

N
，

δτ 为柔性臂快变控制。 

3  控制器的设计 

根据第 2 节可知，为了给柔性关节、柔性臂

空间机器人系统设计控制器 τ ，将系统分解为柔

性关节快变子系统、柔性臂快变子系统和慢变

(刚性)子系统。由于这三个子系统在时标上具有

独立性，因此可分别对每个子系统进行相应控制

器的设计，并最终组成系统的总控制器。设计控

制器为 

s f δ  τ τ τ τ  (16) 

式中： fτ 为柔性关节快变子系统控制， δτ 为柔性

臂快变子系统控制， sτ 慢变子系统控制。 

3.1 慢变子系统控制器设计 

令 1 rx q 和 2 r x q ，对于给定的期望轨迹

T
d d 0 d1 d 2[ ]q q qx 针对柔性臂、柔性关节空间

机器人慢变子系统动力学方程(14)式，考虑外部干

扰 3
d Rτ 的情况下，可写成 

1 2

2 s d

,

( ) ( ) ,x x


   



x x

x F G τ τ
 (17) 

式中： 1( ) ( )x G D θ ， s r( ) ( )x x  F G H q 。 

采用 Backstepping 设计方法[17]，取如下变量 

1 1 d z x x  (18) 

2 2 d   z x x  (19) 

针对式(17)中的第一个子方程，定义 Lyaponov

函数 

2
1 1

1

2
V  z  (20) 

对上式求导得 

1 1 2( )V   z z  (21) 

选取虚拟控制输入  如下 

1
1

( )
2

k    z  (22) 

k 为 正 的 常 数 。 另 外 定 义 系 统 性 能 输 出

T
1 2[ ]z z z ，同时也是系统的评判指标，用来评

价非线性系统的性能。 

综合式(21)和式(22)，可得 

2
1 1 2 1

1
( )

2
V k   z z z  (23) 

由上式可知，通过适当的  选取，可使得当 2 0z

时， 1 0V ≤ ，这样可保证 1z ，即跟踪误差将渐近收

敛至 0 ；当且仅当 1 0z 时，取 1 0V  。 

定义对于干扰信号 d ( )tτ ，其 L2 范数为 

 
1

T 2
d d d02
( ) ( ) ( )dt t t t τ τ τ

， 

该范数可衡量 d ( )tτ 的能量大小。 

为了评判系统的干扰抑制能力，定义性能指

标为 

d

2

0 d 2

supJ



τ

z

τ
 (24) 

其中， J 称为系统的 L2 增益，可表示系统鲁棒性

大小； J 越小表示该系统的鲁棒性能越好。 

4
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设计控制器使得 L2 增益 J 尽量小，就能让整

个系统渐近稳定。这就等价于求解一个基于

Lyapunov 稳定性理论的耗散不等式问题。在对系

统进行稳定性证明时，常常需要构造一个

Lyapunov 函数，而存在一个可微函数 0V ≥ 满足耗

散 不 等 式 的 充 分 必 要 条 件 是 V 满 足

HJI(Hamilton-Jacobi Inequality) [18]。 

对于 HJI(Hamilton-Jacobi Inequality)定理可描

述为：对一个正数  ，  称作干扰抑制水平因子，

如果存在一个正定且可微函数 0V≥ ，使得

Hamilton-Jacobi 不等式
22 2

d0.5( )H V    τ z ，

d( ) 0 ≤τ 成立，则 L2 增益 J ≤ ，即表示整个系

统渐近稳定。而要找到满足 Hamilton-Jacobi 不等

式的函数 ( )V x ，至少需要求解偏微分方程，然而

一般的非线性系统 HJI 偏微分方程或不等式的求

解过程是非常困难[19]。 

所以常用 Lyaponov 递推函数的思想来构造系

统的存储函数 ( )V x ，其基本思想是将复杂的非线

性系统分解成不超过系统阶数的子方程系统，然后

为每个子方程系统分别设计 Lyaponov 函数（简称

V 函数）和中间虚拟控制量，一直后退到整个系统，

直到完成整个控制器的设计，并最终证明V 是负定

的，从而使得系统稳定。 

考虑系统(17)式，设计控制器如下 

s a b
1

( )
( )x

 τ τ τ
G

 (25) 

a d 1 2( )x p      τ F x z z  (26) 
2

b 22

1

2





 τ z  (27) 

式中： aτ 和 bτ 分别为自适应控制器和鲁棒控制器。

1 2 3diag[ ]p p pP 为正的控制参数，则闭环系统

是一致最终有界稳定的。 

结合(17)、(18)、(19)和(25)式可得 

1 1 d 2     z x x z  (28) 

2 2 d 1 2 b dp        z x x z z τ τ  (29) 

针对式(17)中的第二个子方程，定义 Lyapunov

函数 

2 2
2 1 2

1 1

2 2
V  z z  (30) 

对(30)式两边求导，结合(28)和(29)式，则 

2 1 2 2 d 1 2 b 2

2 2
1 2 2 d b 2

2
2 2 2 22
1 2 d d

2
2 2

d

( ) ( )

1
( ) ( )

2

1 1 1
( )

2 2 2 2

1

2 2

V p

k p








      

    

    

 



≤

≤

z z z τ z z τ z

z z z τ τ z

z
z z τ τ

z τ

 

(31)

 

即存在可微函数 2 0V  满足耗散不等式 
22 2

2 d d0.5( ) ( ) 0H V     ≤τ z τ  (32) 

由式(32)可知，从干扰 dτ 到性能输出 z的 L2 增益

J ≤ ，即表示整个系统渐近稳定。 

3.2 柔性关节快变子系统控制器设计 

由式(8)可知，柔性关节快变子系统为一个线

性完全可控系统，则设计如下一个柔性关节快变

子系统控制器 

f f τ K ξ  (33) 

通过合理选择 fK 可保证柔性关节快变子系统稳定。 

3.3 柔性臂快变子系统控制器设计 

忽略不确定部分，由式(15)可知， δA 和 δB 为

完全状态可控，则柔性臂快变子系统为线性系统且

完全可控，可采用线性二次最优控制器（LQR）来

调节系统状态 z，使其最终达到零，从而实现对柔

性臂引起的系统振动的主动抑制。为此，定义系统

性能指标函数为 

T T
δ δ δ δ δ0

1
( )d

2
J t


  τ R τ z Q z  (34) 

式中： 3 3
δ R R 和 4 4

δ R Q 分别为正定、半正定

常值矩阵。 

设 δP 为如下 Ricatti 方程的唯一解 
T -1 T

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ 0   P A A P P B R B P Q  (35) 

快变最优控制器可定义为 
1 T

δ δ δ δ
 τ R B P z  (36) 

4  数值仿真 

对图 1 所示的柔性关节、柔性臂空间机器人进

5
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行动力学数值仿真，系统控制流程方框如图 3 所

示。利用由柔性关节快变子控制器、柔性臂快变子

系统控制器和关节运动慢变子控制器组成的总控

制律式(16)，对系统进行仿真分析。系统惯性参数

的真实值为 m0=40 kg，m1=2 kg， 2
0 34.17 kg mj   ，

j1=1.5 kg·m2，l0=1.5 m，l1=l2=3 m，J1=J2=0.8 kg·m2。

柔性臂的单位长度线密度取为 1.0 kg/ m  ，和

抗弯界面模量为 EI=30 N·m2。第一个和第二个柔

性关节扭转刚度分别为 k1=100 N·m/rad 和 k2=100 

N·m/rad。同时，控制系统相关参数选取为 k=1，

p1=p2=p3=40 ， 1  ， Kf=0.09×diag[1,1,1] ，

δ 100 diag[1,1,1] R ， δ 10 diag[1,1,1,1] Q 。 

设系统载体和两个关节的期望运动轨迹为

0d 2radq  ，q1d=7π/16 rad，q2d=3π/8 rad。系统初

始运动位置为 0 (0) 1.68radq  ， 1(0) 1.25radq  ，

2 (0) 1.25radq  ，qm1(0)=1.25 rad， m2 (0) 1.25radq  ，

δ1 δ2(0) (0) 0mq q  。确定外部干扰为d=[sin(20t) 

cos(20t) sin(20t)]T。 

系统的柔性杆 2B 被视为 Euler-Bernoulli 悬臂

梁，其模态试函数 )( 2xi 取为 

)]sinh()[sin()]cosh()[cos()( 22222 xxAxxx iiiiii    
其中， )]sinh()/[sin()]cosh()[cos( iiiiiA   ，

)2,1(/ 2  ilii  , 8751.11  , 6941.42  。 

利用文中所设计的具有 L2 干扰抑制力的鲁

棒控制器对漂浮基柔性关节、柔性臂空间机器

人进行仿真运算，仿真过程全部耗时： s50t 。

仿真结果如图 4~7 所示。图 4 为空间机器人载

体姿态、各关节角度的轨迹跟踪对比图；图 5

为驱动电机转子的关节角度运动轨迹跟踪对比

图；图 6 为开启柔性臂快变子系统(实线)和关闭

柔性臂快变子系统(虚线)情况下，柔性臂振动模

态变化曲线图；图 7 为关闭柔性关节快变子系

统情况下，载体姿态、各关节角度的轨迹跟踪

对比图。 

 

图 3  柔性关节、柔性臂空间机器人控制流程图 
Fig. 3  Control flow chart of space robot with flexible-joint and flexible-link  

 

图 4  载体姿态、各关节角度轨迹跟踪图 
Fig. 4  The trajectory tracking of attitude angle of base and 

joints 

 

图 5  驱动电机转子的关节角度轨迹跟踪图 
Fig. 5  Trajectory tracking of the motor rotors 

6
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图 6  柔性臂振动模态曲线图 
Fig. 6  The vibration modes of the flexible link 

 

图 7  载体姿态、各关节角度轨迹跟踪图(f=0) 
Fig. 7  The trajectory tracking of attitude angle of base and 

joints (f=0) 

仿真结果表明，文中所设计的控制算法能够稳

定地跟踪上期望运动轨迹，柔性关节和柔性臂在运

动过程中所引起的柔性振动得到了有效的抑制。通

过与关闭柔性臂快变子系统对比：开启柔性臂快变

子系统使得柔性臂的振动能够快速得到抑制，且使

得一阶振动模态最终抑制达到 105m，二阶振动模

态最终抑制达到 106m；而关闭柔性臂快变子系统

使得一阶振动模态仅能抑制到 102m，而二阶振动

模态虽能达到 105m，但在仿真开始的前 10s 内其

振动模态在 102m。通过关闭柔性关节快变子系

统，轨迹跟踪在不到 0.1 s 时跟踪运动轨迹偏差已

经很大，进而发散，导致控制失效。 

5  结论 

本文研究了外部干扰、载体不受控和姿态受控

的情况下，漂浮基柔性关节、柔性臂空间机器人关

节运动轨迹的控制问题。基于奇异摄动理论将系统

分解成一个刚性子系统、一个柔性关节快变子系统

与一个柔性臂快变子系统。设计由刚性子系统的具

有 L2 干扰抑制力的鲁棒控制、柔性关节快变子系

统的速度差值反馈控制与柔性臂快变子系统的线

性二次最优控制组成的混合控制器，避开了直接求

解 HJI(Hamilton-Jacobi Inequality)不等式，该混合

控制算法能够有效地消除由关节和臂杆柔性引起

的系统振动造成的不利影响。仿真试验结果证实了

文中所设计的控制算法的有效性，并验证所设计的

控制算法能抑制外部有界干扰给系统带来的影响。 
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