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机器人转弯能

定，则可得到第

图 2  控制点位

The location o

1

1

cos

sin

d

d








   

2

2

cos

+ sin

d

d







  
后连接处一阶

并设控制点 P

则根据公式

3

3

cos

sin

d

d








  

4

4

cos

+ sin

d

d




   

控制点的位置

连续性。由于

4
1

2 3
3

5

)

0(1 )

u uP

u u P

P





5 次 Bezier 曲

Ai–1Ai 和 AiAi+

正方向夹角分

终止点(也可

其距离 Ai的距

过参数优化方法

能力等实际情

第一个和第 6

位置示意 
of Control poin

           

          
阶导矢 T 的方

P2 和 P5 距离

式(3)得： 

          

          
置决定了曲线

于线段的曲率
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

     (6)

曲线，就是

+1 为例。设

分别为 和

可称为“入弯

距离分别为

法确定，也

情况和具体

个控制点。

 

t 

      (7)

      

(8)

方向角分别

离 Ai 的距离

      

(9)

     

(10)

线与线段的

率为 0，则

3
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Bezier 曲线的首尾处的曲率值都为 0。对于曲线的

起始点处，c(0)0，即 
3

(0) [ (0) (0) (0) (0)] (0)x y x yc P P P P P     
  

(11) 

根据公式(3)和(4)，可得 (0), (0), (0), (0)x y x yP P P P   

与控制点的关系 

2, 1,

2, 1,

(0) 5( )

(0) 5( )
x x x

y y y

P P P

P P P

  

  
                  

(12) 

3, 2, 1,

3, 2, 1,

(0) 20( 2 )

(0) 20( 2 )

x x x x

y y y y

P P P P

P P P P

   

   
           

(13) 

将式(12)和(13)带入到(11)中，整理得 

2, 1, 3, 2, 1,3

2, 1, 3, 2, 1,

4
(0) ( )( 2 )

5

           ( )( 2 )

x x y y y

y y x x x

c P P P P P
m

P P P P P

    

    (14)
 

式(14)中的 2 2
2, 1, 2, 1,( ) ( )x x y ym P P P P    。 

若 2, 1, 0x xP P  ，则式(14)可整理成 

2, 1, 2, 1,
3, 3, 2, 2,

2, 1, 2, 1,

3
2, 1,

1, 1,
2, 1, 2, 1,

2( )

5 (0)
( ) (15)

4( )

y y y y
y x y x

x x x x

y y
y x

x x x x

P P P P
P P P P

P P P P

P P c m
P P

P P P P

 
   

 


 

 

 

设控制点 P1和 P2 所在的直线 P1P2 表达式为： 

2, 1,

2, 1,

tany y

x x

y kx b

P P
k

P P


 


 


                 

(16) 

则式(15)继续整理成 
3

3, 3,
2, 1,

5 (0)

4( )y x
x x

c m
P kP b

P P
  


          

 (17) 

因此，当 c(0)0 时，根据式(17)得 

3, 3,y xP kP b 
                       

(18) 

则可以看出控制点 P3 在直线 P1P2 上。即当

c(0)0 时，控制点 P1,P2和 P3 三点共线。 

若 2, 1, =0x xP P ，式(14)可整理为 
3

3, 2,
2, 1,

5 (0)

4( )x x
y y

m c
P P

P P
 


              

(19) 

当 c(0)0 时， 3, 2,x xP P ，则控制点 P1,P2 和

P3 三点共线。 

对于曲线的终点处，c(0)0，同理可得控制点

P4,P5 和 P6 共线。 

结论 2：当 Bezier 曲线的起始点处曲率为 0 时，

曲线的前三个控制点共线；当 Bezier 曲线的终点

处曲率为 0 时，曲线的最后三个控制点共线。 

因此设控制点 P3 和 P4 与 Ai 的距离分别为 d5

和 d6，则 

3, , 5

3, , 5

cos

sin

x i x

y i y

P A d

P A d





 

 
                  (20) 

4, , 6

4, , 6

cos

sin
x i x

y i y

P A d

P A d





 

 
                  (21) 

参数 ,  {1, 2,..., 6}id d i  是一组需要确定

的参数。 

2.3 参数确定 

参数 ,  {1,2,...,6}id d i  可以通过优化算法

来确定，这里采用序列二次优化算法(SQP)。通常

情况下，当一条路径长度较短且平滑时，移动机器

人跟随这条路径的时间才会较短。因此，本文将曲

线的路径长度作为 SQP 算法的最小目标函数，路

径的平滑性用限制曲率的模值来体现。 

为了保证路径的绝对安全性，要求线段 P3P4

不能与障碍物相交，则曲线的特征多边形不会与障

碍物相交，根据 Bezier 曲线的性质，则曲线不会

与障碍物相交。由于系统总是存在误差，因此要求

线段 P3P4 与障碍物的最小距离 d(u)要大于一定的

阈值 dsafe。 

为了得到凸的曲线，根据 Bezier 曲线的性质，

只要曲线的特征多边形是凸的，则参数之间需要

满足一定的大小关系。综上，此约束优化问题可表

达为 
1 2 2

0
min ( ) ( )

i
x y

d d
P u P u


 

              
 (22) 

max( )c u c≤                         (23) 

( ) safed u d≥
                         

(24) 

5 3 1d d d≤ ≤                         (25) 

6 4 2d d d≤ ≤                         (26) 

约束(22)~(25)通常不是相互制约的关系，如当

曲率约束(22)满足了，约束(24)和(25)通常也就自然

满足了。 

4
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 (29)

关系为 

     

(30)

距的一半。

径信息，便可

的最大约束，

再考虑加速

速度。由于，
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安全性和动

制，且本文

束可表达为：

     (31)

最大转弯能

      (32)

动力特性和
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• 最大加速度约束：前面三个约束为独立约

束，加速度约束为连续约束，因为由于加速度约束

的存在使得前后速度之间存在着相互制约的关系。

加速度约束包括切向加速度约束 at 和径向加速度

约束 ar。切向加速度是线速度随时间的变化率，产

生于速度的变化。径向加速度是由于曲线曲率的存

在，机器人不停地在做圆周运动。根据文献[10]，

两者的关系为： 
2 2 2 2

Max Max 1t t r ra a a a                  (34) 

式(34)中的 atMax 和 arMax 分别为最大切向加速

度和最大径向加速度。 

3.3 速度规划过程 

有路径规划模块规划出路径 ( )P u


，将路径细

分成若干段，得到若干规划点 pk，计算每个规划点

pk处的最大可行速度。已知初始速度0 和终止速度

g，规划出整条路径每个规划点对应速度的过程分

为以下 3 步： 

第 1 步：首先计算出每个规划点 pk 满足独立

约束(31)~(33)的最大限制速度； 

第 2 步：从初始速度开始，向前迭代。因为有

加速度的约束，每个点的速度都受到相邻点速度的

制约。从前一个点用最大加速度计算下一个点的速

度，此速度值不能超过第一步得到的最大限制速

度。对于规划点 pk–1 和 pk有： 

1 Δk k ta t   ≤                      (35) 

式(35)中的∆t 为从 pk–1 运动到 pk所需的时间，

则可推导为： 
2 2

1 2k k ta s   ≤                     (36) 

式(36)中的∆s 为 pk–1和 pk之间的距离，at 可由

以下公式计算： 

2 2
Max Max

2
1 1

1t t r r

r k k

a a a a

a c  

 

                 

(37) 

这样，便已知 pk–1 点的速度k–1 得到了 pk点的

速度k，从初始点开始迭代这个过程直至到终点； 

第 3 步：类似于步骤二，从终止速度往回迭代，

这一步是为了考虑减加速度的约束。 

经过 3 步的规划，便可得到既满足独立约束

(31)~(33)，又满足了加速度约束的速度命令。 

4  仿真结果 

假设机器人的初始位姿A(0.75,0.5,pi/3)和目标

位姿B(4.5,0.5,0)，以及初始曲率和终止曲率都为0，

初始速度和终止速度为 0，以图 3 中的差速机器人

为例，规划出机器人初始位姿到目标位姿的轨迹。

该差速机器人的参数如表 1 所示(机器人参数来源

于一 863 项目中的家庭服务机器人)。 

表 1  机器人各项参数 
Tab. 1  The parameters of the robot 

序号 参数项 参数值 

1 主动轮半径 r 0.195 5 m 

2 主动轮距 2l 0.479 7 m 

3 最大曲率模值|cmax| 2 m–1 

4 最大线速度max 0.53 m/s 

5 最大角速度max 0.55 rad/s 

6 最大切向加速度 atmax 0.2 m/s2 

7 最大径向加速度 armax 0.4 m/s2 

8 最大轮速 max  2.2 rad/s2 
 

首先，由上述的路径规划算法产生从 A 到 B

的最优路径。如图 4，A 到 B 的线段序列是某一全

局规划器产生的线段序列式路径，红色曲线路径为

本文方法产生的曲率连续的光滑路径，路径长度为

8.338 m。整条路径一共由 8 部分组成：Bezier0- 

line1-Bezier1-line2-Bezier2-line3-Bezier3-line4。绿

色路径为现有常用的基于 5次Bezier的规划方法[1]

的规划结果，路径长度为 10.183 6 m。可以看出，

本文方法规划的路径在长度上更短。 

图 5 为两条路径相应的曲率值，可看出本文方

法规划的路径的曲率值较小，即路径轨迹较平滑。 

然后由上述的速度规划算法规划出满足移动

机器人的运动学和动力学的速度命令。图 6 为跟

踪相应曲线路径的速度命令，可看出，由于

“line-Bezier-line”路径较平滑，因此速度也较大，

所用时间只需 25.570 6 s，若采用现有方法，从点

A 到 B 则需 29.082 5 s。 

6
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