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基于泰勒有限差分的搅拌罐的离散控制仿真 

张雨浓，丁亚琼，李乐，张德阳，邱斌斌 
（中山大学数据科学与计算机学院，广东 广州 510006） 

摘要：通过利用张动力学来处理搅拌罐的系统方程得到一组控制器,同时结合泰勒有限差分方法，

对搅拌罐系统进行计算机离散控制仿真实验。此外，理论分析证明了张动力学应用到搅拌罐系统 

的收敛稳定性。最后，利用 MATLAB 仿真工具，以排空搅拌罐为例，进行了计算机离散化控制仿

真实验。为了比较，基于神经网络预测控制的计算机仿真实验被给出，对比仿真实验结果证明了利

用泰勒有限差分方法对搅拌罐系统进行离散化控制仿真的有效性和高精度。此外，相较于利用 ode45

对搅拌罐系统进行计算机控制仿真，该方法具有减少系统函数取值和易于软硬件实现的优点。 
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Discrete Control Simulation of Agitation Tank Based on Taylor Finite Difference 
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(School of Data and Computer Science, Sun Yat-sen University, Guangzhou 510006, China) 

Abstract: Zhang dynamics is used to solve the system equations of the agitation tank to get controllers. At 

the same time, Taylor finite difference method is used in the computer discrete control simulation for the 

agitator tank system. In addition, the convergence stability of Zhang dynamics applied to the agitation 

tank is proved through theoretical analysis. In order to achieve the draining purpose for the agitation tank, 

the computer discrete control simulation is conducted by means of MATLAB. For comparison, the 

computer simulation based on the neural network predictive controller is carried out. The comparative 

simulation results substantiate the effectiveness and high precision of the presented method. Moreover, 

compared with the ode45, Taylor finite difference method can decrease system functional evaluations and 

has easier software and hardware implementations. 
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引言1 

搅拌罐的排空已成为现代工业中一个重大问

题[1]，而现行的方法较多关注于如何排空搅拌罐内

的沉淀物，而且仅仅将其作为液体废料排出造成一

                                                        
收稿日期：2016-03-07       修回日期：2016-06-28; 
基金项目：国家自然科学基金委员会面上项目(61473 
323)，广州市科技计划(2014J4100057)，自主系统与

网络控制教育部重点实验室开放基金(2013A07)； 
作者简介：张雨浓(1973-)，男，河南信阳，博士，教

授，博导，研究方向为人工神经网络、机器人、科学

计算与优化等。 

定程度上的浪费和工业污染。通过对废料的回收利

用和有效处理来达到提高资源利用效率以减少或

避免污染物产生，是可持续发展战略的一种体现[2]。

故本文提出一种能够使搅拌罐输出液体浓度快速

收敛到期望搅拌罐输出液体浓度，配制出期望浓度

的液体，同时排空搅拌罐的方法是非常有必要的。 

通常搅拌罐液位高度和浓度的动态方程均为

非线性方程。文献[3]中，在液位高度控制方面，

研究者假设液体的流出速率和液体高度为线性关

1
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系，这种处理方法往往忽略了被控系统的非线性

特征。文献[4]应用神经网络对搅拌罐系统进行控

制，这种方法需要完整的学习样本[4]，这对于工

业实践来说是不便利的。本文中利用张动力学[5-11] 

(Zhang dynamics，ZD)处理搅拌罐非线性系统方程

得到一组控制器，同时利用泰勒有限差分方法对

搅拌罐系统进行计算机离散控制仿真。相较于利

用 ode45 对搅拌罐系统进行计算机控制仿真，泰

勒有限差分方法对搅拌罐系统进行计算机离散控

制仿真具有减少系统函数取值和易于软硬件实现

的优点。 

1  搅拌罐动态系统 

本节主要介绍搅拌罐的动态系统方程[12]以及

系统参数。搅拌罐的系统方程如式(1)和(2)： 

1 2( ) ( ) ( ) 0.2 ( )  h t w t w t h t              (1) 

      
 

 
  

    
 

1 1 b
b b1 b 2

2 b

2
b2 b

1

                                  

w t C t
C t C C t

h t C t

w t
C C t

h t




   







(2)

 

式中： 1 、 2 为有关于系统的动态过程的流出速

率常数； ( )h t 为搅拌罐液位高度； 1( )w t 和 2 ( )w t 为

搅拌罐的两种流入液体的流速；  bC t 为输出液体

的浓度。如图 1 所示，搅拌罐的参数包括搅拌罐的

两种流入液体的浓度 b1C 和 b2C ， 0 ( )w t 为搅拌罐流

出液体流速，期望搅拌罐输出液体浓度 bdC ， bdC 为

常量，搅拌罐液位高度降为零的期望轨迹 d ( )h t ，

b1 b2C C 。 

 

图 1 搅拌罐的结构图 
Fig. 1  Structure chart of agitation tank 

2  ZD 控制方法 

线性系统控制理论的发展和研究已相当成熟，

但是非线性系统控制领域中仍有许多难点亟需解

决，而 ZD 是一种能够面向多输入多输出非线性系

统跟踪控制的控制方法[5]。 

利用 ZD 控制方法处理搅拌罐的系统方程，得

到控制器组的步骤如下。 

1) 首先定义如下不定的误差监测函数为 

1 d( ) ( ) ( )z t h t h t                    (3) 

2 b bd( ) ( )z t C t C                    (4) 

然后采用如下张动力学设计公式： 

1 1 1( ) ( )z t z t                         (5) 

2 2 2( ) ( )z t z t                         (6) 

式中： 1 和 2 0  是用来调节张动力学求解的

收敛速率。 

将公式(3)和(4)分别代入(5)和(6)可得 

d 1 d( ) ( ) ( ( ) ( ))h t h t h t h t                 (7) 

b 2 b bd( ) ( ( ) )C t C t C                   (8) 

2) 将式(1)和(2)分别代入式(7)和(8)可得 

1 2 d 1 d( ) ( ) 0.2 ( ) ( ) ( ( ) ( ))w t w t h t h t h t h t      

   

 
 

b1 b 1 b2 b 2

1 b
2 b bd2

2 b

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
 ( ) ( )

1 ( )

C C t w t C C t w t

C t h t
C t C h t

C t






   

 


 

则

 

1

b1 b b2 b 2

d 1 d

1 b
2 b bd2

2 b

1 1 ( )

( ) ( ) ( )

0.2 ( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )
( ( ) ) ( )

1 ( )

w t

C C t C C t w t

h t h t h t h t

C t h t
C t C h t

C t







   
       

   
 
    

  

3) 根据克雷姆法则求解上述二元线性方程，

因条件 b1 b2C C ，则可获得控制器组方程如下所示。 

  

  

 
 

d b2 b

1
b2 b1

1 d b2 b

b2 b1

1 b
2 b bd2

2 b

b2 b1

0.2 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
           

( ) ( )
( ) ( )

1 ( )
           

h t h t C C t
w t

C C

h t h t C C t

C C

C t h t
C t C h t

C t

C C



 


 
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

 




 





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 
 

  
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1 b
2 b bd2

2 b
2
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b2 b1
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( ) ( )
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( )
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C t h t
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C t
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C C

h t h t C C t

C C

h t h t C C t

C C

 




 


 


 



 




+

      

 

按照控制器组方程设置搅拌罐的两种流入液

体流速 1( )w t 和 2 ( )w t ，使得搅拌罐输出液体浓度

 bC t 快速收敛到期望搅拌罐输出液体浓度 bdC ，

以及搅拌罐液位高度 ( )h t 快速收敛到搅拌罐液位

高度降为零的期望轨迹 d ( )h t ，达到使搅拌罐排空

的同时能够配置出期望浓度的液体的目的，以减少

工业浪费。 

为了进一步说明利用ZD方法处理搅拌罐系统

方程得到的控制器的有效性，给出如下定理。 

定理 1 对于一个有界并且连续可微的期望轨

迹 d ( )h t 和 bdC ，从正的且有界的一个初始状态

    b0 , 0Ch 开始，采用了控制器组的搅拌罐系统

的跟踪误差 1( )z t 和 2 ( )z t 会指数收敛于零。 

证明设  T 2
1 2,z z z  ，然后我们定义如下所

示的一个李雅普诺夫候选函数为 

 2 T 2 2

1 12

1 1 1
0

2 2 2
Z z z   z z z ≥  

式中：
2

. 表示为向量的二范数。当 z 0时 0Z  ， 

仅当 z=0(也即 1=0z 和 2 =0z )时 Z=0，因此 Z 是正定

的。Z 关于时间 t 的导数为 

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

d
0

d

Z
Z z z z z z z

t
         ≤  

当 z 0时 0Z  ，当且仅当 z=0时Z=0 ( 10 ,  

20  )。另外，
2
z 时， Z ，因此根据

李雅普诺夫定理 z 收敛于 0，由此可得出搅拌罐系

统的跟踪误差 1( )z t 和 2 ( )z t 会收敛于 0。 

下面进一步的证明跟踪误差指数收敛到零的

特性。对于上述公式分以下两种情况讨论： 1 ≥  

2 0  ； 1 20   ≤ 。 

第一种情况： 1 2 0  ≥ ，则可得 1 2    ，

其中 0  ，那么公式以上可以被重新写为 
2 2 2 2 2

1 2 21 2 1 2 1

2 2 T
2 2 21 2

( )

    ( ) 2

Z z z z z z

z z Z

   

  

       

    z z

 ≤

=  (9)
 

从式(9)可知，随着时间 t 趋向于无穷大，向量

z 会指数收敛于 0。 

第二种情况： 2 1 0  ≥ ，则可得 2 1    ，

那么相似的公式可以被重新写为 
2 2 2 T

1 1 2 2 1 1( ) 2Z z z z Z        z z ≤ = (10) 

从式(10)可知，随着时间 t 趋向于无穷大，向

量 z 会指数收敛于 0。 

综合以上两种情况可知，搅拌罐系统的跟踪误

差 1( )z t 和 2 ( )z t 会指数收敛于 0，换句话说，搅拌

罐的液位高度 ( )h t 会指数收敛于搅拌罐液位高度

的期望(或者说设置)轨迹 d ( )h t 和搅拌罐流出液体

的浓度  bC t 会指数收敛于搅拌罐流出液体的期望

浓度 bdC 。证明完毕。 

3  泰勒有限差分与系统离散化 

在本节中我们主要介绍泰勒有限差分方法在

搅拌罐系统中的应用，即将搅拌罐系统离散化[11]。 

3.1 泰勒有限差分公式 

泰勒公式在数学上是被当作函数展开的工具来

使用的[13-16]。泰勒公式能够利用一个足够光滑的函

数在某一点的各阶导数值来构建一个以各阶导数的

值为系数的多项式以近似这个函数在此点的邻域中

的值[14-16]。在工程和实际应用中通常使用有限项来

近似一个函数。因此，在本节中一个新的泰勒有限

差分公式被给出。在下面定理 2 中，符号 [ , ]nC a b 表

示函数 f 的 n 阶导数在区间[a, b]上是连续的[13]。 

定理 2 假设 3[ , ]x C a b 且 2kt  ， 1kt  ，tk 和

1 [ , ]kt a b  。则新的泰勒有限差分公式为 

         1 1 22 3 2

2
k k k k

k

x t x t x t x t
x t


    

   (11) 

其截断误差为
2( )O  。 

3.2 搅拌罐系统离散化 

基于搅拌罐系统方程(1)和系统方程(2)，对搅

3
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拌罐系统进行离散化，得到离散系统状态方程为 

1 2( ) ( ) ( ) 0.2 ( )k k k kh t w t w t h t          (12) 

 

 
 

1
b b1 b

1 b 2
b2 b2

2 b

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )1 ( )

k
k k
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h t

C t w t
C C t

h tC t





  

 




    (13)

 

利用泰勒有限差分方法对搅拌罐系统离散化

的步骤如下。 

1) 令 

    1 2 1 b( ) ( ) 0.2 ( ) , ,k k k k k kw t w t h t f t C t h t    

    
      

 

 
  

    

1 2
b1 b b2 b

1 b
2 b2

2 b
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1
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k
k k k

k

w t w t
C C t C C t

h t h t

C t
f t C t h t

C t





   




 

将上述公式带入公式(12)和(13)，可得 

    1 b( ) , ,k k k kh t f t C t h t             (14) 

      b 2 b, ,k k k kC t f t C t h t            (15) 

2) 将公式(11)结合(14)和(15)可得 

       

    

1 1 2

1 b

2 3 2

2
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k k k
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f t C t h t


    


 

       

    

b 1 b b 1 b 2

2 b

2 3 2

2

, ,

k k k k

k k k

C t C t C t C t

f t C t h t


    


 

将上述公式整理可得 

       
     

1 1 b

1 2

, ,  

3 2
             

2

k k k k

k k k

h t f t C t h t

h t h t h t



 

 

       (16)
 

       
     

1 2 b

b b 1 b 2

, ,

3 2
               

2

b k k k k

k k k

C t f t C t h t

C t C t C t



 

 

 
 (17)

 

式中： 0  代表采样间隔， 0,1, 2,   k   为更新

次数。结合 Euler 前向有限差分方法[17]得到的 3 个

初始值，代入公式 (16)和 (17)即可迭代的求出

 1kh t  和  b 1kC t  。 

4  计算机离散控制仿真 

以排空搅拌罐为例，假设搅拌罐系统的液位高

度逐渐下降直至趋于 0，而搅拌罐系统的浓度在液

位下降过程中保持不变，以达到在排空搅拌罐的同

时输出固定浓度的溶液，从而减少工业浪费的目

的。以此为工业背景，设置搅拌罐的期望液位轨迹

为  d ( ) 3exp 0.04k kh t t  ，期望浓度为 bd 10C  ，

调节张动力学求解的收敛速率为 1 1  和 2 1  ，

关于系统的动态过程的流出速率常数为 1 1  和

2 1  ，搅拌罐系统的两种流入液体的浓度为

b1 24.9C  和 b2 3.0C  ，采样区间为 [0,600]，采样

间隔 0.1   s。所有参数设定之后，基于MATLAB[18]

仿真平台进行了计算机离散控制仿真实验，并展示

了相应的仿真结果图。 

为了清晰直观地展示出应用泰勒有限差分方

法对搅拌罐系统进行计算机离散化，能够使搅拌罐

输出液体浓度  b kC t 快速收敛到期望搅拌罐输出

液体浓度 bdC ，以及能够使搅拌罐液位高度 ( )kh t 快

速收敛到期望搅拌罐运动轨迹 d ( )kh t ，以达到使搅

拌罐排空的同时能够配置出期望浓度的液体的目

的，我们给出了仿真实验结果如图 2~6 所示。值得

特别说明的是，在图 5~6 中，液位高度绝对值误差

为  1 kz t  d( ) ( )k kh t h t ，以及液体浓度绝对值误

差为 2 b bd( ) ( )k kz t C t C  。其中，从图 2 中可以

看出：两种液体流速 1( )kw t 和 2 ( )kw t 能够有效地控

制，同时能够相对快速进入较为平缓的下降状态，

其方便于工业实现；从图 3 中可以看出：搅拌罐液

位高度 ( )kh t 能够相对快速收敛(10 s 以内)到搅拌

罐液位高度降为零的期望轨迹 d ( )kh t ，其达到排空

搅拌罐的目的；从图 4 中可以看出：搅拌罐输出液

体浓度  b 1kC t  能够快速收敛到(10 s 以内)期望搅

拌罐输出液体浓度 bdC ，从而减少工业浪费；从图

5 和图 6 中可以看出：误差能够快速降为 0(其中浓

度绝对值误差的对数值基本上在 10–10 数量级及以

下，高度绝对值误差的对数值基本上在 10–5 数量级

及以下)。 
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图 2 搅拌罐的两种流入液体流速图 
Fig. 2  Flow velocities of two liquids in agitator tank 

 

图 3 搅拌罐液位随时间下降图 
Fig. 3  Liquid level of agitation tank decreasing with time 

 

图 4 搅拌罐输出液体浓度图 
Fig. 4  Output liquid concentration of agitation tank 

 

图 5 搅拌罐的浓度和高度绝对值误差图 
Fig. 5  Absolute value errors of concentration and height for 

agitation tank 

 

图 6 搅拌罐的浓度和高度绝对值误差对数图 
Fig. 6  Logarithmic plot of absolute value errors of 

concentration and height for agitation tank 

5  对比仿真 

为了进一步证明应用泰勒有限差分方法对搅

拌罐系统进行离散化控制仿真的有效性，基于神经

网络预测控制方法[12]对搅拌罐系统进行计算机仿

真的对比实验被给出。由于空间限制，这里仅展示

了两组液体浓度的仿真结果图。 

利用神经网络预测控制器模块[12]对搅拌罐系

统进行仿真(训练样本为 8 000 个)，液体浓度(取

bdC =20)的仿真结果如图 7。从图 7 可以看出，应

用神经网络预测控制器模块[12]对搅拌罐系统进行

仿真，需要大量的样本来获得神经网络模型，且计

算机仿真的结果精度不高。 
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利用泰勒有限差分方法对搅拌罐系统进行离

散化控制仿真，液体浓度(取 bdC =20)的仿真结果如

图 8。从图 8 可以看出，搅拌罐输出液体浓度  b kC t

能够快速收敛到期望搅拌罐输出液体浓度 bdC ，且

仿真结果精度较高。 

 

图 7 基于神经网络预测控制的计算机仿真 
Fig. 7  Computer simulation based on neural network 

predictive control 

 

图 8 基于泰勒有限差分的计算机离散化控制仿真 
Fig. 8  Computer discretization control simulation based on 

Taylor finite difference 

从对比仿真实验可以看出，应用泰勒有限差分

方法对搅拌罐系统进行离散化控制仿真是有效的

且高精度的。 

6  结论 

本文通过将ZD方法和泰勒有限差分方法进行

结合，尝试对搅拌罐系统进行计算机离散控制仿真

实验。仿真实验结果表明应用泰勒有限差分方法对

搅拌罐系统进行计算机离散化，能够使搅拌罐输出

液体浓度 b ( )kC t 快速收敛到期望搅拌罐输出液体

浓度 bdC ，以及能够使搅拌罐液位高度 ( )kh t 快速收

敛到搅拌罐液位高度降为零的期望轨迹 d ( )kh t ，达

到使搅拌罐排空的同时能够配制出期望浓度的液

体的目的，以减少工业浪费。此外，理论分析证明

了张动力学方法应用到搅拌罐系统的收敛稳定性，

对比仿真实验进一步地证明了该方法是有效的且

高精度的。相较于利用 ode45 对搅拌罐系统进行计

算机控制仿真，泰勒有限差分方法具有减少系统函

数取值和易于软硬件实现的优点。 
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