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定的，不能很好描述系统的容错性，在实际应用中

显然是不够的。尤其是新一代信息技术的飞速发展，

获取到的数据呈现出的量大、类型多、速度快等特

点，实时地影响我们工作、生活，甚至国家经济、

社会发展，基于此，在大数据的研究上，国内高校

对大数据做了相关的研究和综述[4-5]。然而，在大

数据所呈现的不确定性问题上，却少有关注。 

为了能处理不确定性的数据，将不确定性以区

间形式来建模[6-7]，建立了区间回归分析，即模型

采用区间参数来描述。基于区间回归分析的区间回

归模型建模[8-9]，已被成功应用到不同的领域，包

括预报和系统辨识等。在求解区间回归模型的区间

参数时，较早的算法有线性规划(LP)[10]和二次规划

(QP)[11]；近年来，区间回归模型在不同程度上得到

了一些研究，包括基于 SVR 的区间回归研究[9]、

回归分位数方法[12]以及神经网络[13]。然而，这些

方法存在一些主要的缺点：神经网络需要大量的训

练时间，较差的泛化性能以及过拟合等问题；尽管

SVR 的引入能解决该问题，但 SVR 在建立区间回

归模型时，通过使用带得到的是一个常值区间，

不具有灵活调整区间宽度的能力，而且如何选择

带也是一个难点；此外，在建立区间回归模型时，

采用 LP 和 QP 优化求解被估中心模型 c(x)和区间

宽度 d(x)，从而得到下边模型 FL(x)=c(x)d(x)，上

边模型 FU(x)=c(x)d(x)，因此由上边和下边模型构

成区间回归模型不能处理在不确定影响下的非对

称区间模型，同时对如何选择模型结构也没有得到

很好的解决。 

TS 模糊模型[14]是一种可以用来表征非线性系

统的数学模型，利用这种方法可以将复杂的非线性

系统转化为一些简单的线性子系统，该模型还有良

好的局部解释能力以及以任意精度逼近非线性系

统，所以在非线性系统建模中得到了广泛应用。因

此，本文将以 TS 模糊模型为模型结构，结合最小

化逼近误差的范数，分别构造求解 INFUMO 的 fU

和 fL 优化问题，应用线性规划对其求解，得到其

上、下边模型。提出的方法与已有方法[15-17]的不

同点是，本文采用的是最小化逼近误差的范数，

而文献[15-17]采用的是最小最大逼近误差，即

范数建立优化问题求解 INFUMO。 

1  TS 模糊模型的非线性描述 

一种基于数据的非机理模型，TS 模糊模型，

通常被用于建模复杂非线性系统 f(x)。在获取到一

组数据的情况下， 
{(x1,y1),(x2,y2)…(xN,yN)} (1) 

式中：N 为对应数据集的大小； n
ix R ，可表示

为 xi=(xi1, xi2,…xin,)
T，被定义为系统的输入变量，

又称为前件变量，其里面的元素描述各自的特征或

者属性， ij R 对应输入变量 xi 的期望输出。假设

获取到的数据是来自未知系统 y=f(x)，在基于获取

到上述数据的情况下，通过 TS 模糊模型对未知系

统进行建模。 

针对复杂非线性系统的建模和控制，TS 模糊

模型已经被证明是一种最具潜力和优势的一种建

模方式，其本质也是一种非线性系统模型，通过较

简单的线性子系统去表达复杂系统的动态特性。运

用 TS 模糊模型对非线性系统进行建模时，主要包

括两部分内容，即结构辨识和参数辨识；对于结构

辨识，主要是基于系统的输入输出数据，通过某些

聚类方法(如 FCM、GKCA、减聚类等)产生结构，

目前已得到了广泛研究。 

具有多输入单输出的 TS 模糊模型可以通过如

下形式的结构来描述[14]， 

1 ,1 2 ,2

,

10 1

: if

and and

then ( )

j p j p j

pn j n

j j

j j j T
p M pn j

R x is A and x is A

x is A

y f x

p p x p x p x

     

 

     

 (2) 

式中， 0 1( , , )j j j T
j MP p p p    表示后件参数；

1(1, , , )T
p pnx x x   是系统的输入变量； nx R ，

又称为前件变量； jy R 是输出变量或后件变量；

Rj 表示第 j 条规则，j=1,2,…,M 是规则库中所使用

的总规则数；Aj 对应第 j 条规则的前件模糊集合，

通过模 ( ) : [0,1]p
Aj x R  糊隶属函数来定义： 



2
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对任意的测试输入 X，可得 TS 模糊模型的最

终输出为 

 

1

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

M T
i ji

T

T
M

T
M

f x x p x

p

x x x x px

p



  


 

 
 

    
 
 



  (3)
 

式中：  1( ) ( ) ( )
T

Mx x x    ； 

1 2( )T
Mp p p p  ； 

1
( ) ( ) ( )

M
i i ii

x x x  


  ； 

1
( ) ( ), 1,2, ,

M

i iji
x x i M 


    

以(3)描述的模糊模型形式被定义为仿射TS模

型，可以以任意期望精度逼近任意的通过映射紧集
nC R 到 R1 的非线性函数，其逼近能力可以通过

Stone-Weierstrass 定理来证明，从而进一步表明任

意的连续函数可以通过模糊基函数的展开形式来

逼近，该模型结构将被用于建立区间模糊模型。 

2  基于范数最小化的区间模糊模型

建模 

2.1 范数建立区间模糊模型的优化问题 

基于获取到的测量数据(1)，设满足系统的非

线性模型， 

( ), 1, ,i iy g x i N    (4) 

根据 Stone-Weierstrass 定理，给定紧集 nC R 上的

任意实连续函数以及大于零的实数，存在如下模

糊系统 f 满足， 
sup | ( ) ( ) |i i

n
i

f x g x

x R

 


 (5) 

显然，当实数越小时，满足(5)所对应模糊系统 f

所需要的规则数也就越大。在逼近情况下，定义测

量值与模型输出之间的逼近误差为， 

( ) 1,2, ,i i iy f x i N      (6) 

要获取提出模糊模型的最优参数，在整个输入空间
nx R 上考虑最小化所有逼近误差i， 

 1min : , 2, , N    (7) 

因此，这是最小化所有逼近误差的优化问题。对于

(3)所描述的 TS 模糊模型，则优化问题(5)可以分成

两个问题来实现。第一个问题是如何提取 TS 模糊

模型较好的结构，属于结构辨识的研究问题，包括

隶属函数、前件变量选择等问题，目前在结构辨识

上已经得到了广泛研究，有 SVM，RVM，FCM，

GKCA 方法等。一旦模型结构被确定，则后件参数

通过提出的方法，即最小化的优化问题来求解， 

arg min | ( ) | , ( , )

arg min | ( ) |, ( , )
i

n
i i i

T n
i i x i

P y f x p x R

y x p p x R

   

   (8)
 

或写成如下的等价形式， 

1
arg min | ( ) |

,

M T
i i i j ii

n
i

p y x p x

p x R




 



  (9) 

接下来，对(5)所对应的优化问题，可以转化为对

其范数的最小化，根据范数的定义 

1 21
| | | | | |N        (10) 

其中：=(,,…，)。 

为了得到以 TS 形式描述的区间模糊模型，则

意味着所有的测量数据必包含于区间之内。假设区

间模糊模型由上边和下边 TS 模糊模型构成，分别

表示为 fU和 fL。对于 fU，则所有的测量数据在其下

方，则满足约束条件 

fU(xi)yi≥0 (11) 

因此，求解 fU的优化问题(9)如下： 

1 21
min | | | | | |

s.t ( ) 0

( )

1,2, ,

U U U U
N

U i i

U
U i i i

f x y

f x y

i N

   



   











≥

≤
 (12) 

根据(11)和(12)，则上述优化问题为， 

1 21
min

s.t ( ) 0

( )

1,2, ,

U U U U
N

U i i

U
U i i i

f x y

f x y

i N

   



   











≥

≤
 (13) 

对于 fL，则所有的测量数据在其上方，则满足 
fL(xi)yi≤0 (14) 

同理，则可得其对应的优化问题如下， 

3
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1 21
min

s.t ( ) 0

( )

1,2, ,

L L L L
N

L i i

L
i L i i

f x y

y f x

i N

   



   










≤

≤
 (15) 

2.2 区间模糊模型的优化问题求解 

通过 3.1 节的介绍，引入了求解区间模糊模型

的 fU和 fL的优化问题，对于 fU， 

1 21 1

,1

,1

min

s.t ( ) 0

( )

1,2, ,

U U U U
N

M T
j i j iU jj

M T U
j i j i iU jj

x p x y

x p x y

i N

    



 





    














≥

≤

 (16) 

PU,j表示 fU所对应的TS模糊模型的后件参数，

以矩阵和向量的形式，可将其表述为， 

 ( 1) 1min 0 1

s.t

U
N N

U

U

U

p

pZ y

y

 
 
  

     
           

≤

 (17) 

其中

1 1 1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

T T
M

T T
N N M N N

x x x x

x x x x

 

 

 
 

   
 
 


 



， 

Z=0N×N，表示 N 阶的单位矩阵， 

,1 ,

, ,,0 ,1

1 1

( )

( , , , , )

( ) , ( ) ,

T T
U U U M

j j j T
U J u nu u

T T
N N

P P P

P P P P

y y y 




  





 

，

，  

对于 fL的优化问题，同理得到矩阵向量的形式

如下： 

 ( 1) 1min 0 1

s.t

L
N M N

L

L

L

P

PZ y

y

  
 
  

     
            

≤

 (18) 

其中上述优化问题所对应的变量定义与 fU 的定义

类似，不在逐一描述。 

显然，优化问题(17)和(18)可以通过线性规划

对其求解，分别得到 fU 和 fL 的后件参数的同时，

逼近误差i 也被计算出来，得到由 fU 和 fL 描述的

区间模糊模型， 

,1
( ) ( )

M T
U i u ji

f x x p x


  (19) 

,1
( ) ( )

M T
L i L ji

f x x p x


  (20) 

3  仿真论证 

为了论证所提出方法的有效性和优越性，定义

测试性能指标为均方根误差(RMSE) 

 2
1

1
( ) ( )

N
kk

RMSE f x y k
N 

   (21) 

式中：f(xk)表示模型输出，分别对应区间模糊模型

的 fU(x)和 fL(x)，y(k)对应实际测量数据。 

首先考虑一个简单的带有不确定性的非线性

函数仿真。假设一个非线性函数类由一个名义函

数 fnorm(x)以及不确定性f(x)构成，其中 

( ) cos( )sin( ),normf x x x ( ) cos(8 )f x x  ， 

( ) ( ) ( )normg x f x f x   ，0 1≤ ≤ ， 

类函数的定义域为 1 1x ≤ ≤ 。 

为了获取到离散的测量数据，取 xk=0.021k，

k=47,…，47，如图 1 所示。基于不确定性数据，

下面将通过提出的方法对其进行区间模糊模型建

模。取输入空间维数为n=1，前件与后件变量为 xk；

当选择规则数为 R=8 时，图 2 给出了提出方法所

得到的区间模糊模型。从图 2 可知，得到的 fU(x)

和 fL(x)分别表示了区间模糊模型的上界和下界模

型，不仅包络了值引起的所有不确定性，而且 fU(x)

和 fL(x)与测量数据之间的逼近误差也比较小(如图

3 所示)，表 1 给出了在不同规则数下，两种方法的

RMSE 比较，显然，提出的方法在模型逼近能力上

有较好的优越性，其中 RMSE_U、RMSE_L 分别

表示区间模型的上界、下界模型逼近误差；表 2

给出了规则数为 5 时，通过线性规划求解得到的上

下界模型后件参数。 

接下来考虑如下的非线性动态系统： 
2

2

( 1)
( 1) 0.5 ( ) 0.5

1 ( 1)

0.5 ( 1) ( ) ( )

y k
y k y k

y k

y k u k u k


   

 

   (22)

 

其中输入信号 u(k)在区间[0,2]上随机产生，基

于上述系统获取 100 个数据，前件及后件变量选择

4
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