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分数阶微分方程组的一种高精度数值算法 

栾新 1，辛佳 1，宋大雷 2，赵维加 3 
（1.中国海洋大学信息科学与工程学院，青岛 266100；2.中国海洋大学工程学院，青岛 266100； 

3.青岛大学数学与统计学院，青岛 266071） 

摘要：根据谱延迟校正法的思想来设计求解分数阶微分方程组初值问题的高精度格式，减少离散非

局部的分数阶微积分算子时节点的使用量。基于分数阶微分方程和 Volterra 积分方程的等价性，从

Volterra 积分方程中推导出了残差函数和误差方程，并采用谱延迟校正的思想来构造一种求解带有

Caputo 导数算子的分数阶微分方程组初值问题的高精度数值算法。该算法可以使用相对较少的节点

来获得较高精度的数值解，从而有效地减小了由于 Caputo 导数算子的非局部性特征而带来的巨大

计算量。通过数值实验验证了提出的新方法的高精度和有效性。 

关键词：分数阶微分方程组；Caputo 导数算子；残差函数；误差方程；谱延迟校正法 

中图分类号：O241.8          文献标识码：A         文章编号：1004-731X (2018) 02-0421-06 

DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.201802007 

High Order Numerical Method for System of Fractional Differential Equations 

Luan Xin1, Xin Jia1, Song Dalei2, Zhao Weijia3 

(1.College of Information Science & Engineering, Ocean University of China, Qingdao 266100, China; 2.College of Engineering, Ocean  
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Abstract: A spectral deferred correction method for classical ordinary differential equations is extended 

and reconstructed to solve a system of fractional differential equations (FDES) by accelerating the 

convergence of lower order schemes. Based on the residual function and the error equation deduced from 

Volterra integral equations equivalent to the fractional differential equations, a new high order numerical 

method for a system of FDES is constructed according to the idea of spectral deferred correction. The 

proposed method allows that one can use a relatively few nodes to obtain the high accuracy numerical 

solutions of FDES without the penalty of a huge computational cost due to the non-locality of Caputo 

derivative. The numerical experiments verify the high accuracy and efficiency of the method. 

Keywords: system of fractional differential equations; Caputo derivative; residual function; error 

equation; spectral deferred correction method 
 

引言1 

分数阶微积分的历史几乎和整数阶微积分的
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作者简介：栾新(1969-)，女，山东龙口，博士，教授，

研究方向为图形图像处理；辛佳(1988-)，女，山东青

岛，博士生，研究方向为图形图像处理；宋大雷(1971-)，

男，黑龙江哈尔滨，博士，教授，研究方向为机器视

觉与图像处理技术。 

历史一样悠久[1]。近年来，分数阶微积分被广泛地

应用到自然科学和工程计算[2-4]的诸多领域中，如

控制理论、粘弹性材料、电磁学、反常扩散、水文

地理学等，充分展现出了分数阶微积分在建模复杂

动力系统中的优越性和不可替代性。 

与整数阶微分方程一样，分数阶微分方程的解

析解也很难求得[5]，所以不得不借助数值方法来求

解。因此，研究分数阶微分方程的数值算法成为一

1

Xin et al.: High Order Numerical Method for System of Fractional Differential

Published by Journal of System Simulation, 2018



第 30 卷第 2 期 系统仿真学报 Vol. 30 No. 2 

2018 年 2 月 Journal of System Simulation Feb., 2018 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 422 • 

个热点。至今，已提出了许多经典的数值方法[6-17]： 

Podlubny[6]提出用矩阵形式来表示分数阶微积分

的离散，使用这种三角带状矩阵的方法可明显简化

分数阶微分/积分方程的数值求解过程；Diethelm

等[7]提出一种 Adams 型的预估-校正方法，给出了

这种算法的误差分析，其中包括在不同光滑性假设

下的误差界以及误差的渐近展开式，并指出只要解

析解 y(t)是二次连续可微的，这种方法就至少是一

阶收敛的；林等[8]在 Lubich 方法的基础上，提出了

一种线性多步法来求解分数阶微分方程初值问题，

并证明了该多步法的相容性、收敛性和稳定性； 

Kumar等[9]利用求解Volterra方程的 block-by-block

方法设计了一类新的分数阶 block-by-block 方法，

数值算例也证明了此方法的有效性和稳定性。但遗

憾的是：他们没有证明这种方法的误差估计和收敛

阶。因此，随后黄等[10]在给出的一些假设条件下，

证明了分数阶 block-by-block 方法的误差估计和收

敛精度，并用数值实验进行了验证。实验表明，对

任意的分数阶指标 α>0，分数阶 block-by-block 方

法至少是 3 阶的。李[11]推导出了分数阶积分的

Chebyshev 小波矩阵，并利用它来求解了非线性分

数 阶 微 分 方 程 。 Scherer 等 [12] 对 含 有

Grunwald-Letnikov 分数阶导数的微分方程采用有

限差分法进行了计算，并给出了格式的绝对稳定性

分析和误差估计。 

众所周知，用数值方法求解分数阶微分方程的

关键就是如何离散非局部的分数阶微积分算子。由

于分数阶微积分算子的“记忆”特性，当节点数 n

很大时，会使得计算速度降低、存储量增大。为了

克服这一难题，很多专家学者为此做了大量工作。

Yuste 等[13]提出了一种非等步长的隐式有限差分法

来离散 Caputo 导数。在本文中，我们将利用谱延

迟校正法[14-15]的思想来设计求解分数阶微分方程

初值问题的高精度格式，减少离散非局部的分数阶

微积分算子时节点的使用量，并将该方法运用到如

下分数阶微分方程组的求解中， 

1

2
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2 2 1 2*
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式中：0 1, 1,2, , ,iq i n  ≤ *
iqD 是 qi 阶的 Caputo

分数阶导数算子，其定义为 

* 0

( )1
( ) ( ) .

(1 )
i i

tq q i
i

i

dy
D y t t d

q d

 


 
    

下面为了便于论述，我们以单个分数阶微分方

程为例来给出高精度数值格式的构造。 

1  残差函数和误差方程 

现考虑下列分数阶微分方程的初值问题 

* ( ) ( , ( ))qD y t f t y t                     (1) 

0(0)y y                             (2) 

式中： 0 , 0 1.t T q≤ ≤ ≤  

设 f(t,y)是连续函数，则由文献[16]中的引理 1，

初值问题(1)(2)与下面的第二类 Volterra 积分方程

等价： 

 
1

0 0

1
( ) ( ) , ( )

( )

qt
y t y t f y d

q
   


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     (3) 

显然，若 0<q<1，式(3)中的积分核是奇异的；

若 q=1，(3)式即为经典的 Picard 积分方程。 

现假设通过某低阶方法获得方程(3)的一个近

似解为 y0(t)，则可定义残差函数： 

 
1

0 0
0 0

1
( ) ( ) , ( ) ( )

( )

qt
t y t f y d y t

q
    


   

  (4) 

和误差函数： 
0( ) ( ) ( )t y t y t                        (5) 

式中：y(t)是初值问题(1)(2)的精确解。 

把(5)式代入(3)式，则(3)式可以改写为 
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在方程(6)中，一旦确定了残差函数，就可以

使用分数阶 Adams 法[7]等低阶方法进行求解。因

而，我们将针对如何采用高阶精度的插值法和求积

法来计算 ε(ti)进行详细地阐述。 

2  残差函数的谱近似 

设 0 1 ns s s   是区间 [–1,1]上的 n+1 个

Gauss-Legendre-Lobatto 点，其中 s0=–1，sn=1。 由

于初值问题(1-2)是定义在区间[0,T]上的，则可通过

下述线性变换，得到[0,T]上的 n+1 个 Gauss 节点： 

, 0,1, , .
2 2k k
T T

t s k n     

现使用下述分数阶显式 Euler 法来计算初值问

题(1)(2)的初始近似解 y0(t)，对 0,1, , 1,k n   

1 0 , 1
0

( , )
k

k j k j j
j

y y b f t y 


               (7) 

式中：yk+1 是解 y(t)在节点  1 0,1, , 1kt k n   处的 

近似值，系数 , 1j kb  由下式计算： 

    , 1 1 1 1
1

,
( 1)

0,1, , .
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q
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在 求 得 数 值 解 1 2, , , ny y y 后 ， 在 节 点

0 1, , , nt t t 上进行 Lagrange 插值，从而可获得初始

近似解 y0(t)为 

0

0

( ) ( )
n

k k
k

y t y L t


                       (8) 

且 
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0

, ( ) ( )
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k
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

                   (9) 

式中：Lk(t)是 n 次的 Lagrange 插值多项式； 

 0, ( ) .k k kf f t y t  

在实际计算中，由于需要用到 Lagrange 插值

多项式的 Riemann-Liouville 积分，所以，Lk(t)还需

进行如下转换： 

  ,
0

, 0,1, ,
n

j
k j k

j

L t c t k n


    

式中：系数 cj,k可以通过下述矩阵计算： 
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这里，In+1 是 n+1 阶的单位矩阵。 

由(8)式，Lk(t)的分数阶积分 

     

   

 
 

1

0

1

, 0
0

,
0

1

1

1

1

qt

k

n qt j
j k

j

n
j

j k
j

t L d
q

c t d
q

j
c t

j q


  

  











 


 


 
  



 



 

            (10)

 

把(9)式和(10)式代入(4)式，再由(10)式，残差

函数(4)可近似为 
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3  谱延迟校正法 

一旦由(11)式计算出残差函数后，误差方程(6)

就可以用分数阶 Adams 法[7]来求解，也就是说，

对 0,1, , 1,k n   
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这里， 1
p

k  是预估值，式中的系数 , 1j ka  定   
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式中:
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1 1 1
1, 1

1

1 1 1

1

2 2

,
1

q q

k j k j
j k

j j

q

k j j j

t t t t

t t q q

t t t t

q


 

  
 



  

        


  
  


 

 
 

 
 

   
 

1 1

1 1 1
, 1

1

1 1

1

2 2

.
1

q q

k j k j
j k

j j

q

k j j j

t t t t

t t q q

t t t t

q


 

  




 

    
    


  
 


 

设初始近似向量    0
1 2, ,

T
ny y yY  ，误差向

量  1 2, , ,
T

n  δ  ，则有 
   1 0 . Y Y δ   

得到新的解 Y[1]后，可使用上述方法计算新的

残差函数和误差，重复这个过程，直到求得初值问

题(1-2)的高精度解。谱延迟校正法的过程如下：  

Step1： 

设参数 0etol  ，使用分数阶显式 Euler 法（7）

来计算位于区间  0,T 上的节点 1 2, , , nt t t 处的初

始解    0
kky y t 。 

Step2 ：由 (11) 式计算残差函数的近似值

 1,2, ,k k n   。 

Step3：使用分数阶 Adams 法（12）来求解误

差方程，并计算出其近似值  1,2, ,k k n   。 

Step4 ： 计 算 新 的 近 似 解    1 0
k ky y   

1, 2, ,k k n  ( )。若 etol

δ ，则停止，且近似

值  1
ky 就是我们最终得到的初值问题(1)(2)的解；若

etol

δ ，令    0 1

k ky y ，回到 Step2。 

可以证明，只要没有超过所采用的插值多项式 
 

和求积公式的精度，算法中的每一次校正迭代都能

够提高数值解的精度。 

4  数值实例 

在这一节中，我们用数值实例来验证本文所提

出的高精度数值方法。在这些计算中，统一设定参

数 1 14etol e  。进行实验的计算机型号是 Intel(R) 

Core(TM)2 Duo CPU P7350 2.00 GHz，内存是 2 GB，

使用的软件版本是 Matlab 2010b。 

例.考虑下述分数阶微分方程组 

     

 
 
 

 

1 1

1

2 2 2

2 2

1 8 24 2
1 1

3
/2 4 3/2

2

28 4 /2
2*

2 2

3
/2 12 34 3/2 3

2 2 1

5

24

3
( ),

2

5 / 240320
( ) 3

9 5 / 2

9 3
1 ( ) ( ),

4 2

q q

q

q q q

q q

q
D y t t t y t

t t y t

q
D y t t t

q q

q t t y t t y t



 



 
   


     

 
     
    

          

 

 

初始条件为 1 2(0)= (0)=0y y 。此初值问题的真解为 

1

2 2

4
1

4 /28
2

( ) ,

9
y ( ) 3 .

4

q

q q

y t t

t t t t





 



  

 

在表 1、表 2 中，对于不同的节点数 n 和分数

阶指标 α，我们给出了使用本文所提高精度算法和

预估-校正法[7]求解时相应的迭代步数 Iter、CPU 的

运行时间 Time (单位：s)、以及所求得的数值解与

真解 y1(t)、y2(t)间的误差的最大范数 Error1、Error2。

通过比较可以看出，当使用本文提出的方法求解时，

只需很少的节点，就可以达到很高的精度，但由此

产生的计算量和计算时间却是很小的。 

表 1  采用不同节点数和分数阶指标时，本文所提高精度算法的各项运行指标 
Tab. 1  Performance of spectral deferred correction method with different node number and fractional index 

n 
q1=q2=0.5 q1=q2=0.8 

Iter. Time[s] Error1 Error2 Iter. Time[s] Error1 Error2 

7 18 1.126 711 1.608 308e-6 4.064 202e-6 15 0.585 209 1.525 502e-7 1.418 366e-6

8 18 1.136 405 1.186 658e-7 3.816 067e-7 14 0.621 153 7.911 841e-8 7.695 817e-7

9 17 1.204 004 5.174 885e-8 1.748 159e-7 13 0.667 354 2.788 936e-8 3.049 835e-7

10 23 1.384 072 2.105 094e-8 7.602 795e-8 12 0.720 014 1.047 977e-8 1.271 294e-7

11 18 1.442 811 9.052 285e-9 3.505 575e-8 13 0.819 669 4.245 840e-9 5.715 328e-8

12 17 1.500 928 6.986 400e-9 2.013 441e-8 13 0.876 569 4.680 621e-9 2.791 918e-8

4
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表 2  采用不同节点数和分数阶指标时，预估-校正法[7]的各项运行指标 
Tab. 2  Performance of fractional predictor-corrector approach with different node number and fractional index 

n 
q1=q2=0.5 q1=q2=0.8 

Time[s] Error1 Error2 Time[s] Error1 Error2 

10 0.033 429 6.431 505e-2 8.037 747e-2 0.031 711 4.359 034e-2 4.841 162e-2 

20 0.064 596 3.260 715e-2 4.506 307e-2 0.067 586 1.280 250e-2 1.583 297e-2 

40 0.190 613 1.087 238e-2 1.628 062e-2 0.192 109 3.531 471e-3 4.656 207e-3 

80 0.705 205 3.411 599e-3 5.423 319e-3 0.704 164 9.673 878e-4 1.329 881e-3 

160 2.747 921 1.083 383e-3 1.796 864e-3 2.702 947 2.663 694e-4 3.771 247e-4 

320 10.592 938 3.522 695e-4 6.020 112e-4 10.600 488 7.383 777e-5 1.068 935e-4 
 

从图 1 和图 2 也可以发现，误差快速收敛到机

器精度，同时在节点数 n 增加时，误差呈现出指数

式递减的趋势。 
 

 

图 1  n 与 α不同时的 y2(t)误差 
Fig. 1  Errors of y2(t) for different n and α 

 

图 2  n 与 α不同时的 y1(t)误差 
Fig. 2  Errors of y1(t) for different n and α 

5  结论 

本文给出了求解分数阶微分方程组初值问题

的谱延迟校正法，通过数值实验发现，使用该方法

求得的数值解精度高，且相应的计算量小。但是，

关于该算法的理论分析等问题还需进一步研究。 
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