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摘要：针对直线二级倒立摆平衡控制问题，提出了一种基于线性自适应量子粒子群整定的倒立摆模

糊滑模控制方法。根据直线二级倒立摆系统的耦合特性，对其进行了两次解耦，设计了模糊滑模平

衡控制器，其中模糊滑模控制器的参数利用线性自适应量子粒子群算法进行优化确定。直线二级倒

立摆平衡控制仿真结果表明，与传统的倒立摆滑模平衡控制方法相比，提出的方法可以有效地削弱

“抖振”，提高直线二级倒立摆平衡控制的精度和快速性。实物控制结果进一步验证了该控制方法的

合理性和有效性。 
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Abstract: To solve the problem of balancing control of linear double inverted pendulum, fuzzy sliding 
mode control method based on linear adaptive QPSO tuning is presented. According to the coupling 
property of the linear double inverted pendulum system, decoupling is applied twice and  fuzzy sliding 
mode balancing controller is designed. The parameters of fuzzy sliding mode controller are determined by 
the linear adaptive quantum particle swarm optimization algorithm (LAQPSO). Linear double inverted 
pendulum balancing control simulation results show that the proposed method can effectively reduce the 
chattering phenomenon existing in the traditional sliding mode controller and improve the accuracy and 
rapidity of balancing control of linear double inverted pendulum system. Physical experiment results show 
that the proposed method is reasonable and effective. 
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引言1 

倒立摆是一种典型的非线性、高阶次、不稳定、
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强耦合的复杂系统，其控制方法的研究一直是控制

领域的热点问题。同时该系统也为很多先进控制方

法的研究和应用提供了一个理想的实验验证平台。

根据控制目的的不同，倒立摆控制主要分为三类，

即起摆控制、平衡控制(也称稳定控制)和跟踪控

制，其中平衡控制和跟踪控制在实际中最常用[1]。

目前，已经提出了大量的倒立摆平衡控制方法，如

1
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智能控制[2]、自适应控制[3]、滑模控制[4]、反步控

制[5]等，其中滑模控制作为一种非线性控制方法，

因其具有设计简单、对系统参数变化和外界扰动不

敏感等优点而得到了广泛的应用[4,6]。由于滑模控

制器的不连续性导致滑模控制自身存在“抖振”现

象，为此研究者提出了多种消弱“抖振”的方法，如，

王钰等[7]在传统指数趋近律中的等速趋近项引入

s2 项，使控制器输出抖振趋于光滑；孙彪等[8]利用

幂次函数构造一种新的趋近律离散控制算法来削

弱抖振；王宗义等[9]利用带有自适应调节算法的模

糊控制来调节滑模控制的增益，并将之应用于移动

机器人的轨迹跟踪控制中，研究结果表明该算法不

仅具有较强鲁棒性，同时有效地削弱了抖振。将模

糊控制与滑模控制相结合构成模糊滑模控制器可

以有效地消弱抖振，但模糊滑模控制器参数较多，

最优参数的确定有一定困难[10]。因此，寻找适合

于倒立摆系统的简单有效的模糊滑模器参数的整

定方法，对提高该控制器性能具有重要实际意义。 

线性自适应量子粒子群算法(LAQPSO)将寻优

过程分为“粗寻优”和“细寻优”两个阶段，与传统的

QPSO 相比，该方法对多维参数具有更强的全局和

局部搜索能力[11]。基于此，本文设计了直线二级倒

立摆模糊滑模平衡控制器，然后将 LAQPSO 算法

应用于模糊滑模控制器参数的整定中，提出了基于

LAQPSO 算法整定的倒立摆模糊滑模平衡控制方

法，仿真结果表明了该方法的有效性。 

1  直线二级倒立摆平衡控制问题描述 

直线二级倒立摆系统如图 1 所示，由导轨、小

车及与小车相连接的两根摆杆构成。系统的输入是

作用在小车的力 F(也可看作是施加在小车电机上

的控制电压 u)，输出是小车的位置 x 和两个摆杆的

角度 θ1 和 θ2。这三个输出值均可通过安装在小车

伺服电机、摆杆 1 和摆杆 2 上的光电编码器测量得

到，然后通过差分运算得到小车速度、摆杆 1 角速

度和摆杆 2 角速度。 

图中，x 为小车位移，θ1和 θ2 分别为摆杆 1 和

摆杆 2 与垂直向上方向的夹角；F 为作用在小车上

的力，M 为小车质量，m1 和 m2 分别为摆杆 1 和摆

杆 2 的质量；l1 和 l2 分别为摆杆 1 和摆杆 2 的转动

轴心到杆质心长度。 

 

图 1  直线二级倒立摆系统示意图 
Fig.1  schematic diagram of the Double Inverted Pendulum 

System 

定义直线二级倒立摆的状态变量分别为小车

位置、小车速度、摆杆 1 位置、摆杆 1 速度、摆杆

2 位置和摆杆 2 速度，即： 

1 1 3 1 4 1 5 2 6 2, , , , ,x x x x x x x x           

忽略一些次要因素，比如空气阻力和各种摩

擦，利用拉格朗日方程可推导出直线二级倒立摆的

系统方程。拉格朗日方程是以能量的观点建立起系

统的运动方程。首先计算直线二级倒立摆系统的动

能和势能，其次在广义坐标下对方程求导，并在平

衡位置进行线性化处理。文献[12]给出了直线二级

倒立摆系统的状态空间模型，如式(1)(2)所示： 
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式(1)中，参数 k1,…,k6 的定义如下： 

1 2 3 2
1 2

1 2 3 1 1 2 3 1

3 ( 2( )) 9

(4 3( 4 )) 2(4 3( 4 ))

g m m m gm
k k

m m m l m m m l

  
 

   

1 2 3 1 2 3
3 4

1 2 3 2 1 2 3 2

9 ( 2( )) 3 ( 3( ))

2(4 3( 4 )) (4 3( 4 ))

g m m m g m m m
k k

m m m l m m m l

    
 

   

1 2 3 1 2 3
5 6

1 2 3 1 1 2 3 2

3(2 4 )) 3( )

2(4 3( 4 )) 2(4 3( 4 ))

m m m m l m
k k

m m m l m m m l

  
 

     
由状态空间模型可知直线二级倒立摆是一个

开环不稳定系统，其平衡控制的目的就是通过设计

合适的控制器得到控制输入 u(这个控制输入就是

施加在小车上的力 F)使得小车的位置 x 发生变化，

从而使两根摆杆始终保持竖直向上；下面将详细介

绍本文所设计的直线二级倒立摆模糊滑模平衡控

制器的基本原理。 

2  直线二级倒立摆模糊滑模平衡控

制器设计 

根据滑模控制器的设计思想，本文所提出的

直线二级倒立摆模糊滑模平衡控制方法由两部分

组成，即滑模面切换函数设计和滑动模态控制律

设计。首先设计滑模面切换函数，目的是使它所

确定的滑动模态渐近稳定且具有良好的动态品

质；接着设计滑动模态控制律，目的是使系统快

速到达滑模面。 

2.1 滑模面切换函数的设计 

由公式(1)和(2)可知，直线二级倒立摆系统是

一个强耦合的六阶系统。在设计滑模面切换函数之

前首先对系统进行解耦，把系统解耦成沿直线方向

运动的小车子系统、一级摆杆平衡子系统以及二级

摆杆平衡子系统共计三个子系统。 

针对上述三个相互耦合的子系统，分别设计出

如公式(3)所示的三个滑模面切换函数： 

1 1

2 1 2 1

3 2 3 2

s x x

s

s


  
  

 
  
  





                        (3) 

式(3)中，s1,s2,s3 分别为小车子系统、一级摆杆

子系统、二级摆杆子系统的滑模面切换函数；

1,2,3 分别为对应的三条切换线的斜率，为使其

都满足滑模面的可达性条件，须有1,2,3R+。 

得到三个相互独立的滑模面切换函数之后，利

用 s1,s2,s3 三个子系统滑模面切换函数可进一步设

计出如式(4)所示的整个系统的滑模面切换函数 s。 

1 1 2 2 3s s s s                         (4) 

式(4)中，1,2 为耦合系数，它们反映了三个

子系统的滑模面 s1,s2,s3之间的相互耦合作用。通过

调整耦合系数的值可以改变三个子系统的滑模面

在整个系统滑模面中的影响作用。 

由于在直线二级倒立摆系统中(如图(1)所示)，

在外力 F 的作用下，小车子系统 s1 的运动方向与

摆杆 1 子系统 s2 相反，而与摆杆 2 子系统 s3 相同。

因此，为满足可达性条件，须有1R+,2R–。 

滑模面切换函数斜率i(i=1,2,3)和耦合系数

i(i=1,2)取值影响最终的控制性能，合理的参数值

有助于提高整个系统的控制性能。为了得到最优的

控制效果，将i(i=1,2,3)与i(i=1,2)设计为由固定值

和调整变化值两部分组合而成，如公式(5)所示： 

, 1,2,3

, 1,2

b
i i i i

b
i i i i

B i

M i

  

  

    


   
               (5) 

式(5)中， ( 1,2,3)b
i i  和 ( 1,2)b

i i  为基值，

Bi(i=1,2,3)和 Mi(i=1,2)为调整斜率，∆i(i=1,2,3)和

∆i(i=1,2)为调整变量。本文通过设计模糊规则分别

求取 5 个调整变量，即每一个调整变量对应于一个

模糊控制器的输出，依次设计五个模糊控制器

Fuz1，…，Fuz5，每个模糊控制器的输入量分别为

小车位置 x、摆杆 1 位置 θ1、摆杆 2 位置 θ2，一级

摆杆子系统滑模面切换函数 s2 和二级摆杆子系统

滑模面切换函数 s3，输出量依次为对应的 5 个调整

变量∆i(i=1,2,3)和∆i(i=1,2)。各模糊控制器的输入

输出论域取值如下： 

(1) Fuz1：在直线二级倒立摆中，小车运动范

围为 1 米，考虑到正负方向，因此 Fuz1 的输入量，

即小车位置 x 的模糊输入论域取为[0 0.5]，输出∆1

的论域取为[0 0.5]。 

(2) Fuz2、Fuz3：Fuz2、Fuz3 的模糊输入量分

3
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别为一级摆杆角位置 θ1 和二级摆杆角位置 θ2，考

虑摆杆摆动角度范围，输入 θ1 和 θ2的论域均取为

[0 0.2]，输出∆2 和∆3 的论域均取为[0 0.5]。 

(3) Fuz4、Fuz5：Fuz4、Fuz5 的输入量分别为

一、二级摆杆子系统的滑模面切换函数 s2 和 s3，

对应的模糊输出量分别为∆1 和∆2。因此取输入

s2 和 s3 的论域都为[0 0.2]，输出论域为[0 1]。五个

模糊控制器的输入、输出论域的模糊集均取为

{ZO,PS,PM,PB}，模糊隶属度函数均采用三角形隶

属度函数，则建立出如表 1 所示的模糊规则。 

表 1  模糊控制器模糊规则 
Tab. 1  Fuzzy Rule of the Fuzzy Controller 

输入 ZO PS PM PB 

输出 ZO PS PM PB 
 

2.2 滑动模态控制律设计 

为了克服参数不确定性及外干扰的影响，削弱

滑模控制的抖振程度，可设计模糊规则调整控制量

u 的大小，确保可达性条件满足。因此，本文设计

了二级直线倒立摆模糊控制器 FSMC，其输入为

2.1 节设计出的系统滑模面切换函数 s(如公式(4)所

示)，输出为控制量 u，该控制量将加在直线二级倒

立摆系统(如图 1 所示)的小车上，使小车在导轨上

移动，从而使两个摆杆保持竖直向上，实现直线二

级倒立摆的平衡控制。 

FSMC 的输入 s 的论域取为[–1.2 1.2]，模糊输

出 u 的论域取为[–15 15]。由于控制量 u 作用在小

车本体上，因此可取输入、输出论域的模糊集为

{NB,NM,NS,ZO,PS,PM,PB}。隶属度函数选取 Z

型、S 型及三角形相结合的隶属度函数，则可建立

出如表 2 所示的模糊规则。 

表 2  FSMC 模糊控制器模糊规则 
Tab. 2  Fuzzy Rule of the FSMC Fuzzy Controller 

输入 s NB ZO PM NM PS PB NS

输出 u PB ZO NM PM NS NB PS

 

这样，就实现了直线二级倒立摆的模糊滑模控

制，然而模糊控制器 FSMC 中的基值 ( 1,2,3)b
i i 

和 ( 1,2)b
i i  ，调整斜率 Bi(i=1,2,3)和 Mi(i=1,2)的取

值对最终的平衡控制性能有重要的影响。不合适的

参数取值会导致系统控制性能下降甚至使系统不

稳定。基于此本文进一步采用一种改进的量子粒子

群算法，即线性自适应量子粒子群算法(LAQPSO)

对模糊控制器 FSMC 中的基值和调整斜率共计 10

个参数进行优化整定。 

3  基于线性自适应量子粒子群算法

的模糊滑模控制器参数整定 

在上文的模糊滑模控制器的设计中，可以看

到，需要整定的参数较多。文献[10]中，根据经验

确定出了相关参数并取得了较好的控制效果，但这

种方法工作量较大，且依赖于设计者的经验和技

巧。量子粒子群算法(QPSO)是从量子力学出发，

提出的一种基于量子行为的粒子群优化算法。该算

法认为粒子具有量子行为，由于在量子空间中粒子

满足集聚态的性质完全不同，使得算法可以在整个

可行区域内搜索，是一种全局收敛算法，因而它的

全局搜索能力远远优于标准粒子群算法，在参数整

定中得到了广泛应用。 

针对传统 QPSO 算法在迭代后期的种群多样

性下降、收敛速度慢等缺点，线性自适应量子粒子

群算法(LAQPSO)被提出[11]，该算法在迭代前期采

用较大的压缩-扩张因子 有利于全局搜索，收敛

速度快；在后期采用较小的 有利于局部搜索，能

得到更为精确的解。 值大小随着迭代的进行，自

适应改变。因此该算法具有更强的全局和局部搜索

能力，适合于多参数的优化问题。本文将 LAQPSO

算法应用于所设计的模糊控制器 FSMC 参数整定

中，并针对二级直线倒立摆系统的特点确定了粒

子的取值范围。参数优化整定中适应度函数的定

义如下： 

3.1 适应度函数定义 

适应度函数是粒子群算法中的一个重要概念，

粒子群算法在进化过程中，只依靠适应度的大小来

4
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评价个体的优劣，以此来选择最优的个体，因此该

函数的选取直接影响到最终的优化结果。直线二级

倒立摆系统的控制目标是实现小车和两个摆杆到

达指定位置，因此可取目标函数如式(6)所示。 

1 2
1

( )
n

i i i
i

J x  


                  (6) 

该目标函数用于控制参数优化，能够综合评价

控制系统的动态和稳态性能，如调节时间、超调量

以及稳态误差等，则适应度函数可取为目标函数的

倒数，即： 

1fitF J                             (7) 

每个粒子表示模糊控制器 FSMC 中的 10 个参

数：基值 ( 1,2,3)b
i i  和 ( 1,2)b

i i  ，调整斜率

Bi(i=1,2,3)和 Mi(i=1,2)。 

3.2 基于 LAQPSO 算法的模糊滑模控制器

参数整定过程 

本文提出的基于线性自适应量子粒子群优化

算法(LAQPSO)的模糊滑模控制器参数整定过程

如下： 

Step1：在一个 N=10 维的目标搜索空间中，

随机产生 M 个个体，组成初始种群 X。 

Step2：对于粒子群 X 中的每一个粒子 i(1≤i

≤M)，执行 Step3~Step5。 

Step3：根据公式(6)计算粒子 i 的当前位置 Xi(t)

的适应值，更新粒子的个体最好位置，即将 Xi(t)

适应值与前一次迭代最优的 Pi(t–1)的适应值比较，

如果优于，则 Pi(t)=Xi(t)；否则，保持不变。 

Step4：对于粒子 i，将 Pi(t)的适应值与全局最

好位置 G(t–1)的适应值比较，若优于，则置

G(t)=Pi(t)；否则，全局最好位置保持不变。 

Step5：计算粒子的新位置，粒子群进化方程

中参数 按如下取值： 

如果≥e，则：0–s·01+a·02； 

如果<e，则：(0–1)*(tmax–t)/tmax+1。 

Step6：若算法的终止条件不满足，置 t=t+1，

返回 Step2；否则算法结束。 

其中，0 和1分别为最大压缩—扩张因子和最小压

缩—扩张因子；t 表示当前的迭代次数；tmax 表示

最大迭代次数；s 为进化速度因子，可根据公式(8)

计算得到，该值表征了在迭代过程中，当前迭代的

全局最优值 Pgbest(T)总是要优于或至少等于上一次

迭代的全局最优值 Pgbest(T–1)的性质；01 为进化速

度因子 s 作用下的权重，一般取值在 0.4 到 0.6 之

间的数；a 为粒子聚集度，可根据公式(9)计算得到，

该值表征了全局最优值总是优于所有粒子最优的

均值 ( )gbest TP 的性质。02 为进化速度因子 a 作用下

的权重，一般取值为 0.05 到 0.2 之间的数。e为人

为设定的精度。 

( ) ( 1)

( ) ( 1)

min( , )

max( , )
gbest T gbest T

gbest T gbest T

P P
s

P P




               (8) 

( ) ( )

( ) ( )

min( , )

max( , )
gbest T gbest T

gbest T gbest T

P P
a

P P
                (9) 

4  仿真研究 

4.1 仿真模型及参数设置 

本部分以公式(1)、(2)所示的直线二级倒立摆

系统为对象，在 MATLAB/SIMULINK 环境下建立

了如图 2 所示的直线二级倒立摆模糊滑模变结构

控制仿真模型。 

分别采用传统QPSO算法与线性自适应QPSO

算法对所设计的 FSMC 控制器的十个参数

( 1,2,3)b
i i  、 ( 1,2)b

i i  、Bi(i=1,2,3)、Mi(i=1,2)

进行整定。QPSO 算法参数取值为：群体规模

PopSize=20，粒子维数 D=10，进化代数 Gen=100，

结合小车滑动范围、小车速度，以及一级摆杆和二

级摆杆的允许摆动幅度确定初始种群中粒子的取

值范围(十维空间)为： 

{[0,5],[0,1],[0,10],[0,5],[0,10],[0,5],[0,1],[0,1],

[–2,0], [–1,1]}。 

控制器参数整定过程中适应度值的优化过程

如图 3 所示。从图中可以看出线性自适应 QPSO 算

法的收敛速度优于传统 QPSO 算法。 

5
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图 2  直线二级倒立摆模糊滑模控制仿真模型 
Fig.2  Simunlation Model of the Fuzzy Sliding Mode Control of Double Inverted Pendulum 

 

图 3  适应值优化过程 
Fig.3  Optimization Process of the Cost Function 

经过 100 代进化，采用线性自适应 QPSO 算法

获得的 FSMC 中的 10 个参数值如下： 

基值： 

[0.190 9;15.519 7; 5.844 6]b
i   

[4.321 0;10.465 2; 8.811 3]iB   

调整变化值： 

[0.8136; 2.4659]

[0.1554; 2.4646]

b
i

iM

  

 
 

4.2 仿真结果 

本节以直线二级倒立摆平衡控制实验为例说

明本文所提出的控制方法的有效性。 

实验中分别采用线性二次型调节器(LQR)、基

于指数趋近律的滑模变结构控制(SMC)和本文所

提出的模糊滑模变结构控制器(FSMC)实现直线二

级倒立摆的平衡控制。LQR 控制参数 K=[17.32 

110.87 –197.57 18.46 2.70 –32.14]，SMC 采用阿克

曼公式设计滑模面，参数 k25, 0.6，倒立摆的初

始状态为[0,0,0,0,0,0]，期望状态为[0.05,0,0,0,0,0]。 

实验 1：无扰动平衡控制 

采用三种不同控制算法的直线二级倒立摆系

统中两个摆杆的角度响应曲线分别如图 4(a)、4(b)

所示，平衡控制过程中 SMC 控制算法和本文提出

的控制算法的控制量变化曲线分别如图 4(c)、4(d)

所示。图 4(a)、4(b)中双划线为 LQR 控制结果，虚

线为 SMC 控制结果，实线为本文所设计的控制算

法控制结果。从图 4(a)~(b)可以看出，无扰动情况

下上述三种控制方法都有效的实现了倒立摆的平

衡控制，但本文算法超调量更小，响应时间更快。

同时从图 4(c)~(d)可以看出，本文设计的控制器有

效地削弱了系统的抖振。 

6
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(a) 摆杆 1 的响应曲线 

 

(b) 摆杆 2 的响应曲线 

 

(c) SMC 控制律变化曲线 

 

(d) FSMC 控制律变化曲线 

图 4  无扰动时直线二级倒立摆平衡控制结果 
Fig.4  Balancing Control Results Of the Linear Double 

Inverted Pendulum (Without Disturbance)  

三种控制方法产生的系统响应的均方根误差

如表 3 所示，从表 3 可以看出与传统的平衡控制方

法相比，本文提出的平衡控制方法具有更高的控制

精度。 

表 3  三种控制方法的均方根误差 
Tab. 3  MSE Error of the Three Control Method 

小车/m 摆杆 1/rad 摆杆 2/rad

LQR 0.014 2 0.003 5 0.002 6 

SMC 0.014 2 0.003 1 0.002 2 

本文算法 0.015 0 0.002 4 0.002 0 
 

实验 2：有扰动时平衡控制 

为了进一步验证所设计的控制算法的抗扰能

力，在系统稳定后加入一个宽为 0.1 s，幅值为   

0.01 rad 的脉冲干扰，上述三种控制器作用下的摆

杆 1 和摆杆 2 的响应曲线如图 5 所示。从图 5 可以

看出本文所设计的控制器反应速度快、超调量小且

抗干扰能力较强。同时也说明本文所提出的参数整

定方法能够有效地确定出一组控制器参数值，避免

了繁琐的人工调整过程。 

 

(a) 摆杆 1 的响应曲线 

 

(b) 摆杆 2 的响应曲线 

图 5  有扰动时直线二级倒立摆平衡控制结果 
Fig.5  Balancing Control Results Of the Linear Double 

Inverted Pendulum(With Disturbance) 
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5  实验研究 

为进一步验证本文方法的合理性和有效性，本

文将所提出的基于 LAQPSO 整定的模糊滑模控制

控制方法应用到如图 6 所示的固高 GLIP2002 直线

二级倒立摆实物系统中，并在 33 s 时人为施加了

一个扰动(用手轻轻碰触摆杆 2)，平衡控制结果如

图 7 所示。从图 7 可以看出本文所设计的控制器控

制精度高、动态性能好、抗干扰能力强，可以有效

地应用在直线二级倒立摆实物控制系统中。 

 

图 6  固高 GLIP2002 直线二级倒立摆系统 
Fig.6  GLIP2002 Linear Double Inverted Pendulum  

 

(a) 小车响应曲线 

 

(b) 摆杆 1 响应曲线 

 

(c) 摆杆 2 响应曲线 

图 7  直线二级倒立摆实物控制结果 
Fig.7  Balancing Control Results Of the Physical Linear 

Double Inverted Pendulum 

6  结论 

本文针对直线二级倒立摆的平衡控制问题，设

计了模糊滑模控制器，并利用线性自适应量子粒子

群算法较强的局部和全局搜索能力对该控制器中

的十维参数进行了整定。无扰动和存在扰动两种情

况下的倒立摆平衡控制仿真结果表明采用线性自

适应量子粒子群算法能够有效地确定出一组模糊

滑模控制器参数，提高了参数整定效率。同时从仿

真结果也可看出本文所设计的模糊滑模控制器有

效地消弱了“抖振”，加快了系统到达滑平面的速

度，使系统在整个动态响应过程中都具有强鲁棒

性。实物控制实验结果进一步验证了所提控制方法

的合理性和有效性。 
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