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间接法设计思想，给出伪谱法求解的步骤。选用 GPOPS 求解器(General Pseudospectral Optimal 

Control Software) 设计小推力优化轨道，得到性能指标为时间最优、燃料最优及能量最优条件下的

小推力轨道，利用 GPOPS 求解器解得的协态变量初值，进行局部轨道优化的间接法求解。将直接

法和间接法得到的小推力局部优化轨道进行比较，证明了 GPOPS 求解器进行深空探测局部轨道优

化的可行性。 
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pseudo spectral method. The dynamic equations of the low-thrust orbit and the design ideas of the indirect 

method to solve the low-thrust trajectory were introduced. How to use the pseudospectral method to solve 

the trajectory optimization problem was given. The GPOPS solver (General Pseudospectral Optimal 

Control Software) was used to design the optimal low-thrust orbit, and the performance indexes of 

designing the low-thrust orbit are chosen as time-optimal, fuel-optimal and energy-optimal condition. The 

GPOPS solver was used to obtain the initial values of the costate variables which were used to solve the 

local orbit optimization with indirect method. The comparison between the optimal trajectories solved by 

the direct and indirect methods was obtained, which proves the feasibility of the GPOPS solver to solve 

the local orbit optimization problem in interplanetary flight. 
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引言1 

随着科技的不断进步，人类对于太空的探测活

动由地球引力中心发展到脱离地球引力场后，对于
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太阳系天体乃至于宇宙空间的探测。随着深空探测

活动的逐渐展开，人类对探索太阳系乃至宇宙的起

源与进化都有了更进一步的了解。通过进一步的探

测活动，科学家们可能发现更多的可开发和利用的

资源，这对于逐步扩展人类的生存空间的设想提供

了重要信息，为人类社会的长期可持续发展提供重

要保障。 

飞行器轨迹优化设计是完成深空探测任务的

关键技术之一，可根据采用的发动机不同分为脉冲

1
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推力(大推力)探测轨道和小推力探测轨道。传统的

化学燃料发动机产生脉冲推力，其特点是发动机推

力大、质量重、比冲小(通常为 102 级，比冲 Isp 定

义为(单位时间)消耗单位燃料所获得的推力(再除

以常量加速度 g0 则变为时间量纲)，因此它是推进

系统的效率度量参数[1])，因此飞行器具有的有效

载荷比重低，无法满足探测远距离天体的要求。连

续小推力技术采用电推进发动机，系统的特点是推

力小 10~10 mN 量级、质量轻、比重大(通常为 103

级)，大幅提高飞行器的有效载荷，代价是小推力

轨迹任务时间长，轨道非线性强，使得小推力轨迹

设计具有较大难度[2]。为适应飞行距离的进一步增

长，近些年又出现了太阳帆、磁帆等比冲无限大的

无燃料推进技术[3]也将逐步投入深空探测任务中去。 

深空探测轨道设计通常可分为全局轨道优化

过程和局部轨道优化过程，全局轨道优化可理解为

在众多可选择的目标小卫星范围内，基于轨道优化

设计的性能指标进行筛选，确定探测器探测小行星

的顺序和大致的时间节点安排[4]；局部轨道优化即

在选定探测小行星顺序和时间节点的基础上，进行

进一步的轨道优化，目前常用的方法小推力轨道优

化方法可分为：直接优化法、间接优化法和混合优

化方法。 

小推力轨迹优化是对一个连续、动态的过程的

优化问题，即小推力轨迹优化问题的本质是求解泛

函极值的问题。而求解泛函极值的经典方法是变分

法和极大值原理(即最优控制)，即间接法。故利用

间接法求解最优控制问题的核心思想是在极小值

原理的基础上，将最优控制问题转换为一个

Hamilton 边值问题(HBVP)，它们一般是状态变量

和协状态变量共同构成的函数。这样，Hamilton

方程组、状态终端约束、横截条件、控制约束以及

可能含有的路径约束等共同构成的一个两点边值

问题(TPBVT)，求解此问题就可以解出最优控制以

及相对应的最优轨迹。间接法求解 TPBVT 的难度

在于，求解方程时只知道 n 个状态变量的初值，而

不知道 n 个协态变量的初值。当 n 个协态变量初值

确定后，TPBVT 就可以转化为已知初值的微分方程

求解，此时利用欧拉法、龙格库塔法等数值积分方

法，通过对微分方程逐步积分就可以求解两点边界

值问题[5]。然而由于协态变量本身缺少实际意义，

又存在初值敏感的问题，即满足要求的小推力轨道

对应的协态变量初值选择区间很小，故协态变量的

初值选择难度较大，因而产生了通过将连续优化问

题离散为参数优化问题来求解最优轨迹的直接法。 

直接法是利用对控制量进行参数化的方法，利

用将控制变量和状态变量在插值结点处的值表示

每一时刻的值，进而将最优控制问题转化为参数优

化问题[6]，然后采用非线性规划算法对该参数优化

问题进行求解。其基本思想为将原有的动态随时间

连续的问题通过离散法，转化为一个优化变量有限

的静态离散优化问题。直接法得优点在于，这类方

法容易构造，对初值的敏感性差，不足在于通常优

化变量数目很大，求解结果的最优性和精度往往不

如间接法。 

混合法则是在直接法和间接法的基础上，提出

的一种兼二者优点的求解方法，其基本思路为将间

接法推导得到的协状态方程和最优控制率及状态

方程进行离散化，将问题转化为带约束的参数优化

问题，进而可用非线性规划的方法进行求解[7]。 

本文选用伪谱法进行小推力轨迹优化设计。伪

谱法是直接法中的配点法的一种。伪谱法的最大亮

点在于可以利用其结果来估计间接法中的协态变

量。GPOPS 工具箱(General Pseudospectral Optimal 

Control Software)是一款基于 MATLAB 软件[8]，应

用 hp-自适应伪谱法求解多阶段复杂最优控制问题

的工具箱[5]。目前 GPOPS 工具箱已经被广泛应用于

无人机轨迹优化[9]、航空飞行器航迹优化问题[10]、

深空探测轨迹优化中[11]。 

本文利用伪谱法求解器 GPOPS 求解器进行深

空探测局部轨道优化，得到性能指标为时间最优、

燃料最优及能量最优条件下的小推力轨道，并且由

GPOPS 求解器解得的协态变量初值，进行局部轨

道优化的间接法求解，最后，将直接法和间接法得

2
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到的局部优化轨道进行比较，证明了 GPOPS 求解

器进行深空探测局部轨道优化的可行性。 

1  深空探测优化问题的描述 

1.1 坐标系选择 

小推力轨道优化常用的动力学模型包括：笛卡

尔坐标系下的动力学模型、传统轨道根数描述下的

动力学模型、球形坐标系下的动力学模型[12]、改

进春分点描述下的动力学模型[13]。 

本文选择在笛卡尔坐标系下建立动力学模型，

小推力飞行器在笛卡尔坐标系运动学方程

( , )f tx x 如下： 

0

3
+

sp

p

T
m

g I

m T

mr

  
 

   








r v

v r α f

 

式中：r 为飞行器的位置矢量， r  r ；v 为飞行

器的速度矢量；m 为飞行器总质量(飞行器和推进

剂的质量和)；μ为中心天体引力系数；a为指向推

力方向的单位矢量；g0 为海平面重力加速度；Isp

为发动机比冲；fp 为除发动机推力加速度之外的摄

动加速度(忽略)；T 为推力幅值： maxT T u  ；u 为

实际推力和最大推力的比值 [0,1]u 。 

1.2 时间最优的小推力轨道求解 

由小推力飞行器的动力学模型： 

0

3

sp

T
m

g I

m T

mr

  
 

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





r v

v r α

                      (1) 

对于时间最优控制问题的性能指标如下： 

0

1d
ft

t
J t                              (2) 

定义协态变量： ( , , )r v mλ λ λ  

则哈密顿函数为 

max3

max

0

( )

1

T T
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T
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H T

r m

T u

I g
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由哈密顿函数，得到协态方程： 

3 5

max 2

3 T
T v

r v

T
v r

m v

H

r r
H

H u
T

m m



 
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r
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v

 

哈密顿函数对于发动机推力的偏导数为： 

0

1T m
v

sp

H

u m I g


   

 
λ α               (3) 

又由发动机推力方向 应使哈密顿函数 H 取

最小值，且有 1T α α ，则最优控制力 

* v

v

 
λ

α
λ

                           (4) 

此时方程(3)可写为 

0 0

1 vT m m
v

sp sp

H

u m I g m I g

 
      

  
λ

λ α  

发动机实际推力和最大推力的比值 u 应使哈

密顿函数取最小值，故 

0, 0

1, 0

[0,1], 0

u

u

u





 
  
  

 

其中开关函数 

0sp v
m

I g

m
   

λ
                    (5) 

若航天器的末端质量没有约束(若求解时间最

优轨迹则对于发动机燃料消耗没有要求)，根据横

截条件： ( ) 0m ft    

又由 max 2
0m v

H u
T

m m
 

   


 ≤λ ，故 ( ) 0m t ≥ ，

可知开关函数 0 0sp v
m

I g

m
    ≤

λ
，故 

1u                                  (6) 

推力一直处于最大值状态。 

在深空探测问题的求解过程中，时间最优情况

应用较少，大多为能量最优和燃料最优情况。 

3
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1.3 燃料最优的小推力轨道求解 

小推力飞行器运动学方程与方程(1)相同。 

燃料最优轨道的性能指标如下[14]： 

0

max

0

d
ft

t
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T
J u t

I g
                        (7) 

则有哈密顿函数 
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式中：α表示小推力的喷气方向，α应使哈密顿函

数 H 取最小值 

设
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设控制参数 ( , , )u    ，由控制方程 0
H
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
，
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，可得发动机最优推力方向 
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为使哈密顿函数 H 取最小值则上式应取负号 
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α  (8) 

此时 
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发动机实际推力和最大推力的比值 u 应使哈

密顿函数取最小值，由 

0
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则有发动机实际推力和最大推力的比值 u 为 

0, 0

1, 0

[0,1], 0

u

u

u

  
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                      (9) 

开关函数为： 

0

2 2 2
4 5 6
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 
             (10) 

1.4 能量最优的小推力轨道求解 

小推力飞行器运动学方程与方程(1)相同。 

对于能量最优情况的性能指标为： 

0

2max
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d
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t
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T
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                       (11) 
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易得小推力的喷气方向α与式(8)相同 

此时哈密顿函数为 
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发动机实际推力和最大推力的比值 u 应使哈
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则有发动机实际推力和最大推力的比值 u 为 

0, 0

1, 1

, 0 1

u

u

u

  
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开关函数为： 

0

2 2 2
4 5 6

7
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[ ]
2
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m

  


 
           (13) 

1.5 间接法求解小推力轨道 

由正则方程 ,
H H

x
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
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  及边界条件
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其中：

1 4

2 52 2 2
4 5 6

63

1
 
 

   

   
             

。对于时 

间最优轨迹、燃料最优轨迹和能量最优轨迹α的取

值分别见式(4)和式(8)所示。  

2  伪谱法求解轨迹优化问题 

根据伪谱法选择离散网格点的不同常见伪谱法

格式有Legendre-Guass(LG)，Legendre-Guass- Lobatto 

(LGL), Legendre-Guass-Radau(LGR), Chebyshev- 

Guass-Lobatto(CGL)等[14]。 

伪谱法可以有效估计间接法中的协态变量值，

利用伪谱离散首先可将问题转化为一个非线性规

划问题，可以证明这个非线性规划问题的一阶必要

条件与最优控制所诱导的最优必要条件经过伪谱

离散后是等价的[14-16]。 

本文选择 Legendre-Guass-Radau 积分点(LGR)，

利用伪谱法对轨迹优化动力学方程(1)进行离散，

可得伪谱离散的系统方程，具体计算方法如下： 

定义归一化时间： [ 1,1]   ，则有
0

2
ft t

t


   

0

2
ft t




，小推力飞行器运动学方程 ( , )x f x t 可写成： 

0d
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d 2
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f



x x u                  (15) 

用 Lagrange 插值多项式表示状态变量 ( )x ： 
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其中 ( )il  为 Lagrange 插值基函数： 
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其中：
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， 为 Lagrange 插 

值节点，这里采用 LGR 积分点。边界节点 1N  ，

其他积分点 1 21 , , ,     1 1N   为下式的根： 

2 1( ) ( ) 0N NL L     

式中 ( )NL  是 N 次 Legendre 多项式。 

由式(15)、(16)可知 
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这里 kiD 代表 ( 1)N N  维的D矩阵的第 ( , )k i

个元素。 

同样用 Lagrange 插值多项式表示控制变量 

( )u  ：
1

1

( ) ( ) ( )
N

k k
k

l  




 u u 。 

其中插值节点为 1 2 11 , , , 1N      ，无边界
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节点。这是由于在伪谱法离散的轨道动力学模型

(1)中，离散动态约束只在 LGR 积分点成立。 

下面对小推力轨迹优化问题的系统方程，约束

条件，性能指标进行伪谱法离散。 

伪谱法离散后的系统方程为： 
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其中： max( ) ( )uT u α ， ( 1,2, , 1)k k N   为 LGR

积分点。 

伪谱法离散后的初、末状态约束为： 

0( 1) r r ， 0( 1) v v ， 0( 1)m m   

(1) fr r ， (1) fv v ， (1) pm m≥  

伪谱法离散后的路径约束(控制变量约束)为： 
2 2

max( ) 0, 1,2, , 1k T k N   ≤u  

伪谱法离散后的性能指标为： 
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能量最优情况 
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这里 ( 1,2, , 1)k k N   是 LGR 积分节点对

应的权函数，有 

1 2

2
,

( 1)N
 


  

2 2
2

11
, 2,3, , 1

( 1) [ ( )]
k

k
N k
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
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
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
 。 

3  仿真实验结果  

本文应用 GPOPS(伪谱法)工具箱求解小推力

最优轨道，并将 GPOPS 给出的协态变量初值用于

间接法的求解，比较分析两种方法得到的结果。 

注意使用工具箱求解前需要调整各状态变量

和控制变量的数值，使他们在数量级上相近，便于

求解最优轨迹。常量值及转化关系如表 1 所示。 

本章将研究从地球出发与小行星交会的飞行

器轨迹，选取算例的设计参数如表 2 所示[11]。 

表 1  常量值及转化关系 
Tab. 1  Conversion relationships of constant values 

常量及转化单位 参数值 

天文单位/AU 1.49 597 870 691108 m 

时间单位/a 31 557 600 s 

太阳引力系数/μ 1.327 124 40 0181011 km3/s2

海平面重力加速度/g 9.80 665 m/s2 

表 2  算例设计参数 
Tab. 2  Design parameters of example 

描述量 数值 

飞行器初始位置/AU r0=[1.0,0.0]T 

飞行器初始速度/(AU/a) v0=[0.0,2π]T 

小行星终端位置/AU R(tf)=[–0.694 328, –0.790 895]T

小行星终端速度/(AU/a) V(tf)=[–4.602 576, –4.040 613]T 

初始总质量/kg 1 500 

发动机比冲/s 3 000 

推力幅值/N 0.135 

本文采用了 GPOPS 工具箱求解最优轨道,由

GPOPS 工具箱得出的离散的点，并用 Lagrange 插

值法得到了这些轨迹上的点对应的连续轨迹。由

GPOPS 工具箱得到的协态变量初值应用到间接法

的求解中，比较直接法和间接法得到的结果，证明

了 GPOPS 工具箱求解小推力轨道的可行性。 

3.1 时间最优交会轨道分析 

对于时间最优飞行器轨道的算例设计参数如

表 2 所示，选取飞行总时间为 233 d(多次实验得到

的结果)，允许误差为 10–5。由 GPOPS 工具箱求解

6

Journal of System Simulation, Vol. 29 [2017], Iss. 9, Art. 22

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol29/iss9/22
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.201709022



第 29 卷第 9 期 Vol. 29 No. 9 

2017 年 9 月 蒋瑞晔, 等: 伪谱法求解深空探测小推力轨道 Sep., 2017 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 2049 • 

得到的飞行器轨道如图 1(对于能量最优和燃料最

优情况得到的飞行器轨道基本相同，后面将不再给

出飞行器轨道示意图)、发动机推力比值(发动机实

际推力与发动机最大推力的比值)如图 2。可以看出

由 GPOPS 工具箱得到的时间最优轨迹对应的发动

机一直为推力最大值，这与 2.1 节的最优控制理论

分析结果一致。  

 

图 1  最优飞行轨迹 
Fig. 1  Optimal trajectory 

 

图 2  时间最优控制发动机推力比值 
Fig. 2  Engine thrust in time-optimal control 

将 GPOPS 工具箱求得的协态变量初值作为间

接法的协态变量初值，按照式(14)，迭代求解飞

行轨迹，由伪谱法得到的协态变量值和间接法求

解时间最优飞行器轨道的协态变量值的对比图

见图 3。得到的发动机质量随飞行时间变化示意

图见图 4。 

 

图 3  时间最优情况发动机质量变化 
Fig. 3  Changing of engine mass in time-optimal situation 

 

图 4  比较时间最优协态变量值 
Fig. 4  Comparsion in values of costate variables  

in energy-optimal situation 

可以看出由 GPOPS 工具箱和由间接法求得

协态变量3 有一定差异。3 的曲线放大如图 5

所示。 
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图 5  比较协态变量3 
Fig. 5  Comparsion in value of 3 

将误差允许调整为 10–6，比较两种方法得到的

协态变量3，见图 6。可以看到将工具箱的允许误

差值减小后，两种方法求得协态变量3 趋于一致。

证明了伪谱法工具箱求解时间最优的小推力飞行

轨道的可行性。 

 

图 6  比较协态变量3 
Fig. 6  Comparsion in value of 3 

3.2 能量最优飞行器轨道分析 

对于能量最优飞行器轨道的算例设计参数如

表 2 所示，选取飞行总时间为 240 d，选取的误差

允许值为 10–5。由 GPOPS 工具箱求解得到的发动

机推力比值(发动机实际推力与发动机最大推力的

比值)见图 7。由伪谱法得到的协态变量值和间接法

求解能量最优飞行器轨道的协态变量值的对比图

和发动机质量随飞行时间变化示意图见图 8~9。 

3.3 燃料最优交会轨道分析 

对于燃料最优飞行器轨道的算例设计参数如

表 2 所示，选取飞行总时间为 240 d，选取的误差

允许值为 10–5。由 GPOPS 工具箱求解得到的发动

机推力比值(发动机实际推力与发动机最大推力的

比值)如图 10 所示。 

 

图 7  能量最优控制发动机推力比值 
Fig. 7  Engine thrust in energy-optimal control 

 

图 8  比较能量最优协态变量值 
Fig. 8  Comparsion in values of costate variables  

in energy-optimal situation 
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图 9  能量最优情况发动机质量变化 
Fig. 9  Changing of engine mass in energy-optimal situation 

 

图 10  燃料最优控制发动机推力比值 
Fig. 10  Engine thrust in fuel-optimal control 

由伪谱法得到的协态变量值和间接法求解能

量最优飞行器轨道的协态变量值的对比见图 11。

发动机质量随飞行时间变化示意图见图 12。间解

法得到的发动机工作情况如图 13，可认为是发动

机真实工作情况。伪谱法工具箱得到的发动机工

作情况和基于最优控制理论的理论值(由式(9)，

(10)得到，当 0  时， 0.5u  )比较结果如图 14。 

3.4 小推力最优飞行轨道仿真分析 

由 3.1~3.3 节的发动机燃料消耗整理得到选择

不同的性能指标对应的发动机燃料消耗见表 3。 

 

图 11  比较燃料最优协态变量值 
Fig. 11  Comparsion in values of costate variables  

in fuel-optimal situation 

 

图 12  燃料最优情况发动机质量变化 
Fig. 12  Changing of engine mass in fuel-optimal situation 

 

图 13  间接法求得燃料最优情况发动机推力比值变化 
Fig. 13  Changing of engine thrust in fuel-optimal situation 

obtained by indirect method 
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图 14  伪谱法求得燃料最优情况发动机推力比值比较 
Fig. 14  Comparsion in changing of engine thrust in 

fuel-optimal situation obtained by pseudospectral method 

表 3  不同性能指标对应发动机燃料消耗 
Tab. 3  Fuel consume with different performance indexes 

性能指标 时间最优 能量最优 燃料最优 

燃料消耗 86.94 44.54 39.69 

 

由表 3 可知，时间最优控制消耗燃料最多，能

量最优指标消耗燃料略多于燃料最优控制的情况。 

根据前述分析可得到以下结论： 

当性能指标为时间最优时，其本质是以消耗燃

料为代价，减少飞行时间。 

能量最优控制与燃料最优控制都是基于节省

燃料设计飞行器飞行轨迹，但燃料最优控制发动机

工作状态变化剧烈(图 10)，当开关函数 0  时，

理论上控制变量 [0,1]u ，为不确定的值。燃料最

优控制轨道设计难度较大，其本质原因是燃料最优

控制对于协态变量初值更为敏感[11]。 

为解决燃料最优控制协态变量初值敏感收敛

域小的困难，学者们提出了能量最优的性能指标。

基于能量最优的飞行器飞行轨迹较为平滑，发动机

基本不存在零推力和满推力的情况(见图 7)。这样

不但降低了轨迹设计难度，也得到了燃料消耗相对

较少的最优飞行轨迹。 

值得注意的是，GPOPS 工具箱给出的协态变

量值与设定的求解精度、单位归一化的方式等都有

关，求解精度选择过低，得到的结果误差较大，单

位归一化选择的单位不同，对得到的协态变量值数

量级将会产生影响。对于时间较长的深空探测过

程，需要使用 GPOPS 工具箱的多端轨迹优化功能。 

4  结论  

本文利用基于 MATLAB 软件的伪谱法求解器

——GPOPS 求解器，求解深空探测小推力轨道的

局部轨道优化问题。选择性能指标为时间最优、燃

料最优及能量最优的条件，通过 SNOPT 求解器解

得的协态变量初值，进行局部轨道优化的间接法求

解，通过比较两种方法协态变量随时间变化的一致

性，证明了伪谱法求解小推力轨道的可行性。由发

动机推力的仿真分析结果，总结了三种性能指标对

应的发动机工作特点，通过比较燃料最优轨迹和能

量最优轨迹的发动机工作状态，比较了两个性能指

标的优劣情况。 
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