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基于广义正则化的 ECT 图像重建算法 

马敏，郭琪，闫超奇 
(中国民航大学电子信息与自动化学院，天津 300300) 

摘要：针对电容层析成像(Electrical Capacitance Tomography，ECT)系统图像重建过程中 Tiknonov

正则化引起的解的过度光滑和奇异值分解算法引起的数值不稳定，提出了一种更为广义的正则化算

法。利用正定矩阵对正则化目标函数的惩罚相修正，使其可以对包含非光滑性信息的图像进行更准

确重构，在目标函数求解过程中引入对角权值矩阵，对基于 l2范数的数据项改进，通过重建图像质

量、图像相对误差、图像相对系数等指标对 3 种算法进行评估。实验结果表明，广义正则化算法相

比 Tiknonov 正则化算法和奇异值分解算法，可以对物场中不同介质有效区分，避免图像的过度平

滑，分辨率较高，重建质量较好。 
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Abstract: Aiming at the numerical instability caused by the singular value decomposition algorithm and 
the over-smooth caused by the Tiknonov regularization in the image reconstruction of electrical 
capacitance tomography (ECT) system, a more generalized regularization algorithm was proposed. The 
penalty phase of the regularized objective function was modified by the positive definite matrix so that it 
could reconstruct the image with non smooth information, In the process of solving the objective function, 
the diagonal weight matrix was introduced, and the data items based on l2-norm were improved. By 
comparing the image quality, the relative error of the image and the relative coefficient of the image, the 
three algorithms were evaluated. Results show that the generalized regularization algorithm compared to 
Tiknonov regularization algorithm and singular value decomposition algorithm, can distinguish the 
substance field in different medium effectively and obtain high quality reconstruction images while 
avoiding over-smooth. 
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引言1 

电容层析成像技术是一种多用在工业管道上

                                                        
收稿日期：2016-11-15       修回日期：2017-01-26; 
基金项目：国家自然科学基金(61401466)，中国民航

大学科研启动基金(2013QD01S)； 
作者简介：马敏(1971-)，女，安徽六安，博士，教授，

研究方向为电学层析成像算法；郭琪(1990-)，男，

山西吕梁，硕士生，研究方向为电学层析成像算法；

闫超奇(1992-)，男，河南新乡，硕士生，研究方向

为电学成像。 

的多相流检测的技术，其研究对象是两相流或多相

流，具备以下优点：构造简单、成本低廉、非侵入

性和良好的安全性等。其原理是运用传感器阵列形

成旋转的空间敏感场，根据被测物场各相介质具有

不同介电常数的物理性质，从不同观测视角，扫描

包含多相介质的工业容器或管道内流体，获得被测

物场的各相介质的介电常数分布信息，在此基础上

利用图像重建算法，显示出被测物场的二维或三维

1
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介质分布图像[1]。 

图像重建作为 ECT 反问题的主要研究对象之

一，实质上是建立采样电容值到图像像素灰度的非

线性映射关系模型，用相应的图像重建算法实现这

一映射的逼近，从而由测量值直接反演出介质分布

图像。但是由于 ECT 系统的软场特性、强非线性

和不适定性，使得现今使用的各种图像重建算法并

没有达到工业生产的期望要求。近年来，国内外很

多学者投入到图像重建算法的研究中。SoleimaniM

和 LionheartWRB 等人用正则化的高斯-Newton 方

法利用实验数据实现电容层析成像的非线性图像

重建[2] YanH等人在电容层析成像的图像重建中同

时引入正则化和多元线性回归方法[3]。LiuS 等人提

出了对灵敏度矩阵进行预迭代的图像重建算法，该

算法在成像效果上与 Landweber 迭代算法相差不

大，其成像速率可以媲美 LBP 算法[4]。王化祥等

针对电容层析成像技术的“软场”效应和不适定问

题，在灵敏度矩阵的奇异值分解理论基础上，用共

轭梯度图像重建算法及其改进算法——正则化共

轭梯度法来重建图像，成像效果较好[5]。此外，近

年来人们也进行了 ECT 三维成像算法的研究，取

得了一定的成果。 

Tiknonov 正则化方法虽然能有效地解决 ECT

病态逆问题，但由于标准正则法解的过度光滑性，

若真解伴随着尖角或者其他的不光滑性，会导致在

图像重建过程中错失某些细节信息，得到并不理想

的重建图像[6-9]。奇异值分解法虽然能解决 ECT 系

统逆问题的系数矩阵病态问题，但由于灵敏度度矩

阵条件数太大及灵敏度矩阵中的奇异值逐渐趋向

于零会引起数值的不稳定[10]。本文针对 Tiknonov

正则化方法和奇异值分解法中存在的问题，提出了

一种更为广义的正则化方法，并将其应用于 ECT

系统的图像重建。 

1  ECT 系统描述 

1.1 ECT 成像原理 

ECT 系统中，以 16 电极为例，为计算方便，

采用并联模型对电容值进行归一化处理，具体 

实现： 
1

2 1

j j
aj

j j






C C
C

C C
1,2, ,120j               (1) 

式中： 1
jC 为空管电容值(即管道内充满水，其相对

介电常数为 1 )； 2
jC 为满管电容值(即管道内充满

油，其相对介电常数为 2 。当管道内第 k 个微元内

分布的介电常数为 2 ，其他微元内分布的介质介

电常数为 1 时，电容值 ( )j kC 经过归一化处理后可

表示为 ( )aj kC ： 
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归一化电容与灵敏度函数之间关系如下： 
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则可得到： 
1
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式中： ( , )j
D

x y dxdy   S 是常数。 

定义归一化电容 ajC 相应的归一化灵敏度函

数为 ( , )aj x yS ，则： 
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若微元足够小，微元内的灵敏度可认为不变，

则归一化灵敏度函数的微元表示形式如下：                               
( ) ( )

( )
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空管归一化电容 1 0ajC  ，因此 
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根据公式(2)和(5)得： 
1

2 1
( ) j j

aj
j j

k


 


C C
C

C C

 
1

2 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

j j
D D

j j
D D

x y x y dxdy x y dxdy

x y dxdy x y dxdy

 

 

  


  

 

 

S S

S S
 

1

2 1

( ( , ) ) ( , )

( ) ( , )

j
D

j
D

x y x y dxdy

x y dxdy

 

 

 


 





S

S

 1

2 1

( , )( , ) j

D

x yx y
dxdy

 
  


 


S

 

1

2 1

( , )
( , )aj

D

x y
x y dxdy

 
 




 S              (8) 

考虑 ECT 系统管道内的介质分布，设截面图

像中任一像素点的灰度为： 

1

2 1

( , )
( , )

x y
u x y

 
 





( , ) [0,1]u x y          (9) 

则图像灰度的定义将介质分布和图像直接联

系起来。则得到 

1 2
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( , )
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x y V
u x y

V

 
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 

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        (10) 

其中，V 表示多相流的总体积， 2V 表示连续相的体

积。则该函数的物理含义是在 ( , )x y 处连续相的相

含率，且由公式(8)和(9)可知： 

( ) ( , ) ( , )aj aj
D

k u x y x y dxdy C S  

1,2, ,120j                          (11)                                             

假设微元内介质分布均匀，则： 

1 1

( , ) ( , ) ( ) ( )
E E

aj i i aj i i i aj i
i i

u u i i     
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      C S S  
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( )u i 是第 i 个微元的灰度值，且 [0,1]iu  。用

向量 1 2[ , , , ]T
Eu u u U 表示整个管道内 E 个微元

像素的灰度值，用向量 1 2[ , ,.., ]T
np p pP 表示第 n

个电容值，其中 j ajp C ， 1,2, ,j n  (在 16 电极

ECT 系统中 120n  )，公式(12)可化为： 
 P W U                            (13) 

式中：W 为 n E 维矩阵，它是公式(5)中的灵敏度

函数 ( )aj iS ( 1,2, , ; 1,2, ,i E j n   )经过离散化

后的值，物理含义是所有微元内每个电容值的敏感

程度，矩阵中第 m 行 n 列的元素为灵敏度函数

( )aj iS 中 i n 和 j m 时的值。 

ECT 系统中，经离散化，归一化后，其原理

表达式可有公式(13)改写成如下形式：  

C SG                              (14) 

式中： S 为 n m 的灵敏度系数矩阵（归一化后的

雅克比矩阵）；C 为 1n 阶的测量电容数据矢量

矩阵（本文采用仿真数据）；G 为 1m 阶的灰度

矢量矩阵；n 表示独立测量的电极对数；m 表示场

域的剖分单元数。 

公式(14)是 ECT 图像重建算法的理论基础，表

示出电容值，灵敏度函数及图像像素之间的关系。 

1.2 ECT 逆问题分析 

ECT 系统逆问题的求解指的就是图像重建过

程，即通过传感器测量的独立电容数据反演检测区

内介质的介电常数分布。 

然而由于 ECT 系统的特殊性，使得逆问题变

得复杂，以 16 电极 ECT 系统为例分析图像重建中

存在的问题。 

(1) 不适定性。对 16 个电极循环施以电压激

励，求解正问题。测得电容值数目远少于成像单元，

使得灵敏度矩阵和电容值存在非线性关系方程不

具有唯一的解。 

(2) 非线性。ECT 敏感场是一个具有“软场”特

3
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性的场域，使得灵敏度系数分布是不均匀的。在边

缘处越靠近激励电极，场的敏感性越强，即灵敏度

系数越大，但是由于中心区域位置及分布在左半平

面的电极离激励电极较远，使得场强变低，场的敏

感性也随之降低，及灵敏度系数越小。一般情况下，

假设灵敏度系数矩阵是一个常数阵，取为空场区域

的灵敏度矩阵。 

(3) 病态性。在线性理论中，矩阵的条件数

反应方程组的病态性，条件数越大，则方程组病

态越严重；在 ECT 系统中，灵敏度矩阵 S 的条

件数很大，且灵敏度矩阵 S 经过奇异值分解后，

奇异值不断逼近于零，ECT 图像重建问题是一个

病态问题。 

2  数值分析 

正则化方法是处理不适定问题的主要工具，它

的核心思想就是将一个不适定问题转化为一个近

似适定问题。该方法是以最小二乘准则及平滑准则

作为理论依据来进行计算的，其目标泛函为： 
2 2min ( ) min || || || ||J   G SG C LG     (15) 

式中： 为正则化参数； L 是正则化算子。 

选取合适的正则化参数 >0，最小化方程

(15)，即可求得 Tikhonov 正则化法的解为： 
T T 1 T( )  G S S L L S C               (16)  

若 L 选取单位矩阵，则得到标准的 Tikhonov

正则化法的解： 
T 1 T( )  G S S I S C                 (17)  

标准 Tikhonov 正则化由于惩罚相 G 的引

入，导致标准 Tikhonov 泛函的过度光滑，若真解

本身不连续或者有些其他的不光滑性信息等，

Tikhonov 正则化趋向于产生一个过于光滑的近似

解，从而导致有关不光滑信息的丢失，反映在图像

重建中表现为图像中细节信息的丢失，空间分辨率

不高。为此选择一个正定矩阵 n nP C ，并利用范

数
2 T
P

G G PG 来代替惩罚相 G 。且正定矩阵

n nP C 可以用一个微分算子 L 来近似，即

TP L L [11]。 

首先，用惩罚相 0
P

G G 来定义偏离准确值

0G 的误差量，使其可以包含一些非光滑的信息。

其次，引入一些对角权值矩阵 Q 重新定义数据项

SG C 。广义正则化的目标函数可表示为： 
22

0arg min   
Q P

G SG C G G        (18) 

当 P I ， 2 Q I ， 0 0G 时为标准 Tikhonov

正则化。 

令 1/2
0( ) G P G G ， 1/2 1/2S Q SP ，

1/2
0( ) C Q C SG ，则上述目标函数转化为： 

 2 21/2
0 arg min      

~
G

G G P SG C G  (19) 

求得上述目标函数的解为[12-14]： 
1/2 T 1 T

0 ( )       G G P S S I S C  
T 1 T

0 0( ) )P  G S QS S Q(C SG        (20) 

或可表示为： 
T 1 T

0 0( ) ( ) G S QS + P S QC + PG G  
T 1 1 1

0 ( ) ( ）   G PS SP S Q C S       (21) 

相比标准 Tikhonov 正则化，广义正则化可以

解释为 S 在 P 和 Q 范数条件下的奇异值分解。当

L 是一个一阶差分算子，且 TL L包含非平凡零空间

时，定义一个不可逆矩阵 P 是有意义的，此时可

用广义奇异值分解解释。 

定理 若矩阵 m nR A ，矩阵 p nR B ，则存

在正交矩阵 m nR U ， p pR V 和可逆矩阵

n nR X ，使得 

T

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

i

j c

 
    
  

I

U AX C           (22) 

T

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

j s

k i j 

 
 

   
 
  

V BX S

I

        (23)  

式中： rankk
  

   
  

A

B
， c 和 s 具有相同的列分

划， T T 0

0 0
k

c c s s
 

      
 

I
， 1 2diag( , , , )j jc c c C ，

11 0jc c≥ ≥  ， 1 2diag( , , , )j js s s S ，

10 1js s≤ ≤  ， 2 2
j j j C S I 且， 

4

Journal of System Simulation, Vol. 29 [2017], Iss. 8, Art. 28

https://dc-china-simulation.researchcommons.org/journal/vol29/iss8/28
DOI: 10.16182/j.issn1004731x.joss.201708028



第 29 卷第 8 期 Vol. 29 No. 8 

2017 年 8 月 马敏, 等: 基于广义正则化的 ECT 图像重建算法 Aug., 2017 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 1855 • 

rank rank( )i
  

   
  

A
B

B
               (24) 

rank( ) rank( ) ranki
  

     
  

A
A B

B
       (25) 

直接利用矩阵的奇异值分解和 CS分解证明上

述定理： 

引理 设矩阵 11
m kR Q 和 21

p kR Q ，而矩阵 

1Q = 11

21

 
 
 

Q

Q
具有标准正交列。即 T T

1 1 11 11 Q Q Q Q  

T
21 21 Q Q I ，则 11Q 和 21Q 的奇异值分解具有如下形

式： 

T
11

0 0

0 0

0 0 0

i

j c

m k

 
 

  
 
 

I

U Q W C D         (26) 

T
21

0 0 0

0 0

0 0

j s

p k

 
   
  

V Q W S D

I

         (27) 

式中：U，V，W 为相应阶数的正交矩阵，右边的

两 个 对 角 阵 具 有 相 同 的 列 分 划 ，

1 2diag( , , , )j jc c c C ， 11 0jc c≥ ≥  ，

1 2diag( , , , )j js s s S ， 10 1js s≤ ≤  ，

T T
c c s k D D D I 。 

设矩阵
 
 
 

A

B
的秩为 k，它的奇异值分解为 

 
 
 
 

A

B
= T T

1 1

0

0 0

 
  

 
Q P Q P            (28) 

式中：  1Q Q 2Q ；  1P P 2P 为相应阶数的正

交矩阵；而 1Q ， 1P 分别为正交矩阵 Q，P 的前 k

列；  为 k 阶正的对角阵。 1 1
TQ P 称为矩阵 

的细 SVD。将矩阵 1Q 做与矩阵
 
 
 

A

B
相同的行分划，

1Q = 11

21

 
 
 

Q

Q
，则有 

 
 
 

A

B
=

T
11 1

T
21 1

 
 

  

Q P

Q P
                     (29) 

将 11Q ， 21Q 的 CS 分解式(26)和(27)代入(29) 

 
 
 

A

B
=

T T
1

T T
1

c

s

 
 

  

UD W P

VD W P
                 (30) 

矩阵 T T
1W P 的阶数为 k n ，并且是行满秩。

构造矩阵 

Y=
T T

1

T
2

 
 
  

W P

P
                       (31) 

令 1Y =X ， c =  cD 0 m nR  及

s =  sD 0 p nR  ，可得： 

A= T T
1c UD W P = U  cD 0

T T
1

T
2

 
 
  

W P

P
= 

U c Y=U c 1X  。 

下面利用统计学方法来解释广义正则化算法，

已知贝叶斯估计的条件概率密度[14]：  

事件 b 情况下事件 x 发生的概率等于已知事

件 x 情况下事件 b 发生的概率与 ( ) / ( )p x p b 的乘

积，即： 
( | ) ( )

( | )
( )

p b x p x
p x b

p b
                  (32) 

由(32)可知，要求解最接近 x 的数值，则需求

后验概率密度 ( | )p x b 的最大值。 

假 设 事 件 x 服 从 期 望 为 0x ， 协 方 差

1cov( )x  P 的高斯分布，事件 e 的期望值为 0，

协方差 1cov( )x  Q ，则： 
22

0
1 1

( | ) exp( )exp( )
( ) 2 Q P

p x b x b x x
p b

   A (33) 

由 于 事 件 x 和 事 件 e 相 互 独 立 ， 则

( | ) ( )b ep b x p b x  A 。而求后验概率密度 ( | )p x b

的最大值等价于最小化公式(34)。 
2

0x x x   2

Q P
A b                   (34) 

3  实验仿真 

3.1 实验设置 

将广义正则化算法用于 ECT 图像重建。仿真

实验中，采用 16 电极的仿真模型，利用 COMSOL

软件和 MATLAB 软件，管道内径为 200 mm，管

壁厚度 6 mm，对层流、泡状流，双 U 型及十字流

几种种典型流型分别仿真。管道内流型的剖分单元

5
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数均设置为 3 228，继而将各个流型结果分别保存

为.m 格式。利用 MATLAB 软件对模型程序进行优

化，然后利用 Tikhonov 正则化法、奇异值分解法

以及广义正则化算法分别对其成像，并利用图像误

差和图像相关系数评价成像质量。 

为了评价图像的成像质量，将待重建图像与重

建图像的相关系数和图像相对误差作为评价指标。 

定义图像的相对误差为： 

图像误差=
ˆ G G

G
 

图像相对误差越小，表示重建图像越接近真实

图像。 

相关系数= 1

2 2

1 1

ˆ ˆ( )( )

ˆ ˆ( ) ( )

N

i i
i

N N

i i
i i



 

 

 



 

G G G G

G G G G

 

式中：G 为重建结果；Ĝ 为设定的介电常数；G 和

Ĝ 分别为G 和 Ĝ 的平均值。 

在仿真实验中，已知待重建对象的形状、大小

等相关信息，通过判断重建图像和待重建对象之间

的相关度，评价图像质量。根据相关系数的定义可

知，相关系数越大，图像之间的相关性越强，表明

成像精度越高，图像质量越好。 

3.2 实验结果 

由表 1 可以看出，对于环状流模型，虽然广义

正则化算法比奇异值分解法和 Tikhonov 正则化算

法成像质量更好，但是整体效果并不满意。对于层

流和泡状模型，广义正则化算法相比前两种算法，

可以对模型更准确成像，且成像质量更高，成像精

度也有很大提高。为进一步验证算法成像效果，对

几种复杂流型进行图像重建，重建图像如表 2 所示。 

由表 2 可知，相比 Tikhonov 正则化算法，

奇异值分解和广义正则化算法对复杂流模型具

有更好的图像重建效果，奇异值分解算法由于灵

敏度系数矩阵的奇异值不断趋于零，使得相关系

数很小，进一步说明了 ECT 系统的病态性，广

义正则化算法比奇异值分解算法成像效果更加

清晰、准确。 

表 1  3 种算法的成像效果图 
Tab. 1  Imaging effect of the three algorithms 

流型 环状流 双泡流 层流 四泡流 

仿真 

原型   

奇异值

分解法 
  

Tikhono
v 正则化

  

广义正

则化 
  

表 2  三种算法对复杂流型的成像效果图 
Tab. 2  Imaging effect of three kinds of algorithms on 

complex flow pattern 

流型 双扇型 双 U 型 十字流 

Tikhonov正
则化 

   

奇异值分解

法 
   

广义正则化

   

分析表 3 可知，在成像精度方面，广义正则化

算法的成像精度相对于奇异值分解算法和

Tikhonov 正则化有了明显的提高，特别针对层流、

四泡状和十字流模型时，广义正则化算法在图像误

差方面做到了很好的改进和控制。 

分析表 4 可知，简单模型广义正则化算法相比

其它两种算法，所成图像之间的相关性更强，成像

精度更高，图像质量更好。 
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表 3  3 种算法的图像相对误差 
Tab. 3  Image relative error of three algorithms 

算法 环状流 双泡流 层流 四泡流 双扇型 双 U 型 十字流 

奇异值分解法 0.412 3 0.564 2 0.512 4 0.564 2 0.601 2 0.686 4 0.602 3 

Tikhonov 正则化 0.297 3 0.423 1 0.302 1 0.467 1 0.521 3 0.569 8 0.486 3 

广义正则化 0.213 5 0.357 8 0.172 4 0.257 8 0.354 1 0.384 5 0.325 7 

表 4  3 种算法的图像相关系数 
Tab. 4  Image correlation coefficients of the three algorithms 

算法 核心流 环状流 层流 泡状流 双扇型 双 U 型 十字流 

奇异值分解法 0.512 0 0.521 3 0.514 5 0.329 8 0.453 2 0.465 8 0.389 7 

Tikhonov 正则化 0.631 0 0.696 0 0.602 1 0.643 0 0.548 7 0.596 0 0.624 7 

广义正则化 0.754 2 0.789 6 0.854 2 0.796 5 0.654 2 0.739 6 0.874 2 

 

4  结论 

深入讨论了 ECT 系统中电场分布的“软场”效

应与灵敏度矩阵对图像重建的影响，在此基础上，

将广义正则化算法应用于 ECT 图像重建，利用贝

叶斯估计对其进行阐述，并与奇异值分解算法和

Tikhonov 正则化算法作比较，发现广义正则化算

法不仅能更好的解决 ECT 的病态问题，且在成像

质量和成像精度方面有了明显的提高，特别是对于

十字流等复杂模型，广义正则化算法适应性更强，

所成图像分辨率更高。 
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