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基于随机集理论的相关变量模型不确定性量化 
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摘要：随机集理论为基于模型的系统分析提供了一种统一的不确定性量化框架。针对现有随机集理

论模型不确定性量化研究中缺乏对模型变量相关性的考虑这一不足，提出了一种改进的基于随机集

理论的不确定性量化方法。该方法根据模型变量间的相关系数信息，通过 Nataf 变换产生相关随机

样本，进而获取多维空间内焦元的联合基本概率分配。由此所得的不确定性量化结果能够在模型变

量间存在相关性的情况下正确反映系统状况。数值仿真证明了所提方法的有效性。 
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Abstract: Random set theory provides a uniform mechanism for model uncertainty quantification in 

system analysis. An improved method was proposed based on random set theory for uncertainty 

quantification considering the dependence among system variables. The Nataf transformation was used to 

generate dependent random samples to be consistent with correlation coefficients information, and then 

the joint basic probability assignments for the multidimensional focal elements were calculated to 

construct the random set. The result of uncertainty quantification based on the random set can reflect the 

real system response under dependent variables. Simulation results show the presented method rationality. 
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引言1 

建模仿真是现今科学领域中广泛采用的科研

方法，在通过建模仿真的方式对特定系统进行分析

时，受系统固有随机性、人们认知水平等因素的影

响，模型中描述系统对象几何尺寸、材料特性的参

                                                        
收稿日期：2015-07-16       修回日期：2015-11-19; 

基金项目：西南科技大学博士研究基金(16zx7147)，

中物院科技发展基金(2012B0403058)； 

作者简介：赵亮(1983-)，男，四川德阳，博士生，研

究方向为模型验证与确认、不确定性量化；杨战平

(1966-)，男，重庆，博士，研究员，博导，研究方向

为复杂系统建模与仿真。 

数中往往存在不确定性。辨识这些不确定性，并在

模型输出层面对各种不确定性的影响进行量化，这

是模型确认以及获取可信系统分析结果的关键[1-3]。

随着各领域物理建模的研究日益深入，影响模型输

出的不确定性被研究者从来源、属性等方面进行了

细化分类[3-4]，以此为基础发展出了多种针对特定不

确定性的量化方法。但当研究对象是包含多种不确

定性的复杂工程系统时，仅适用于特定不确定性类

型的处理方法应用起来将存在诸多不便，为此需要

具有广泛适应性，能够处理多种不确定性的方法。

已有的研究显示随机集理论与多种不确定性处理方

1
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法之间存在内在的联系，在此基础上可以实现对多

种不确定性的统一表示[5-8]，进而在统一的框架下完

成对复杂系统模型的不确定性量化。 

随机集理论在为模型不确定性量化提供统一

框架方面的能力已经引起了研究者的关注。

Bernardini 阐述了在工程系统的不确定性建模分析

中使用随机集理论的内涵[9]，Tonon 将该理论应用

于飞行器的结构可靠性研究中[10-11]，并针对美国圣

地亚国家实验室所提出的模型不确定性量化研讨

问题，采用随机集理论进行了解答[12]，Hall 给出

了特定情况下基于随机集理论的系统响应分析方

法[13]，Oberguggenberger 介绍了基于随机集理论的

非参数可靠性分析方法在处理认知不确定系统时

的优势[14]。 

虽然现有研究在利用随机集理论进行模型不

确定性量化方面已取得了相当进展，但仍有部分问

题亟待解决，具有代表性的就是在模型变量存在相

关性的条件下如何基于随机集理论进行不确定性

量化。现有采用该理论进行的系统分析中普遍假设

模型变量间相互独立，而实际工程系统的变量之间

往往存在相关性，这种相关性可以通过变量间的相

关系数矩阵来体现，忽略此类相关性所得到的不确

定性量化结果不能反映真实的系统状况。本文即针

对现有基于随机集理论的模型不确定性量化方法

未考虑模型变量的相关性这一缺陷，提出了一种结

合 Nataf 变换的改进方法。该方法能够体现变量的

相关性对模型输出的影响，从而为系统分析提供可

信的不确定性量化结果。 

1  随机集理论基本概念 

简单地说，随机集就是满足某些可测条件的集

值映射，其实际上是统计学中的点变量向“集合”

变量的推广，其取值是由某个集合的子集所构成的

集类中的元素。数学上对随机集有如下定义：设 Θ

为离散有限的辨识框架，(Ω，A，P)表示概率空间，

(B，σ(B))表示可测空间，其中 A 为 Ω上的 σ_代数，

P 为 A 的概率测度，B 为包含于 Θ的幂集：B2Θ，

σ(B)为B上的 σ_代数，则将映射Ω→B称为随机集。 

与本文相关的随机集表示方法涉及焦元与基

本概率赋值(Basic Probability Assignment，BPA)的

概念，下面对此进行简要介绍。令 P(U)为泛集 U

的幂集，满足式(1)性质的频率函数 M(Ai)被称为观

测集 Ai (AiU)的基本概率赋值，它表示已有信息

对 Ai 而不是 Ai 的任何子集的信任程度。 

( )

: ( ) [0,1]

( ) 0

( ) 1
i

i
A P U

M P U

M

M A






 






                     

(1)

 

当 M(Ai)>0 时，称 Ai 为 U 的焦元，则随机集

可以表示为由所有焦元所形成的族 F及其 BPA 所

组成的二元对(F, M)[12]。 

由于观测信息的非精确性，无法获得一般性变

量 u(u∈U)或子集 E(EU)的准确概率，但可以计

算出其概率 Pr(E)的上下界： 

Bel(E)≤Pr(E)≤Pl(E)                  (2) 

式中：Bel(·)被称为信任函数，它是 E 所包含的焦

元的概率之和；Pl(·)被称为似真函数，它是与 E 相

交的焦元的概率之和，式 (3)从数学上描述了

Bel(E)、Pl(E)与 M(Ai)的关系。 

Bel( ) ( )

Pl( ) ( )
i

i

i
A E

i
A E

E M A

E M A






 











                  (3) 

设 g：U→Y 是关于一般性变量 u 的函数，有

y=g(u)，用随机集(F, M)表示 u，随机集(R, ρ)是通

过映射 g 所得到的(F, M)的像，根据随机集的扩张

原理[12]，有 

: ( )

{ ( ) : }

( ) ( )
i j i

j i i

j i
A R g A

R R g A A F

R M A


  

 


                (4) 

即通过映射 g，把 U 中非空子集 Ai 的基本概

率赋值 M(Ai)传递到 Y 中对子集 Rj 的度量 ρ(Rj)。构

造(R, ρ)需计算焦元 Ai 的像 Rj，其有式(5)所示闭区

间形式： 

inf ( ), sup ( )
i i

j
u A u A

R g u g u
   

 
  
 

              (5) 
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式(5)中涉及两次全局优化，根据 g 的性质，可 

以采用顶点法或现代优化方法[15]来计算 inf ( )
iu A
g u

 

和 sup ( )
iu A
g u

 
。 

考虑映射 g 为一 K 维多元函数 y=g(u1, u2,…, 

uK)，其中 ukUK，UK为 K 维辨识框架，对于任一

变量 uk(m=1,2, …, K)，(Fk, Mk)为反映其不确定性

的随机集，KU 为 Fk (k=1,2,…,K)的笛卡尔积：KU= 

F1×F2×…×Fk，记 Fk的焦元为 ukAi，则 KU 的元素
UAi 可表示为 UAi=

u1Ai×
u2Ai×…×uKAi，

ukAi 为 Fk的子

集。若设 uk相互独立，则 UAi 的 BPA 满足式(6)所

示关系[7,12]， 
1 2

1 2( ) ( ) ( )

                ( )K

u uU
i i i

u
K i

M A M A M A

M A

   
      

(6)
 

在得到 y 的随机集表示以后，可由式(7)计算

其累积概率分布函数界[12]： 

lower
sup( )

upper
inf( )

Bel(( , ]) ( )

Pl(( , ]) ( )
j

j

j
u R

j
u R

F y R

F y R





   



  





≥

≥

     (7) 

其中：Flower和 Fupper分别表示 y 的累积概率分布函

数的下界和上界。 

对于模型的不确定性量化而言，可以将 y=g(u)

视为描述系统的抽象模型，其中 u=[u1, u2,…, uK]为

系统的不确定性输入向量，y 为系统响应，由 Flower

和 Fupper 构成的包络中包含了系统响应分布状况的

所有可能，此即为所要求的模型不确定性量化结果。 

2  考虑变量间相关性的随机集理论

模型不确定性量化 

现有基于随机集理论的不确定性量化研究通

常是建立在假设系统各变量相互独立的基础之上

的，此时可以简单地通过将各变量焦元的 BPA 相

乘的方式得到多维焦元的联合 BPA，如式(6)所示。

但实际工程系统的变量之间往往是存在相关性的，

此时式(6)可能不再成立。为此本节将提出一种通

过变量的相关系数矩阵构造多维焦元的联合 BPA

的方法，以此实现不确定性量化过程中对变量相关

性的考虑。 

通常说来，考察变量之间的相关性是以已知变

量的联合样本或联合概率分布为前提的，而在这样

的前提下构建能够反映变量相关性的随机集实际

上并不困难，本文后面所给出的不确定性量化步骤

中的第(6)、(7)步即为此类条件下构建随机集的方

法。与上述前提条件不同，本文的关注点在于缺乏

变量间联合概率分布或者联合样本，但已知各变量

的边缘分布以及变量间的相关系数矩阵的情况。这

种情况通常存在于变量信息依靠专家经验、近似

系统等渠道来给出的场合。通常认为相关系数矩

阵在这类情况下若非单位阵即意味着变量间存在

相关性[16-18]，此时通过考察矩阵中非对角线元素的

绝对值大小即可判断变量间相关的程度，若

其>0.4，则意味着变量间显著相关。针对这类问题，

Jiang 在近年来提出过一种基于椭球模型的处理方

法[16]，但其在将变量信息转换至椭球区域的过程

中存在舍弃部分信息的可能，由此所得的 BPA 的

合理性尚缺乏详细说明。相比之下，本文方法不会

舍弃信息，各计算环节也具备严格的理论依据。 

对于 K 维随机变量 u=[u1, u2,…, uK]，已知

uk(k=1,2, …, K)的概率密度函数 fk(uk)，通过以下等

概率转换原则[18]引入K维标准正态随机变量 v=[v1, 

v2,…, vK]， 

1

( ) ( )

( ( ))

k k k

k k k

Φ v F u

v Φ F u





                     (8) 

式中：Fk(·)为 uk 的累积概率分布函数；Φ(·)为标

准正态变量的累积分布函数。则根据 Nataf 变换

理论[17-18]，由隐函数求导法则可推得不确定性变

量 u的联合概率密度函数为： 

1 1 2 2

0

1 2

( ) ( ) ( )

( , )
             ( )

( ) ( ) ( )
K

K K
K

f f u f u

f u
v v v


  

 



u u

v ρ         
(9)

 

式中：(·)为标准正态变量的概率密度函数；K(v,ρ0)

表示均值为 0，方差为 1 且相关系数矩阵为 ρ0 的 K

维标准正态分布。设输入变量 u的相关系数矩阵 ρ

的分量为 ρkn，由相关系数定义及式(8)、式(9)可得： 

3
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1

1

2 0

  ( , )d d

( ( ))

( ( ))
( , , )d d

k n

k n

k n

k

k

n

n

k u n u
kn

u u

u u k n k n

k k u

u

n n u
k n kn k n

u

u u

f u u u u

F Φ v

F Φ v
v v v v

 


 





 



 

 


 

 



   
     

  



 
  
 
 

 
 
 
 

 

 
  

(10)

 

式中：fukun(uk, un)为第 k 和第 n 个变量的联合概率

密度函数；ρ0kn 为 ρ0 的分量。至此，系统输入变量

u的相关系数矩阵 ρ与标准正态变量 v的相关系数

矩阵 ρ0 的关系已由式(10)所建立，通过经验公式或

Gauss-Hermite积分[18]的方式可以对式(10)中的 ρ0kn

进行计算。再对所得的 ρ0 进行 Choleskey 分解：

ρ0=L0L0
T，利用分解所得的下三角阵 L0 可将相关标

准正态变量 v转换为独立标准正态变量 w： 

w=L0
–1v                             (11) 

式(8)~(11)给出了相关变量至独立标准正态变

量的转换方式，利用这一转换的逆运算，可以得到

与所给输入变量的相关系数矩阵 ρ 一致的相关随

机样本，在此基础上通过多元核密度估计建立起相

关变量的联合概率密度分布 fu(u)，再通过多维积

分的方式即可获得多维空间中特定焦元的 BPA，

该 BPA 的取值考虑了变量之间的相关性，以此构

建的输入变量的随机集能够确保最终的不确定性

量化结果真实反映系统状况。下面针对具有 K 维

相关输入变量，且已知各变量分布 Fk(·)以及变量间

相关系数矩阵 ρ的系统，给出基于随机集理论的不

确定性量化步骤： 

1) 产生 K 组独立的标准正态分布样本 w1, 

w2,…,wK，各组样本中包含 N 个元素，wkn(k=1,2,…, 

K，n=1,2,…, N)表示第 k 组样本中的第 n 个元素； 

2) 由式(10)计算任意相关标准正态变量 vk、vl

的相关系数 ρ0kl，以此构造相关系数矩阵 ρ0； 

3) 对 ρ0 进行 Choleskey 分解 ρ0=L0L0
T，由

w=L0
–1v得到 K 组相关标准正态样本 v1, v2,…,vK； 

4) 由式 (8) 中等概率变换的逆运算 uk= 

Fk
–1(Φ(vk))得到 K 维变量的相关样本 ukn； 

5) 根据所得的相关样本 ukn，采用式(12)所示

多元核密度估计构建 K 维变量 u 的联合概率密度

分布， 
^

11

1 1
( ) ( )

( )

N

n
nK

f L
N h h 

   
 

u u u u
H

    (12) 

式中：un 表示一 K 维的相关样本；H=[h1, h2,…, hK]

为带宽向量；L(·)为多元核函数，文中所用多元正

态分布的核函数具有式(13)形式， 

2 1
( ) (2 ) exp

2

K
TL 

    
 

u u u            (13) 

记 σk 为变量 uk 的样本标准差，则近似的核平

滑带宽取为: 
1

44

( 2)

K

k kh
N K


 

   
                (14) 

6) 基于多元核密度估计所得的系统输入变量 

联合概率分布
^

( )fu u ，由式(15)求得焦元 UAi的BPA： 

1 2

^

2 1( ) ( )d d d
u u uK

i i i

U
i K

A A A

M A f u u u    u u   (15) 

式中：多维积分可采用数值积分的方式予以求解； 

7) 由焦元 UAi所形成的族以及式(15)所得的相

应 BPA 构成对系统输入变量的随机集表示(F, M)，

再由式(4)所示扩张原理得到关于系统响应的随机

集表示(R, ρ)，最后由式(7)求得系统响应的累积概

率分布函数界 Flower和 Fupper，以此作为对系统进行

不确定性量化的结果。 

3  算例分析 

以某含有两相关变量的系统为例，其响应函数

如式(16)所示， 

1 2( ) 18 3 2g u u  u                   (16) 

变量 u1、u2的分布服从式(17)所示联合概率密

度函数： 

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( )

        exp( ( )), , 0

f u u u u

u u u u u u

   

   
u u    

(17)
 

该联合概率密度函数在使用本文方法对系统

进行不确定性量化的过程中是未知的，式(17)仅用
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于计算该系统响应的标准概率分布，以此作为本文

方法所得结果的参照对象。已知关于该系统的信息

为变量 u1 和 u2 均服从参数为 1 的指数分布，u1、

u2 间的相关系数为–0.403 66。现根据已知信息对

式(16)所示系统进行基于随机集理论的不确定性

量化，并比较量化过程中考虑变量相关性与否对最

终结果的影响。 

采用 Matlab 仿真软件进行计算。依照前述不

确定性量化步骤，首先产生两组独立的标准正态分

布样本，每组样本中包含 10 000 个样本元素，如

图 1 所示。 

 

图 1  两组独立标准正态分布样本的频数示意图 
Fig. 1  Frequency from two independent sample sets of 

standard normal distribution 

再通过Gauss-Hermite积分的方式由式(10)求得

相关标准正态变量 v1，v2的相关系数 ρ012=–0.565 9，

故相关系数矩阵 ρ0=[1 –0.565 9; –0.565 9 1]。对 ρ0

进行 Choleskey 分解得到的 L0=[1 0.0; –0.565 9 

0.824 5]。由 L0w=v得到两组相关标准正态样本 v1, 

v2，再通过等概率变换的逆运算 uk= Fk
–1(Φ(vk))，得

到变量 u1、u2 的相关样本，图 2 为利用式(12)所示

核密度估计方法，根据 u1、u2 的相关样本所得的联 

合概率密度分布
^

( )fu u ，其中核密度估计所用的带 

宽分别为 h1=0.208 7，h2=0.210 3。 

根据图 2 所示联合概率密度分布，由式(15)计

算焦元 UAi 的 BPA。此处分别采用了 32 个焦元对

u1、u2 的分布域进行划分，故对于 u而言，其在二

维辨识框架下的焦元族共含有 32×32 个焦元。图 3 

所示为 u 的焦元族以及将
^

( )fu u 代入式(15)所得的 

BPA 所构成的随机集，其中 u1-u2 平面内的方格代

表一个二维焦元，方格的高度代表该焦元的 BPA。 

 

图 2  u的核密度估计 
Fig. 2  Kernel density estimation for u  

 

图 3  考虑相关性时输入变量的随机集 
Fig. 3  Random set considering dependence for input 

variables  

与图 3 相对应，图 4 所示为未考虑变量相关 

性时 u 的随机集示意图，其 BPA 由 ( )U
iM A   

1 2
1 2( ) ( )u u

i iM A M A 求 得 ， 其 中 ( )ju
j iM A   

( )d
j

u j
i

u j j

A

f u u  (i=1,…,32，j=1,2)， ( )
ju jf u 为参数 

为 1 的指数分布函数。基于图 3、图 4 所示 u的随

机集表示，由式(4)所示扩张原理得到关于系统响

应的随机集表示，并由式(7)求得系统响应的累积

概率分布函数界，如图 5 所示。 
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图 4  未考虑相关性时输入变量的随机集 
Fig. 4  Random set without considering dependence for input 

variables  

 

图 5  不确定性量化结果对比 
Fig. 5  Comparison of uncertainty quantifications 

图 5 中“标准的系统响应分布”是基于式(17)所

示联合概率密度函数，通过舍选抽样的方式产生

10 000 个符合该密度函数的联合样本，并将样本代

入式(16)所得的系统响应分布。其中舍选抽样过程

如下：考虑 u1-u2 平面内坐标在 0~10 之间的矩形区

域(f(u)在 u1 或 u2 大于 10 的区域的概率密度值极

小，可忽略)，f(u)在该区域内的值不会超过 0.5，

抽样时首先在 0≤f(u)≤0.5，0≤u1≤8，0≤u2≤8

的空间内按均匀分布投入一批点，提取其中位于曲

面 f(u)以下的点，以这些点在 u1-u2 平面内的坐标

作为变量 u1、u2 的联合样本，其余的点则被舍弃，

如此重复直到获得所需数量的联合样本，这些联合

样本的概率分布与 f(u)一致。 

观察图 5 可以发现，常规未考虑变量相关性的

随机集模型不确定性量化方法针对该算例所得的

概率包络不能完全覆盖“标准的系统响应分布”，标

准系统响应分布的左侧尾部处于常规方法所得的

概率包络以外，这说明常规方法所得结果无法反映

系统的真实状况，基于这一结果所进行的决策将因

为低估了系统响应的分散性而存在风险。而本文提

出的考虑变量相关性的方法所得概率包络完整地

覆盖了整个“标准的系统响应分布”，说明本文方法

基于已知信息所得的不确定性量化结果与真实的

系统状况是一致的，这能够为基于不确定性量化所

做的模型确认以及其它系统分析提供准确的依据。

另外需要提到的是就该算例而言，如图 5 所示概率

包络的产生主要源于将变量的概率分布信息转化

为随机集表示的过程中所存在的离散误差，增加随

机集中的焦元数量可以减少这一离散误差。 

4  结论 

本文针对现有基于随机集理论的模型不确定

性量化方法未考虑模型变量的相关性这一缺陷，

提出了一种结合 Nataf 转换过程的改进方法。该

方法在产生多维焦元的联合 BPA时利用了变量间

的相关系数矩阵，能够在变量间存在相关性的情

况下给出准确覆盖系统真实响应分布的概率包

络。文中的改进使得基于随机集理论的不确定性

量化框架的适用范围扩展至模型变量存在相关性

的情况，这有助于模型不确定性量化统一框架进

一步实用化。 
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