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单相 PWM 整流器分数阶建模与仿真分析 

郑征，马方军，韦延方 
(河南理工大学电气工程与自动化学院，焦作 454000) 

摘要：基于实际电容和实际电感在本质上是分数阶的事实，针对单相 PWM 整流器建模问题进行研

究。在分析分数阶 Caputo 定义建模方法和 PWM 整流器拓扑结构的基础上，实现采用分数阶微积

分理论建立单相 PWM 整流器的分数阶数学模型。基于瞬时功率理论，针对直流侧电容电压直流分

量大小、交流分量峰峰值大小、动态响应时间分析。理论上讲，直流分量大小不随电容阶数变化，

而交流分量峰峰值大小则相反，动态响应时间随着电容阶数变小而响应速度变快。建立了单相 PWM

整流器分数阶模型的 Matlab/Simulink 仿真模型，仿真结果验证了分数阶建模与理论分析的有效性。 
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(School of Electrical Engineering and Automation, Henan Polytechnic University, Jiaozuo 454000, China) 

Abstract: The modeling problem of single-phase PWM rectifier was studied, based on the fact that 

actual capacitance and inductance is the fractional in nature. The mathematical model of single-phase 

PWM rectifier was established by using fractional calculus theory, based on modeling method analysis 

of fractional Caputo definition and PWM rectifier topology. According to instantaneous power theory, 

for DC component value, the peak to peak value AC component, and the time of dynamic response of 

the DC side capacitor voltage were analyzed. In theory, DC component value does not change with the 

order number capacitance, while the AC component is opposite, dynamic response time will be smaller 

and faster response speed by the capacitance order. A Matlab/Simulink simulation model of a 

single-phase PWM rectifier fractional model was established, and then simulation results verify the 

fractional modeling effectiveness and theoretical analysis. 

Keywords: fractional calculus; PWM rectifier; Caputo definition of modeling; the theory of instantaneous 

power 
 

引言1 

PWM 整流器具有网侧电流谐波小、直流电压

输出恒定、功率因数可控和能量双向流动等优点，

                                                        
收稿日期：2015-06-30       修回日期：2015-08-10; 
基金项目：国家自然科学基金(61340015)，河南省科

技厅国际联合基金(144300540014)； 
作者简介：郑征(1965-)，女，河南焦作，博士，教

授，研究方向为电力电子与电力传动；马方军

(1987-)，男，河南项城，硕士生，研究方向为电力电子

与电力传动。 

在诸如有源滤波、超导储能、可再生能源(太阳能、

风能)并网以及四象限交流电动机驱动等场合得到

了广泛应用[1]。但是这些数学模型都是采用整数阶

微积分建立的，而使用分数阶微积分建模则研究较

少。分数阶微积分几乎与整数阶微积分同时出现，

但相比于整数阶微积分，分数阶微积分因其长期没

有实际应用背景而发展缓慢。近年来，对电感和电

容数学建模的研究结果表明：整数阶的电感和电容

1
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在实际中并不存在[2]。基于分数阶微积分建立许多

实际系统的数学模型将比基于整数阶微积分建立

这些系统的数学模型更为精确，即分数阶微积分理

论建立的电感和电容模型更能反映其电特性[3]，也

更能反映这些实际系统的本质，使数学模型和实际

系统之间达到真正的统一[4]。 

目前所建立开关功率变换器模型，均是在认为

电容和电感是整数阶进行的，建立了开关功率变换

器整数阶数学模型。然而，实际电容电感在本质上

是分数阶的事实导致采用整数阶模型描述开关功率

变换器是不够精确的，也是与开关功率变换器的分

数阶本质相违背的。然而，关于这方面开展研究的

不多，而公开的文献很少且研究的也不够深入。文

献[5]建立了三相电压型并网逆变器整数阶数学模

型，并在整数阶模型基础上提出了一种基于滑模变

结构的三相电压型并网逆变器直接功率控制策略。

文献[6]所建立的分数阶 Buck-Boost 变换器的模型

考虑了电容的分数阶次，文献[7]分析了分数阶电容

对功率因数校正变换器的影响，文献[8]对工作于电

感电流连续模式下的 Boost 变换器进行了分数阶区

间数学模型和分数阶状态平均模型的建立和分析。 

本文以单相 PWM 整流器为研究对象，推导出

系统的分数阶数学模型，讨论系统在分数阶模型与

整数阶模型下的工作特点，为实现 PWM 整流器分

数阶系统的精确控制提供理论基础。最后，通过建

立 Matlab/Simulink 模型仿真来验证分数阶建模与

理论分析的有效性。 

1  分数阶微积分简介 

分数阶微积分简单来讲就是对整数阶微积分

理论的拓展，普通的微积分运算，如一阶微分、二

阶微分、一阶积分、高阶积分等都是运算次数为整

数情况下微积分运算，而分数阶微积分运算，顾名

思义，就是将普通意义下的整数阶微积分运算推广

到运算阶次为分数的情况，比如 1/2 阶导数。 

关于分数阶微积分的定义，在分数阶微积分三

百多年的发展中，形成了如下几种具有代表性的定

义，许多数学家各自从不同角度入手，给分数阶导

数分别以不同的定义，其定义的合理性以及科学性

已在实践中得以检验[9]。 

现在，基础数学研究和工程应用研究中最常用

的 有 以 下 三 种 分 数 阶 微 积 分 的 定 义 ：

Grunwald-Letnikov 定义、Riemann-Liouville 定义、

Caputo 定义。 

1.1 Grunwald-Letnikov 定义 

Grunwald-Letnikov 定义从整数阶高阶导数定

义出发，将微积分概念从整数推广到任意实数，得

到 Grunwald-Letnikov 定义的分数阶微分的表达式： 
[( )/ ]

0 0

1
( ) lim ( 1) ( )

t b h
n

b t
h n

D f t f t nh
nh






 

 
   

 
 (1) 

式中：b，t 为微分的上下限；α为微分阶数；h 为

微分步长；符号[( ) / ]t b h 为取离 ( ) /t b h 最近的

整数；
( 1) ( 1)

!

n

n n

          
 

 
。 

在 (1)中，把微分阶数 α 变为 -α 可得到

Grunwald-Letnikov 定义的分数阶积分的表达式： 
[( )/ ]

0 0

1
( ) ( ) lim ( )

t b h

b t b t
h n

J f t D f t f t nh
nh

 





 

 
   

 
 (2) 

Grunwald-Letnikov 定义是差分式定义，因其

在数值计算时采用的是累加而非积分形式，因此在

微积分方程理论和数值计算方面使用较多。 

1.2 Riemann-Liouvine 定义 

Riemann-Liouvine 定义是根据多重积分的定

义演化而来，结合柯西积分公式和普通导数的概念

定义的。 

这里首先给出柯西积分公式： 

11
( ) ( ) ( )

( )

tn n
b t b
J f t t f d

n
   

          (3) 

式中： 1

0
( ) s xx e s ds

      0x   

把积分阶次从整数 n 推广至任意阶次 α，就可

以得到分数阶微积分 Riemann-Liouvine 定义的积

分形式： 

11
( ) ( ) ( )

( )

t

b t b
J f t t f d   


 

         (4) 
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Riemann-Liouvine 分数阶微分的形式是由其

积分形式导出的，对函数 f(t)先做 n–阶的积分，

然后再进行 n 阶的微分，由此可得到分数阶微积分

Riemann-Liouvine 定义的微分形式： 
( )

1

( ) ( )

1
            [ ( ) ( ) ]

( )

n n
b t

n t n
n b

D f t D J f t

d
t f d

n dt

 

  




 

 


   (5)

 

式中： 1n n ≤ ≤ 。 

和 Grunwald-Letnikov 的差分式定义相比，

Riemann-Liouville 定义采用微分-积分的形式，避

免了极限求解，多被用于数学理论分析，在数学理

论研究中起着重要作用。 

1.3 Caputo 定义 

Caputo 定义与 Riemann-Liouville 定义相同，

但是微分定义与 Riemann-Liouvine 微分定义运算

次序正好相反，对函数 f(t)先做 n 阶的微分，然后

再进行 n–阶的积分：具体的表达形式为： 
( )

1 ( )

( ) ( )

1
              ( ) ( )

( )

n n
b t b t

t n n

b

D f t J D f t

t f d
n

 

  




 

 


   (6)

 

式中： 1n n ≤ ≤ 。 

Caputo 分数阶微分定义 f(t)对函数的要求比

Riemann-Liouvilze 分数阶微分严格，它要求函数 f(t)

的 n 阶导数绝对可积。因此，在数学理论分析方面，

Caputo 分数阶微分定义不如 Riemann-Liouvilze 分

数阶微积分定义。但是从工程应用角度，Caputo

分数阶微积分定义更加具有实用性，因为在使用

Caputo 分数阶微积分定义进行 Laplace 变换时，具

有较明确的物理意义，Caputo 分数阶微积分定义

能够有效应用于实际。 

在文献[10~11]中，当 t＞0 时，如果考虑一类

函数 f(t)，它具有 n+1 阶连续的导数，则对实际函

数来说，Riemann-Liouville 分数阶微积分定义与

Grunwald-Letnikov 分数阶微积分定义是完全相等

的。Caputo 定义和 Riemann-Liouville 定义的区别

主要在于对常数求导的定义上，前者对常数的求导

是有界的，而后者对常数的求导是无界的。根据

Caputo 定义，对常数 C 求导可知： 

1 ( )1
( ) ( ) 0

( )

t n n
b t b
D C t C d

n
   


   

   (7) 

为了方便实际问题的建模，在工程应用数学建

模的研究中引入了 Caputo 分数阶微积分定义。

Caputo定义让分数阶微积分的Laplace变换更为简

洁，有利于方程式解的讨论，该定义在建模应用及

积分变换中满足的初始条件以整数阶微积分的形

式给出，现在的实际问题建模过程中广泛应用

Caputo 定义[12]，因此本文主要采用分数阶 Caputo

定义的形式建立单相 PWM 整流器的数学模型。 

2  PWM 整流器的分数阶数学模型 

2.1 单相 PWM 整流器拓扑结构 

PWM 整流器有一些传统整流器所没有的优

点：能量可以双向流动、直流侧电压恒定、网侧电

流谐波含量低、功率因数可调，在电气传动、电力

系统无功补偿等实际系统中得到广泛的应用[13]。

因此，本文将以 PWM 整流电路为研究对象。 

单相电压型 PWM 的拓扑结构如图 1 所示，其

中 us 为电网电压，L 为电源电感，R 为电感内阻和

系统开关损耗等效电阻，iL 为流过电感的电流，

s1~s4为 H 桥 4 个开关管的驱动信号，uAB=uA-uB为

H 桥交流侧电压，C 为直流电容，通过 PWM 控制，

可使交流侧电流为正弦。 

 

图 1  单相 PWM 整流器拓扑结构图 
Fig. 1  The topology structure of single-phase PWM rectifier 

2.2 单相 PWM 整流器在静止坐标系中的分

数阶数学模型 

对于图 1 所示的单相 PWM 整流器，当采用单

极性调制策略时，对单相 PWM 整流器运用 KVL

定理可得： 

3
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1

3

A dc

B dc

AB A B

L
L s AB

u S u

u S u

u u u

d i
L Ri u u

dt






   

   


               (8) 

式中：udc为直流侧电压；idc为为 H 桥直流侧输出

电流；ic为直流电容 C 中流过的电流；io 为直流负

载中流过的电流。S1、S3为当上桥臂导通时为 1，

下桥臂导通时为 0。 

对单相 PWM 整流器运用 KCL 定律可得： 

1 3

dc c o

dc
c

dc L L

i i i

d u
i C

dt
i S i S i





 

 


 

                     (9) 

综合(8)、(9)可以得到单相 PWM 整流器分数

阶数学模型： 

1 3

1 3

( )

( )

L
s L dc

dc
L o

d i
L u Ri S S u

dt

d u
C S S i i

dt










   


   

        (10) 

对于图 1 所示的单相 PWM 整流器，当忽略等

效电阻 R 时，在理想情况下，设电网电压

us=Umsin(ωt)，电网电流 iL=Imsin(ωt-θ)，其中 ω为

电网电压频率， θ 为电流滞后电压相位。 

因此可知：单相 PWM 整流器输入瞬时功率为： 
sin( ) sin( )

   [cos( ) cos(2 )]
2

i m m

m m

P U t I t

U I
t

  

  

   

 
        

(11)
 

令 Udc 为单相 PWM 整流器直流侧电压 udc 的 

直流分量，Io为电阻负载 R 电流的直流分量， '
dcu 为 

PWM 整流器直流侧电压 udc的交流分量。即： 
'

dc dc dcu U u   

则单相 PWM 整流器输出瞬时功率为： 

'( )( )dc
o dc dc dc dc o

d u
P u i U u I C

dt



        (12) 

忽略高阶小量以及根据 Caputo 分数阶的关于

常数的求导(7)式可得： 
'
dc

o dc o dc
d u

P U I U C
dt



                 (13) 

输入功率 Pi 和输出功率 Po 中既含有直流分

量，又含有交流分量，在不考虑系统损耗的情况下，

输入功率和输出功率中的直流分量和交流分量应

该分别对应相等； 

对于直流分量，有： 

cos( )
2

m m
dc o

U I
U I                    (14) 

对于 Io 为电阻负载 R 电流的直流分量可知，

Io=Udc/R，代入上式则有： 

2 cos( )
2

m m
dc

U I R
U                   (15) 

对于交流流分量，有： 
'

cos(2 t )
2

dc m m
dc

d u U I
U C

dt



            (16) 

同理，对单相 PWM 整流器，作整数阶模型分

析时，可以得到类似于式(10)的单相 PWM 整流器

整数阶数学模型，只是电感电容的阶数为整数 1，

如式(17)所示； 

1 3

1 3

( )

( )

L
s L dc

dc
L o

di
L u Ri S S u

dt
du

C S S i i
dt

    

   


         (17) 

通过对整数阶模型进行输入输出瞬时功率分

析可以发现： 

1) 单相 PWM 整流器直流侧电压 udc直流分量

Udc 和分数阶模型的相同，也即是说，采用整数阶

建立的模型以及分数阶建立的模型，在电路其他参

数相同的情况下，最终通过整流得到的直流电压的

直流分量是大小相同的，没有差别； 

2) 而交流分量则类似于式(16)为： 
'

cos(2 t )
2

dc m m
dc

du U I
U C

dt
            (18) 

根据分数阶的知识可以得到，当分数阶阶数即 

0≤α≤1，0≤β≤1 时，直流电压 udc的交流分量 '
dcu  

是一个波动范围比整数阶即 α=1，β=1 时的大，但

波动频率都是电网电压频率的 2 倍。 

3  单相 PWM 整流电路分数阶系统

建模仿真分析 

为了在 MATLAB/Simulink 仿真环境中实现对

单相 PWM 整流电路的分数阶系统建模仿真，由于

4
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在 MATLAB/Simulink 中提供的电感电容均是整数

阶模型，因此要先搭建出分数阶的电感电容模型。

根据分抗链形式[14]，以及文献[6]中介绍的关于分

数阶的相关知识，可以得到分数阶电容的等效电路

模型，如图 2 所示。 

 

图 2  分数阶电容等效电路模型 
Fig. 2  The equivalent circuit model of fractional capacitance 

根据文献[15]中介绍的实现分数阶电容单元

电路，当 Cβ=6 000 μF，β=0.8 时，对于图 2 中的单

元电路，在 simulink中建立如图3所示的仿真模型，

各电阻值分别为 R1=6.3 kΩ， R2=292.3 Ω，   

R3=28.3 Ω，R4=2.83 Ω，R5=0.3 Ω；各电容值分别

为 C1=11.88 mF，C2=14.4 mF，C3=8.34 mF，  

C4=4.68 mF，C5=2.52 mF。 

 

图 3  分数阶电容 simulink 仿真模型图 
Fig. 3  The simulink simulation model of fractional capacitance 

通过上述理论的推导，可以看出采用分数阶微

积分建模和整数阶微积分建模的不同。为了验证分

数阶微积分建模理论推导的正确性，以及上述建模

方法的有效性，系统仿真使用 Matlab2012a/ 

simulink，网侧电感为 3 mH，电感阶数 α=1 阶、直

流电容为上图所构造的 6 000 μF，阶数 β=0.8、网

侧输入的正弦电压的有效值为 220 V、开关管的开

关频率为 4 kHz，使用单极性调制方式，控制电路

采用的是电压电流双闭环控制，使用常规的整数阶

PID 控制器。仿真中，分数阶模型和整数阶模型除

电容的阶数不同外，其他条件都相同。 

图 4 为 α=1、β=0.8 条件下，PWM 整流器启动

过程时的直流侧电压波形。从图 4 的仿真波形图可

以得到如下： 

1) udc的直流分量 Udc是 500 V，在 0.15 s 时直

流侧电压开始在 500 V 上下波动，进入稳定。 

2) 而对于交流分量来说，其波动频率是电网

电压频率的 2 倍，其最大纹波电压为 10.6 V，纹波

系数为 2.12%。 

 

图 4  α=1、β=0.8 时直流侧电压 
Fig. 4  The output voltage of the DC side when α=1,β=0.8 

图 5 为整流器直流侧在负载突变时的直流侧

电压波形，在 0.5 s 时负载电阻 R 由初始值 178 Ω

突变为 17.8 Ω，由图中可以看出在负载电流变大

时，直流侧电压也发生了巨大的变动。电路很快做

出反应，最终在 0.62 s 时达到稳定状态，分数阶模

型在 0.12 s 的时间内完成了在电路负载发生突变

时的响应。在负载突变后，其最大纹波电压为  

42.4 V，纹波系数为 8.45%。 

 

图 5  α=1、β=0.8 时负载突变时直流侧电压 
Fig. 5  The output voltage of the DC side whenα=1,β=0.8 

load mutation 

图 6 为 α=1、β=1 时直流侧电压波形，也即

是整数阶模型，从仿真波形图可以看出： 

1) udc的直流分量 Udc也是 500 V，和分数阶模

型的直流分量相同，这说明了直流分量 Udc与电容

阶数无关，也和理论分析所得到的(15)式结果相吻

合，验证了理论分析的正确性； 

5
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2) 而对于交流分量来说，其波动频率是电网

电压频率的 2 倍，其最大纹波电压为 0.53 V，纹波

系数为 0.11%。 

3) 在0.2 s时直流电压才开始稳定在500 V上下。 

 

图 6  α=1、β=1 时直流侧电压 
Fig. 6  The output voltage of the DC side when α=1,β=1 

图 7 为整数阶模型在负载突变时，直流侧电压

的波形，同分数阶模型一样，在 0.5 s 时负载电阻

R 由 178 Ω突变为 17.8 Ω，由图中可以看出最终在

0.9s 时达到稳定状态，整数阶模型在 0.4 s 的时间

内完成了在电路负载发生突变时的响应。在负载突

变后，其最大纹波电压为 7.72 V，纹波系数为 1.54%。 

 

图 7  α=1、β=1 时负载突变时直流侧电压 
Fig. 7  The output voltage of the DC side whenα=1,β=1 

load mutation 

为验证上述理论分析结果及仿真对比得到的

结论，下面又做了一组 α=1、β=0.9 时的仿真波形。 

图 8 为 α=1、β=0.9 时直流侧电压波形。从图

中可以看出 udc的直流分量 Udc也是 500 V，而对于

交流分量来说，其波动频率是电网电压频率的 2

倍，其最大纹波电压为 3.5 V，纹波系数为 0.71%。 

图 9 为在负载突变时，直流侧电压的波形图，

在 0.5 s 时负载电阻 R 由 178 Ω突变为 17.8 Ω，由图

中可以看出最终在 0.8 s 时达到稳定。在负载突变

后，其最大纹波电压为 31.82 V，纹波系数为 6.36%。 

 

图 8  α=1、β=0.9 时直流侧电压 
Fig. 8  The output voltage of the DC side when α=1,β=0.9 

 

图 9  α=1、β=0.9 时负载突变时直流侧电压 
Fig. 9  The output voltage of the DC side whenα=1,β=0.9 

load mutation 

综合比较图 4、图 6、图 8 可知，改变分数阶

的阶次不会改变直流分量，但会改变交流分量的

值。分数阶阶次的不同，其交流分量的大小之间会

有明显的不同，采用不同的阶次对电路系统建立数

学模型会导致结果有很大的差异。 

比较图 5、图 7、图 9 可知，针对负载突变时，

随着分数阶阶次的逐渐趋近于 1，电路的恢复性能

逐渐下降。采用不同的阶次对电路建模，对分析电

路的动态性能上也会有很大的差别。 

由于整数阶元件不存在，若用整数阶模型来理

想化电路的元件，由此采用整数阶微积分对电路分

析，将会和实际电路产生误差，有时甚至会得到错

误的结论。由此体现出用分数阶微积分对电路进行

分析的必要性。 

4  结论 

本文基于分数阶微积分理论，建立了单相

PWM 整流器的分数阶数学模型。通过采用瞬时功

率理论分析及 simulink 仿真发现： 

6
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1) 相比于单相 PWM 整流器的整数阶模型，

基于分数阶微积分理论建立的单相 PWM 整流器

的分数阶模型则更能真实描述单相 PWM 整流器

的实际动力学行为。 

2) 依据单相 PWM 整流器的分数阶模型，采

用瞬时功率理论分析得到直流侧电容电压的直流

分量和交流分量，可知系统的直流侧电容电压直流

分量Udc不随分数阶电容阶数的变化而变化；然而，

依据单相 PWM 整流器的分数阶模型，则发现系统 

的直流侧电容电压交流分量 '
dcu 将随分数阶电容阶 

数的变化而变化。 

3) 从针对负载突变时，分数阶模型和整数阶

模型从突变开始至电容电压再次达到稳定的时间

上可以看出，分数阶在 0.12 s 的时间内完成了突变

响应，优于整数阶的 0.4 s。由此可以看出，在负载

突变时，分数阶模型的恢复性能优于整数阶模型。 

综上所述，基于实际电容在本质上是分数阶的

事实，及单相 PWM 整流器的运行特点，不能简单

的采用整数阶模型来研究。在研究的过程中，应考

虑到电容是分数阶的事实，因此，应建立能真实反

映单相 PWM 整流器的分数阶模型。 
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