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求解圆排列问题的粒子群蚁群优化算法 
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摘要：提出一种求解圆排列问题的粒子群蚁群优化算法。分析了圆排列问题与旅行商问题的关系

后，将圆排列问题转化为旅行商问题，并将其转化为一个优化问题。为了改善算法的性能，这里

给出了利用粒子群蚁群优化算法来求解圆排列问题的四种新方案。在数值仿真中，与已有算法进

行了比较，实验结果验证了所给方法是合理的和可行的。也就是说，所提四种新算法收敛速度快，

寻优性能优越。 
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1 

引言 

在组合优化问题中，圆排列问题是一种最典

型的 NP-hard 问题[1]。它不仅具有组合优化问题的
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教授，研究方向为进化算法，系统建模理论等。  

典型特征，并且描述简单。因此，许多学者将圆

排列问题作为优化算法研究的公共实例[2-3]。而且

圆排列问题有很强的实际应用背景，比如，包装

问题[4]、农机作业优化[5]、应急物资配送[6]等问

题，都可以被转化为圆排列问题。可惜的是，目

前还没有有效的算法来求解它。因此，对圆排列

问题的研究具有重要的理论和现实意义。 

蚁群算法是由意大利学者Marco Dorigo[7]等人

提出的。它是一种结合分布式计算，正反馈机制和

1
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贪婪式搜索的优化算法。目前，蚁群算法已经在图

着色问题[8]，大规模集成电路设计[9]，通讯网络中路

由问题以及负载平衡问题[10]和车辆调度问题[11-12]等

领域被广泛地应用。 

粒子群优化算法[13]是人类受到自然界生物活

动规律的启发而进一步研究发展起来的一种群智

能全局随机优化算法。该算法自诞生以来，由于其

具有容易被人们理解和操作，收敛速度较快，设置

和调整的参数较少等优点[14-15]，因此，在数字图像

处理[16-17]，神经网络的训练[18]，无线通信技术[19]，

观测站的部署[20]和控制器优化设计[21]等多个领域

被成功应用。 

针对蚁群算法在求解复杂问题时容易陷入局

部最优以及出现早熟现象的缺点。本文提出了粒子

群蚁群优化算法，并用来求解圆排列问题。文中在

叙述了圆排列问题和旅行商问题的关系之后，将圆

排列问题转化为旅行商问题。接着，利用粒子群蚁

群优化算法对其进行求解。最后，通过仿真实验结

果说明了所给方法是有效的。 

1  问题描述 

圆排列问题是说：给定 n 个大小不等的圆

1 2, , , nc c c ，现将这 n 个圆排进到一个矩形框中，

要求与矩形的底边相切，并且要求在所有排列中找

出具有最小长度的路线。显然，所有的排列有 n!

个 ， 去 掉 对 称 的 排 列 ( 如 1,2, , 1,n n 与

, 1, , 2,1n n   对称)后，即为一半。这里首先将圆

排列问题转化为旅行商问题，然后用粒子群蚁群优

化算法对其进行有效求解。 

旅行商问题具体是指单一旅行者由起点城市

出发，不重复地走完其余城市并回到原出发点，在

所有可能的路径中，求出路径长度最短的一条。 

已知圆 ci 的半径 ri( 1,2, ,i n  )，假如排列方

式为 1 2, , , ni i i ，则长度为 

1 1 2 2 3 1
2 2 2

n n ni i i i i i i iD r r r r r r r r


      (1) 

假设把 1~n 个圆分别放置在 1~n 个城市中，城

市 i 和城市 j 之间的距离 d i j ( 1,2, , ;i n j   

1,2, ,n )为 2ij i jd r r 。求得最短的路径长度后， 

再加上最初和最终的城市的半径，即求得最终要求

的最短路径长度。因此，求解圆排列问题与求解旅

行商问题是等价的[22]。也就是说，再增加一个城市 

0，它与城市 j 的距离 0 ( 1,2, , )jd j n  为 0 j jd r 。 

即一个旅行商从城市 0 出发到其它每个城市去一

次且只去一次，最后回到城市 0。而旅行商问题要

求从 1~n 个城市的所有排列中找出总路线最短的

路线。因此，求解圆排列问题就可以转化为求解旅

行商问题。 

2  基本蚁群算法求解圆排列问题 

利用基本蚁群算法求解圆排列问题时，算法的

相关参数如下： 

m：蚁群中蚂蚁的数量； 

bi(t)：t 时刻位于第 i 个圆的蚂蚁个数，这样就 

有
1

( )
n

i
i

m b t


  ； 

dij：两个圆 i 和 j 之间的距离； 

ij：边 i 和边 j 能见度，反映圆 i 转移到圆 j

启发程度； 

ij：边(i, j)上的信息素轨迹强度； 

∆ij=k：蚂蚁 k 在边(i, j)留下单位长度轨迹信

息素； 
k
ijp ：位于圆 i 的蚂蚁 k 选择移动到圆 j 的概率； 

：信息素残留系数； 

：信息启发式因子； 

：期望启发式因子。 

利用基本蚁群算法求解圆排列时，算法步骤

如下： 

Step 1. 初始化，设置时间 t=0 和循环次数

Nc=0，将 m 个蚂蚁置于 n 个圆上，每条路径 

max max[ , ]idv v v  (i, j)的初始化信息素 ( )ij t c  ，初

始时刻 (0) 0ij  ； 

Step 2. 设置蚂蚁的禁忌表索引号 s=1，对

1,2, ,k m  ，将 k 个蚂蚁的起始圆的编号放入禁

忌表中。 

2
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Step 3. 循环执行以下步骤，直到禁忌表满足： 

① s=s+1， 

② 对 1,2, ,k m  ，以概率 ( )k
ijp t 选择下一个 

圆 j，其公式为 

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )
k

ij ijk
ij k

is is
s allowed

t t
P t j allowed

t t

 

 

 

 


 


  (2) 

从而将蚂蚁 k 移到圆 j，将其编号放到禁忌

表中； 

Step 4. 对 1,2, ,k m  ，计算蚂蚁 k 所走的长

度，记录当前找到的最短的路径的圆，按公式 

1

( , 1) ( , 1)
m

k
ij ij

k

t t t t 


     计算每只蚂蚁信息素 

增量； 

S t e p  5 .  对每一条路径 ( i ,  j )根据公式 

( 1) . ( ) ( , 1)ij ij ijt t t t        更新路径上的信息

素。设置 t t n  ， 1c cN N  ，对于每条路径(i, j)，

设置 0ij  ； 

Step 6. 若循环次数
maxc cN N≥ ，则循环结束，

并输出结果，否则，清空禁忌表，并且转到 Step 2。 

3  粒子群蚁群优化算法求解圆排列

问题 

由 Eberhart 博士和 Kennedy 博士于 1995 年提

出的粒子群优化算法是一种群体智能优化算法[13]，

其基本思想源于对鸟群的行为模拟，通过群体中粒

子之间的合作与竞争 而产生的群体智能来指导优

化搜索。粒子群优化算法用随机解初始化一群随机

粒子，通过迭代找到最优解，在每一次迭代中，每

个粒子通过跟踪个体极值和全局极值来更新自己。

同时，每个粒子不断改变其在解空间中的速度，以

决定个体的走向及飞行距离，并尽可能朝个体极值

和全局极值所指向的区域“飞”去来得到最优解。 

设 D 维搜索空间中，有 M 个粒子，其中第 i 
个粒子的位置是 1 2( , , , )i i i iDX x x x  ，其速度为

1 2( , , , )i i i iDV v v v  ， 1,2, ,i M  。记第 i 个粒子

搜索到的最优位置为 1 2( , , , )i i i iDP p p p  ，整个粒

子群搜索到的最优位置为 1 2( , , , )g g g gDP p p p  。 

粒子状态更新公式如下： 

1 1 2 2

( 1)

( ) ( ( )) ( ( ))
id

id id id gd id

V t

V t c r p x t c r p x t

 

   
 

(3)
 

( 1) ( ) ( 1)id id idx t x t v t                 (4) 

其中， 1,2, ,i M  ； 1,2, ,d D  ；学习因子 c1

和 c2 是非负常数；r1 和 r2 是相互独立的随机数，

服从(0, 1)上的均匀分布； max max[ , ]idv v v  ，vmax

是在之前设定的最大速率，t 为当前迭代次数。 

蚁群算法利用正反馈原理和某种启发式算法

的有机结合来进行寻优，但在某些复杂问题中，该

算法容易出现过早收敛，陷入局部最优解的缺点。

而基于粒子群优化算法的寻优能力主要依赖于粒

子之间的相互作用和相互影响，但粒子自身没有变

异能力。在这里，如果对粒子进行交叉操作，那么

将会产生新的个体。如果对粒子进一步进行变异操

作，那么将会产生更多的新个体。这样对粒子进行

交叉和变异操作后，二者相互配合，能够更好的完

成对搜索空间的全局搜索和局部搜索。从而当粒子

陷入局部极值时，它可以借助其它粒子来跳出局部

极值点。因此，将蚁群算法和粒子群算法混合后，

蚂蚁就具有了“粒子”的特性，按照蚁群算法，完成

一次遍历后，再让蚂蚁根据局部最优解和全局最优

解来进行调整，从而会得到更有优的解。 

下面给出利用粒子群蚁群优化算法来求解圆

排列问题的步骤： 

Step 1. 初始化，产生大量排列顺序，从中选

择出较优的顺序，使这些顺序所在线路留下信息

素，将蚂蚁置于 n 个圆上； 

Step 2. 根据当前位置计算适应度值，即各线

路半径的长度，设置当前适应度值为个体极值，当

前位置为个体极值位置，根据各个粒子的个体极

值，找出全局极值和全局极值位置； 

Step 3. 将各个蚂蚁初始出发点置于当前解集 

中，对每只蚂蚁，按照概率 k
ijp 移至下一圆 j，将圆 

j 置于当前解集； 

Step 4. 对每只蚂蚁进行交叉和变异操作，找

出全局极值和全局极值位置。 

3

Xu et al.: Particle Swarm Ant Colony Optimization Algorithm for Solving Circ

Published by Journal of System Simulation, 2017



第 29 卷第 2 期 Vol. 29 No. 2 

2017 年 2 月 徐小平, 等: 求解圆排列问题的粒子群蚁群优化算法 Feb., 2017 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 251 • 

在对蚂蚁进行交叉和变异操作，找出全局极值

和全局极值位置的过程中，本文提出如下四种交叉

和变异的方法： 

算法Ⅰ：首先，随机选择出路线 C1 和 C2，然

后，将 C1 和 C2 进行相互交叉和变异。例如：当

n=10 时，随机选择出 C1=[10 1 9 4 2 7 5 8 3 6]，

C2=[7 3 9 2 1 10 6 8 4 5]后，首先，对其进行交叉

后，结果为 C01=[10 4 5 1 9 2 7 8 3 6]，然后，在交

叉的基础上再进行变异，结果为 C11=[10 4 5 1 9 2 

6 8 3 7]。 

算法Ⅱ：首先，随机选择出路线 C1 和 C2，接

着，从 C2 中随机选出其局部作为路线 C3，然后，

将 C3 和 C1 进行相互交叉和变异。例如：C1 和

C2 如上算法Ⅰ所示，从 C2 中选出 C3=[7 3 9]后，

对C3和C1交叉后的结果为C02=[7 3 9 10 1 4 2 5 8 

6]，对其进行再变异后的结果为 C22=[7 3 910 1 4 5 

2 8 6]。 

算法Ⅲ：首先，随机选择出路线 C1 和 C2，接

着，从 C2 中随机选出其局部作为路线 C4，然后，

随机产生一个序号，最后，对 C4 和 C1 进行相互

交叉和变异。例如：C1 和 C2 如上算法Ⅰ所示，从

C2 选出 C4=[1 10 6 8 4]后，对 C4 和 C1 交叉后的

结果为 C03= [1 10 6 8 4 9 2 7 5 3]，进一步再变异

后的结果为 C33=[5 7 2 9 4 8 6 10 1 3]。 

算法Ⅳ：首先，随机选择出路线 C1 和 C2，接

着，从 C2 中随机选出其局部作为路线 C5，然后，

采用 C1 中再次出现的重复的个体作为序号后，再

从开始到重复个体的位置，最后，对 C5 和 C1 进

行相互交叉和变异。例如：C1 和 C2 如上算法Ⅰ所

示，从 C2 选出 C5=[8 4 5]后，对 C5 和 C1 相互交

叉后的结果为 C04=[10 1 9 2 7 8 4 5 3 6]，再对其进

行变异后的结果为 C44=[10 1 9 2 7 8 5 3 6 4]。 

Step 5. 计算各蚂蚁的路径的长度，记录当前

的最好解； 

Step 6. 按更新方程修改轨迹强度； 

Step 7. 对各边弧，置路径上信息素增量为零，

迭代次数增加 1； 

Step 8. 若迭代次数小于预定的迭代次数且无

退化行为(即找到的都是相同的解)，则转至 Step 2；

否则，终止程序，输出目前的最优解。 

图 1 给出所给改进算法求解圆排列问题过程

的结构框图。 

 

图 1  结构框图 
Fig. 1  Structured flowchart 

4  仿真实验 

在仿真实验中，文中所给四种算法的参数设置

如下：蚂蚁的数量和粒子的数量均为 m=30，信息

素残留系数=0.9，信息启发式因子=1.5，期望启

发式因子=2，学习因子 c1=c2=0.7，最大速度 vmax=2

和迭代次数为 100。 

首先，给出利用文中所给的四种算法、基本蚁

群算法(参数设置：蚂蚁数量 m=30，信息素残留系

数=0.9，信息启发式因子=1.5，期望启发式因子

=2 和迭代次数为 100)、遗传算法[6](参数设置：种

群数量为 30，交叉概率为 0.9，变异概率为 0.05

和迭代次数为 100)，以及粒子群算法[13](参数设置：

粒子数量 m=30，学习因子 c1=c2=0.7，最大速度

vmax=2 和迭代次数为 100)分别对旅行商问题
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Oliver30 进行求解，结果罗列在表 1 中。 

表 1  求解 Oliver30 的结果 

Tab. 1  Results of solving Oliver30 

算法 
Oliver30 

最优路径 最差路径 

算法 I 423.821 5 430.556 7 

算法 II 423.675 8 429.854 2 

算法 III 425.613 9 430.717 0 

算法 IV 426.554 3 430.812 5 

基本蚁群算法 427.649 1 431.820 1 

遗传算法 439.359 5 472.474 6 

粒子群算法 427.820 1 455.986 2 

从表 1 可以看出，本文所提 4 种算法在求解旅

行商问题的公共数据集上是有效的。 

接着，考虑当圆排列问题 n 取 30，50 和 100，

( 1,2, , )ir i i n   的情况。利用文中所给四种方案

对上述问题分别进行求解。 

当 n 为 30 时，随机给定一个初始的位置，利

用文中所给算法Ⅰ进行一次求解，得到的圆的半径

为 27 3 29 1 30 2 28 4 26 6 15 17 13 19 11 21 9 23 7 

25 5 24 8 22 10 20 12 18 14 16，如图 2 所示，此时，

求得最优的总距离为 756.396 5；利用文中所给算

法Ⅱ进行一次求解，得到的圆的半径为 24 8 22 10 

20 18 12 14 16 15 17 13 19 11 9 23 7 25 5 27 3 29 1 

30 2 28 4 26 6 21，如图 3 所示，此时，求得最优的

总距离为 753.330 0；利用文中所给算法Ⅲ进行一

次求解，得到的圆的半径为 16 14 18 12 15 17 13 19 

11 21 9 23 4 26 3 29 7 25 5 24 8 22 10 20 6 27 1 30 2 

28，如图 4 所示，此时，求得最优的总距离为

757.077 8；利用文中所给算法Ⅳ进行一次求解后，

得到的圆的半径为 17 13 19 11 21 9 23 27 3 29 1 30 

2 28 4 26 6 15 7 25 5 24 8 22 10 20 12 18 14 16，如

图 5 所示此时，求得最优的总距离为 759.415 6。

并且图 6 分别给出了四种算法的相应求解过程图。 

            

图 2  算法Ⅰ的求解结果图                   图 3  算法Ⅱ的求解结果图 
Fig. 2  Solving result diagram of algorithm Ⅰ         Fig. 3  Solving result diagram of algorithm Ⅱ 

           

图 4  算法Ⅲ的求解结果图                       图 5  算法Ⅳ的求解结果图 
Fig. 4  Solving result diagram of algorithm Ⅲ              Fig. 5  Solving result diagram of algorithm Ⅳ 
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图 6  n 为 30 时的求解过程图 
Fig. 6  Solving process diagram for n=30 

当 n 为 50 和 100 时，同样分别随机给定一个

初始的位置，利用文中所给的 4 种算法分别进行类

似于 n 为 30 的求解过程分别进行一次求解，为了

避免文字叙述过于繁琐，具体求解结果不在这里一

一列出，这里只利用图 7 和图 8 分别给出了利用所

给的 4 种算法对它们进行一次求解的相应过程图。 

 

图 7  n 为 50 时的求解过程图 
Fig. 7  Solving process diagram for n=50 

 

图 8  n 为 100 时的求解过程图 
Fig. 8  Solving process diagram for n=100 

对 n 取 30，50 和 100 时，利用本文所给的 4

种方法分别进行 100 次求解后，将其求解结果的平

均值，最好解，最差解和所用平均时间分别罗列在

表 2~4 中。为了进一步说明本文所给方法的可行

性，再分别利用基本蚁群算法(参数设置：蚂蚁数

量 m=30，信息素残留系数=0.9，信息启发式因子

=1.5，期望启发式因子=2 和迭代次数为 100)、

文献[22]中的蚁群模拟退火算法(参数设置：蚂蚁数

量为 30，信息素残留系数为 0.9，信息启发式因子

为 1.5，期望启发式因子为 2，起始温度为 100 000，

终止温度为1，退火速度为0.99和迭代次数为100)，

以及文献[23]中的改进蚁群算法(参数设置：蚂蚁数

量为 30，信息素残留系数为 0.9，信息启发式因子

为 1.5，期望启发式因子为 2，信息素强度为 1 和

迭代次数为 100)分别对 n 取 30，50 和 100 进行 100

次求解，其相应结果的平均值，最好解，最差解和

平均所用时间也分别罗列在表 2~4 中。 

表 2  n=30 的相应求解结果 

Tab. 2  Corresponding solving results of n=30 

算法 
结果比较 

平均时间/s 平均值 最好解 最差解

算法 I 0.47 760.82 750.75 765.34

算法 II 0.43 757.32 750.75 762.5 

算法 III 0.49 759.24 750.75 763.48

算法 IV 0.46 758.36 750.75 764.91

基本算法 0.75 787.42 784.25 790.48

文献[22] 0.68 765.77 750.75 770.459

文献[23] 0.546 787.469 784.417 792.951

表 3  n=50 的相应求解结果 

Tab. 3  Corresponding solving results of n=50 

算法 
结果比较 

平均时间/s 平均值 最好解 最差解

算法 I 0.77 2 047.8 2 037.5 2 055.2

算法 II 0.72 2 039.7 2 037.5 2 043.2

算法 III 0.80 2 041.8 2 037.5 2 045.7

算法 IV 0.86 2 042.5 2 037.5 2 050.6

基本算法 1.03 2 220.57 2 210.96 2 239.4

文献[22] 0.98 2 041.5 2 037.5 2 045.5

文献[23]  0.981 2 224.82 2 218.76 2 238.61
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表 4  n=100 的相应求解结果 

Tab. 4  Corresponding solving results of n=100 

算法 
结果比较 

平均时间/s 平均值 最好解 最差解

算法 I 0.92 8 024.6 8 004.18 8 042.6

算法 II 0.87 8 020.5 8 004.18 8 040.9

算法 III 0.94 8 023.2 8 004.18 8 043.7

算法 IV 0.96 8 022.1 8 004.18 8 045.3

基本算法 2.478 8 843.6 8 824.7 8 856.3

文献[22] 1.05 8 023.1 8 019.8 8 049.7

文献[23] 2.273 8 843.46 8 821.88 8 867.70
 

从以上仿真结果可以看出，文中所给的利用粒

子群蚁群优化算法求解圆排列问题的四种方法是

有效的。 

5  结论 

针对圆排列的求解问题，文中给出了基于粒子

群蚁群优化算法的 4 个新方法。最后，利用仿真实

验结果说明了所给方法是合理的和有效的。 
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