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多圆形随机分布覆盖面积的精确算法及仿真 

张烨，刘魁，陈余植，刘俊杨，杜建超 
（浙江工业大学机械工程学院，杭州 310014） 

摘要：当一定区域内随机分布的多个等面积的圆形发生重叠时，计算所有圆形构成的曲边多边形面

积之和目前需要一种精确算法。算法主要解决了多圆重合面积的计算原则、多圆重合的判断和筛选、

曲边多边形面积计算等技术难点，根据容斥原理，在总面积中根据多圆重合数的奇偶性加上或减去

多圆重合面积，同时还给出了计算机求解的详细实现流程。由于该问题圆形分布的随机性，每次重

新部署时面积覆盖率并不相同，为了实际应用的需要，还对多圆形随机多次部署的面积覆盖率分布

问题进行了仿真分析。 
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Precisely Algorithm and Simulation of Plurality  
of Random Deployed Circulars’ Total Coverage Area 

Zhang Ye, Liu Kui, Chen Yuzhi, Liu Junyang, Du Jianchao 

(College of Mechanical Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310014, China) 

Abstract: A precisely algorithm of total coverage area when a plurality of circulars are random deployed 
and overlapping with each other is needed. The key issues of the solution are the calculating principle of 
the overlapping area, the differentiation and enumeration of the multi-overlapping circulars, and the 
calculation of the multi-shaped curved edges. Based on the inclusion-exclusion principle, overlapping 
area was added or subtracted to the amount area. The computer calculation process was proposed. 
Because the circulars are random deployed, in order to ensure the area coverage, the area cover rate 
problem of repeatedly deployment of the circulars were simulated and analyzed. 
Keywords: a plurality of circular; random deployed; precisely algorithm; confidence level 
 

引言1 

求解多个圆形随机分布时的总覆盖面积是个

看似简单，实际具有相当难度的问题，目前对于这

个问题的相关文献较少。笔者在研究无线传感网络

的覆盖效率和可靠性时[1]碰到这个问题。在某种情

                                                        
收稿日期：2015-03-31       修回日期：2015-06-21; 

作者简介：张烨(1973-)，男，浙江杭州，硕士，副教

授，研究方向为无线传感器网络的设计和仿真；刘魁

(1991-)，男，安徽望江，硕士生，研究方向为无线传

感器网络的设计和仿真。 

况下(比如灾害救援时)，无线传感网络的节点可能

在一定区域内随机分布，如果传感器节点的监测范

围符合圆盘布尔模型[2]，即单个节点的监测范围相

当于一个半径确定的圆形区域，整个无线传感网络

的可监测面积如图 1 所示。为了获得总的监测覆盖

面积大小，需要求解多个随机分布的圆形，已知各

个圆的圆心坐标和半径后的总覆盖面积。 

目前基于网格的近似算法是解决该问题的主

要方法之一，其算法是把整个区域划分为大量网

格，根据每个网格到各个圆心的距离判断该网格是

1
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否被任一圆形覆盖，最后汇总所有被覆盖的网格得

出总覆盖面积。网格的划分有方形网格、菱形网格、

六边形网格等等，目前主要运用的是菱形网格和方

形网格。比如，曹峰等利用几何方法从拓扑学的角

度给出了无线传感器网络目标区域的菱形网格划

分方法[3]，通过将圆形部署在菱形网格的各个顶点

上实现区域的完全无缝覆盖，并从理论上给出了实

现完全无缝覆盖所需最少圆形个数的解析式。方形

网格的算法是将基于网格的目标定位覆盖问题转

化为最小化距离错误问题，设计了一种基于模拟退

火算法的组合优化配置方法。 

 
图 1  0-1 模型的无线传感器节点覆盖 

M.P.Singh 等针对这个问题提出了并集的概

念[4]，指出当监测区域完全被所有圆形组成的一个

并集的集合包含时，该区域被完全覆盖。并且提出

当单个圆形覆盖区域的边界完全被其他圆形覆盖

时，该圆形与其他圆形实现无缝衔接。但是这仅仅

是一个理论方案，并没有给出具体解法和步骤。 

目前能找到的该问题最新的研究结果是高德

民等 2011 年提出的无线传感器网络随机分布覆盖

控制模型[1]，该模型研究了覆盖面积的期望值和分

布概率，但没有给出具体的精确算法。 

1  问题的难点 

该问题看似只是面积求和的问题，但在实际求

解过程中有较大难度，主要的难点在于： 

1. 多圆重合面积的处理。当多圆重合时，重

合部分可能出现被 2 圆、3 圆、4 圆、乃至更多圆

覆盖的小块区域(如图 2 所示)，要计算总覆盖面积，

首先要界定当这些小块面积被不同数量的圆形覆

盖时，如何根据其圆形的重合数量确定重复面积计

入总面积的计算原则。 

 
图 2  不同圆数重合形成的小块区域 

2. 多圆重合的确定。在某些场景中，很有可

能会出现存在大量圆形的情况，这导致这些圆形之

间的重合关系错综复杂，虽然单个重合对总面积的

影响几乎可以忽略，但是大量的组合组成的集合会

对实际的总面积产生一定得影响，那么如何列举出

所有重合圆的集合，并判断集合中组合的重合类型

是较为复杂的逻辑分析问题。 

3. 多圆形覆盖形成的重复曲边多边形顶点的

确定。当重合的圆的数量大于 2 个时，其多圆重合

部分会形成顶点数为圆重合数的曲边多边形，比如

3 圆重合时，一般情况下有 6 个交点，其中 3 个交

点形成 3 圆重合的曲边多边形，必须确定该曲边多

边形的顶点，然后才能计算该曲边多边形的面积。 

4. 多圆重合形成曲边多边形面积的计算。曲

边多边形可以分成顶点构成的多边形和剩余的弓

形面积之和，曲边多边形面积的计算，虽然理论上

根据其顶点的坐标进行计算比较简单，但计算机求

解时，这 2 部分面积的计算均要求区分出顶点的顺

时针或逆时针分布顺序，划分其顶点顺序的逻辑也

较为复杂。 

2  解决方案 

2.1 重合面积的计算原则—容斥原理 

在考虑多圆重合的小块面积与总面积的关系

时，可以应用容斥原理[5]界定其计算原则，即对小

2
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块计数时，必须注意无一重复，无一遗漏。为了使

重叠部分不被重复计算，先不考虑重叠的情况，把

包含于某内容中的所有对象的数目先计算出来，然

后再把计数时重复计算的数目排斥出去，使得计算

的结果既无遗漏又无重复。 

设多圆重合的总面积 S 为有限集，A 为单个圆

的面积，Ai为第 i 个圆，其中： 

i ( 1,2, , , 2)A S i n n⊆ = … ≥                (1) 

则容斥原理的数学表达式： 

1 2

1
1 2

1 1 1
( 1)

k

n n
k

i i i ik
i k i i i n

A A A A
…

−

= = < <
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也可以表示为： 
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对于多圆重合总面积计算的问题，容斥原理的

计算思路可以理解为，先计算出所有圆面积之和，

由于本文事先约定所有的圆面积大小相等，则总面

积之和就是圆的数量乘以单个圆的面积，然后减去

所有 2 圆重合部分的面积，再加上所有 3 圆重合部

分的面积，再减去 4 圆重合部分的面积，并以此类

推，最后算出覆盖总面积。 

2.2 多圆重合的判定与列举 

对于大量随机分布的圆形，要实现上述算法，

必须列举出所有可能的多圆重合的集合，如果要对

所有的圆的组合进行是否重合的判断，其计算量将

大得惊人，因此我们按照以下流程来大幅度减少计

算量。 

1. 引入第 i 个圆 Ai，设 x，y 为圆心坐标，r

为圆半径，则可列举出所有与此圆有重合关系的所

有圆的集合 S，即当 j<i 时，如果： 
2 22 ( ) ( )i j i j i jx x y y r r− + − < +            (4) 

则： jA S∈ ，且 iA S∈  

2. 列出集合 S 的所有子集 Si，如果满足： 

(1) i iA S∈  

(2) Si 中任一圆均和其他圆相交 

则将 Si 加入有效多圆重合的集合 S′。 

3. 重复第 1 步直至引入所有圆。此时我们便

获得所有多圆重合的集合 S′。 

对于判断若干个圆是否重合，以及重合圆的数

量，需要一种便于计算机判断是否存在多圆重合、

重合圆的数量的方法，本文给出了以下的逻辑规

则，在这个场合简便而有效： 

1. 第 i 个圆形与某一圆形的任一交点，如果同

时存在于其他 n 个圆形的内部，则存在一个包括圆

形 i在内的，由 n+2个圆形组成的多圆重合的组合。 

2. 除第 i 个圆形外的任意 2 个圆的交点，同时

存在于包括圆形 i 的其他 n 个圆形的内部，则存在

一个包括圆 i 在内的，由 n+2 个圆形组成的多圆重

合的组合。 

2.3 多圆重合形成的曲边多边形顶点的确定 

多圆重合时，会形成边数小于等于重合圆数的

曲边多边形，如图 3 所示。多圆相交会有很多的交

点，要计算曲边多边形的面积，首先要确定哪些交

点是曲边多边形的顶点。 

 
图 3  多圆重合组成的曲边多边形 

本文给出的判定任意二圆的交点是否是曲边

多边形顶点的依据是：当该交点被其他 m–2 个圆

覆盖，则说明这个交点是这 m 个圆相交形成的曲

边多边形的一个顶点。 

为了计算便于进一步计算曲边多边形面积，我

们还必须将曲边多边形的顶点按顺时针或逆时针

3
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方向排序[6]。其方法是，先找出 x 轴方向最高和最

低的顶点，然后连接这两个点把所有的顶点分为左

右两部分；紧接着对右边的各顶点的 y 坐标采用冒

泡法进行从上到下排序，同样的办法对左边的顶点

进行从下到上的排序；最后可以使所有的顶点按逆

时针进行连接，构成一个多边形。 

2.4 多圆重合形成的曲边多边形的面积计算 

由多圆重合形成的曲边多边形为凸曲边多边

形，并且曲边多边形的边都为其中某一个圆形的一

条弦，同时每一条弦又对应一段圆弧，因此可以将

曲边多边形面积计算分解为以曲边多边形顶点连

接而成的不规则多边形面积的计算和多个弓形面

积的计算问题。 

由于多边形的顶点已经按照逆时针进行排序，

多边形的计算可参考罗志强等提出的方法[6]，由推

广的 Green 公式建立起重积分与曲线积分的关系，

推导出任意多边形的面积计算公式： 
m

1 11
1 ( )
2R k k k kk

S x y x y+ +=
= −∑             (5) 

式中：SR 为多边形的面积；m 为多边形的顶点数

量；xk 为多边形某一顶点的横坐标；yk 为多边形某

一顶点的纵坐标。 

弓形面积则由该段圆弧构成的扇形面积减去

由圆心和 2 个顶点构成的三角形面积即可，由于本

文中所有圆形的大小完全相等，则只要弦长确定，

弓形的面积就确定了。 

其计算公式为： 
2

2 1 2S sin
2 2 4
L L LR R
R

− ⎛ ⎞= ⋅ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (6) 

式中：S 为弓形的面积；R 为圆的半径长度；L 为

圆弧对应的弦长。 

3  计算机求解的流程及算法效率比较 

3.1 计算机求解的流程 

设总覆盖面积为 Z，第 i 个圆形为 ，则该算

法在计算机上求解的流程如下： 

1. 获得到 Ai的圆心坐标，i=1~n，在总覆盖面

积 Z 上加上一个圆形的面积。 

2. 判断该圆形与 A1~Ai–1是否相交，列出所有

与该圆相交的所有圆的组合，然后在覆盖面积 Z

中减去所有二圆重合的重合部分面积。 

3. 判断这些圆的最大多圆重合数 m。 

4. 列出所有可能的 3～m 个多圆组合关系。 

5. 判断这些多圆组合的每一项，是否的确存

在全部重合关系，如果不存在，则去除这一组合。 

6. 计算每一项多圆重合的重合部分的面积。

首先确定重复部分的顶点，然后计算顶点构成的多

边形面积，最后计算弓形面积。 

7. 在总面积 Z 中加上或减去多圆重合部分

面积。 

8. 重复 1~7 过程，直至 i=n。 

3.2 算法效率比较 

目前能够检索到的计算出某一具体多圆法分

布的覆盖面积的算法仅有网格算法，为了分析本文

算法的效率和优势，我们将本文算法和基本网格算

法的计算效率和优劣进行了比较。 

网格算法首先是一种近似算法，其计算精度取

决于网格的密度，而且其计算量将随着其精确度的

提高急速增加。计算时需要对每一个网格是否被某

一圆形覆盖进行计算，如果不考虑模拟退火优化等

优化方法，判断每一个网格是否被覆盖需要进行的

浮点运算次数为： 
S gnl=                               (7) 

式中：g 为网格数；n 为节点数；l 为一次距离判断

的浮点计算次数，包括 3 次加减法，2 次平方和 1

次开根号计算。 

为了分析 2 种算法在不同精度下的计算效率，

我们采用普通 PC 机对一定面积下(150 单位×100

单位)二种算法的计算效率进行了统计分析，其中

统计了使用不同精度网格法的计算时间，以及本文

算法的计算时间，其统计结果如图 4 所示。 
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图 4  不同精度的网格算法及本文算法的实际计算时间 

从图中可以看出，网格算法适用于面积不大，

计算精度极低的情况下，当计算精度略微提高时，

计算时间会快速增加，其计算量和精度均不太适合

应用于对于实际问题的仿真计算。 

本文算法为一种精确算法，计算结果可以始终

保持双精度浮点数，当节点密度不大时，计算速度

很快，当节点密度较高时，多圆重合数较多时，在

上述计算机流程第 4 步会出现较多的递归次数，会

增加较多的计算量，但考虑到其精度很高，可以事

先对不同面积和节点密度的情况进行仿真，然后拟

合出经验公式，以方便实际应用。 

4  多圆形多次随机部署面积覆盖率分

布仿真 

由于多圆形随机分布具有一定的随机性，因此

当区域面积确定、圆形数量和直径不变的情况下，

每次重新部署形成的多圆重合的面积覆盖率也不

同。在某些情况下，为了确保每一次部署都能够能

保证一定的覆盖率，需要对圆形数量、面积覆盖率

与达到某一覆盖率的置信水平建立起一定的对应

关系，以便于对部署的数量和密度事先进行决策。 

为了分析上述关系，我们对一定区域内一定数

量的圆形多次随机分布产生的覆盖面积数值进行

了仿真。比如，当区域面积为 150 单位×100 单位，

圆形的覆盖半径为 3 单位，部署 800 个圆形时，进

行 10 000 次仿真计算后其覆盖面积的分布情况如

图 5 所示： 

 
图 5  10 000 次仿真后面积覆盖率的分布情况 

面积覆盖率最大值是 78.03%，最小值是

73.78%，平均值为 75.91%，极差是 4.23%，接近

于 1/20。 

为了形象地表示一定区域内不同数量的圆形

随机部署时的面积覆盖率的变化，我们对同一区域

从部署 0 个圆形开始，以 50 个圆形作为跨度，逐

步增加圆形直至 1 000 个，然后对每种情况分别作

了 10 000 次仿真，然后取仿真结果的平均值，可

以得到不同数量圆形部署在该区域时面积覆盖率

的变化情况，如图 6 所示。 

 

图 6  不同数量的圆形随机部署覆盖率的平均值 

这样，对于特定区域和覆盖半径为特定值的圆

形，就可以通过仿真获得其部署数量和面积覆盖率

之间的大致关系。可以预先判断当部署一定数量的

圆形的面积覆盖情况，或者当需要达到一定的面积

覆盖效果时，大致需要多少圆形。 

5  置信度分析和经验公式 

为了事先快速计算部署度多少个圆形能够有

较大的概率获得满意的面积覆盖率，我们引入置信
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水平 β[7]，分析圆形数量、部署后面积覆盖率与其

置信度之间的关系，当要求置信水平大于等于 β

时，其面积覆盖率应有临界值 η，面积覆盖率低于

η 的概率较大，能满足置信水平 β。反之，面积覆

盖率高于 η的概率较小，不能满足置信水平 β。 

假设在边长分布为 a，b 的区域内，部署 n 个

覆盖半径为 r 的圆形，则面积覆盖率临界值 η与置

信水平 β之间有一定的对应关系，可表示为： 
2( , ( ) / )

( ( , ) ( ^ 2 / )

interval n r ab

interval f n n r ab

η π

β π

=

，
          

(8)
 

假设某一区域尺寸为 150 单位×100 单位，圆

形半径为 3 单位，在置信度公式(1–a/2)%中，a 分

别选取 1~0，即置信水平取 0.5~1 时，不同圆形的

面积覆盖率临界值经仿真计算，结果如图 7 所示。 

 
图 7  不同置信区间面积覆盖率临界值与圆形数的关系 

图 7 可以看出，对于同一区域，当部署一定数

量的圆形时，面积覆盖率和置信度水平呈反比。而

如果需要确保某一面积覆盖率的置信度水平，则需

要部署更多的圆形。 

这正代表了实际应用中，设备数量和覆盖效果

约束的二种情况。当确定圆形数量，需要评估覆盖

率和其置信度时，可以在视为图 7 中画出 x 等于圆

形数的垂直线(如图所示)，垂直线和不同置信度曲

线的交点即为不同置信度时的覆盖率。当对置信度

和覆盖率有确定的要求，需要确定部署圆形的数量

时，可以在图 7 中画出 y 等于覆盖率的水平线，该

线与不同置信度曲线的交点即为不同置信度要求

时应部署的圆形数量。 

为了便于快速计算，可以拟合出一定区域内

a，b，r 为定值时，面积覆盖率临界值 η随圆形数

量 n 与置信水平 β的经验公式。 

当 (300,1000)n∈ 时，设面积覆盖率 η 随圆形

数量 n 变化的关系式为： 
( ) (300,1000)f n k n b nη = = ⋅ + ∈，         (9) 

求得回归模型拟合系数表后发现，a 变化很小

可近似看成一个定值，而 b 值跟呈现出一定的递减

关系，可进行多项式拟合： 
1

1( ) , (0.5,1)n n
n nb g c n c n dβ β−

−= = ⋅ + + + ∈"  (10) 

可得此情境(a，b，r， (300,1 000)n∈ )时的 2

个经验公式： 
2( , ) 0.063 16.1 18.7 23η f n β n β β= = − + +  (11) 

21 000(16.1 18.7 23 )
63

β β ηn
⎛ ⎞− − +

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (12) 

经验算，该经验公式的相对误差值很小，均在

5%之内，说明这个经验公式具有较高的应用指导

价值。 

6  结论 

本文提出的算法能够做到精确计算相同圆相

交而形成的曲边多边形面积，并且流程相对简单，

计算量小，可以快速得到大面积、多圆形情况下的

计算结果，是一种具有较高实用价值的算法。另外，

本文提出的仿真结果和经验公式为类似情况的决

策提供了有效的工具。 

本算法尚存在不足，需进一步完善以下方面： 

1. 当一定区域内圆的密度较大时，流程后期

多圆组合的最大数 m 较大时，列出所有组合的过

程递归数量较多，会占用一定的计算资源，计算速

度会有所减慢。 

2. 该算法未考虑区域边界处理的问题，如果

需要计算在一定区域(如矩形)内的覆盖面积，当临

近边界的圆有部分落在区域外时，需要对算法进行

调整，在计算每一块重合面积时均应考虑区域外部

分面积的去除。 
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