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点覆盖问题的近似算法研究 

高文宇，李华 
（广东财经大学信息学院，广州 510320） 

摘要：点覆盖问题是最重要的 NP 完全问题之一，也是近年来参数算法设计中研究得最多的问题之

一。针对现有点覆盖近似算法的一些不足，基于点覆盖问题参数算法的进展，提出了该问题一个基

于 NT 定理规约的 2-近似算法。利用了参数算法中的核化技术对图进行化简，在剩余图上采用贪心

策略来指导节点的选择，核化技术为算法提供了有效的近似度保障。为检验新算法性能，在不同类

型的随机图上通过仿真实验比较了新算法和经典的基于匹配的 2-近似算法。仿真实验结果表明新算

法较基于匹配的 2-近似算法有着明显的优势。 
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studied problems in parameterized algorithm design in recent years. According to some deficiencies of 

existing vertex cover approximation algorithms, a novel NT theorem based 2-approximation algorithm 

was proposed based on advances in parameterized algorithm. The new algorithm first used kernelization 

technology to reduce the origin graph, then used greedy strategy to guide the vertex selection in the 

remaining graph, kernelization provided effective guarantee for the approximation algorithm. In order to 

test the performance of the new algorithm, simulations on different types of random graph were carried to 

compare the new algorithm and the classical matching-based 2-approximation algorithm. Simulation 

results show that the new algorithm outperforms the matching-based 2-approximation algorithm. 
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引言1 

图 ( , )G V E 的点覆盖是图的节点集的一个子集

C V ，使得对任意的边 ( , )u v E ，有 u C 或

v C 。即子集 C 中的节点覆盖了图 G 所有的边。

最小点覆盖问题就是在一个给定的图中，找出最小
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规模的点覆盖。将这一最优化问题表述为一个判断

问题就是，给定图 ( , )G V E 中，是否存在一个点覆

盖集C V ，使得 | |C k≤ （其中 k 为一个常数）。

图的点覆盖问题是最重要的 NP 完全问题之一，其

在无线传感器网络、生物信息学等领域都有着重要

的应用价值。点覆盖问题存在简单的 2-近似算法，

一些特殊图中的点覆盖问题是多项式时间可解的，

著名的 Konig 定理指出在二分图中，最小点覆盖的

大小等于最大匹配的大小，它们都是多项式时间可

解的[1]。多年来，研究者从不同角度对点覆盖问题

1
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展开了深入研究，特别是随着近年来参数计算理  

论[2-3]的发展，点覆盖成为了参数计算中被研究得

最多的问题。Buss 和 Goldsmith 最先给出求解点覆

盖问题的复杂度为 2 2( 2 )k kO kn k  的参数算法[4]，

不久，Downey 和 Fellows 将这一结果提高到

2( 2 )kO kn k [5]。之后，Balasubramanian 等人将底

数降到了 2 以下，给出了一个 2( 1.324 718 )kO kn k

的算法 [6]，随后 Chen 又给出时间复杂度为

( 1.285 )kO kn  的算法[7]。目前最好结果是 Chen 设

计的时间复杂度为 (1.2738 )kO 的参数算法[8]。本文

在点覆盖核化算法的基础上设计了一个 2-近似算

法，然后通过随机仿真实验比较了不同的近似算法

的性能。 

1  点覆盖问题的近似算法 

1.1 基于匹配的 2-近似算法 

对于点覆盖问题而言，有一个非常直观的贪心

算法。由于点覆盖是要选取尽量少的点来覆盖图中

所有的边，因此通过在图中反复选取度最大的点即

可得到一个较小的点覆盖。但是该近似算法存在明

显的弱点，并且无法提供确定的近似比保障。如图

1 所示的图 G，若按照度最大原则选择点覆盖，则首

先会选定节点 8 和 9，然后还需在节点 0~7 中选至

少 4 个点，因此得到的点覆盖集大小为 6。而该图

的最小点覆盖集可以由{4,5,6,7}这 4 个节点构成。 

 

图 1  图 G(V, E) 

为了获得有近似比保证的近似算法，经典的做

法是采用基于匹配的方法，即每次从图中选择一条

边(即一个匹配)，将其关联的两个点加入点覆盖

集，同时将这条边及其相邻边从图中删除，随后在

剩余图中重复此过程，直至剩余图的边集为空。详

细算法描述如下。 

基于匹配的 2-近似算法： 

1  Cφ 

2  while E≠φ 

3      从 E 中任取一条边 uv 

4      CC∪｛u, v｝ 

5      从E中删除所有与节点u或 v相连的边 

6  endwhile 

7  return C 

由于所有被选出的边在原图中构成一个极大

匹配，因此哪怕仅仅覆盖选出的这 k 条边也需至少

k 个点，因此原图的最小点覆盖不可能小于 k 个

点，而该算法得到的点覆盖的大小为 2 k，因此这

是一个 2-近似算法。 

基于匹配的 2-近似算法有着很好的理论上的

近似比保障，但是从实际情况来看，有时可能会得

到较大的点覆盖集。例如在图 1 所示的图上运行该

算法，得到的点覆盖集大小为 8。 

1.2 基于 NT 定理规约的 2-近似算法 

鉴于上述近似算法的不足，我们根据点覆盖的

参数化核化算法设计了一个新的近似算法。核   

化[3,9]是参数算法设计中最重要的技术之一，所谓

核化是指如果存在一个多项式时间算法 K 和一个

递归函数 g，使得对于参数问题 Q 的任意一个实例 

(x, k)，应用算法 K 将 Q 转化为一个新实例(x’, k’)，

使得|x’|≤g(k)和 k’≤k，并满足当且仅当(x’, k’)是参

数问题 Q 的一个真实例，(x, k)也是 Q 的一个真实

例，则我们说参数问题 Q 是可核化的，算法 K 称

为核化算法，新实例(x’, k’)称为核心化后的问题

核。核化后问题规模极大地降低。核的大小可能是

参数 k 的线性式(线性核)，也可能是参数 k 的多项

式(多项式核)，甚至是参数 k 的非多项式。一个规

模极大降低的核不仅可以用于设计参数算法，也可

用于近似算法的设计。NP 完全问题的参数化核化

算法研究是当前的一个研究热点，许多问题都得到

了多项式甚至线性核，然而这些核化算法在实际应

用中的效果如何却很少见到这方面的研究。我们根

据点覆盖问题的参数化核化算法的一些结论设计

2
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了一个 2-近似算法，并通过随机仿真实验对算法的

实际性能进行了分析。 

目前点覆盖问题最好的核化算法可以得到 2 k

大小的线性核[7]，其关键在于利用 NT 定理[10-11]对

图进行了规约。主要过程如下。 

(1) 根 据 图 ( , )G V E 定 义 一 个 二 分 图

( , , )BB V V E ，其中 | | | |V V  ，二分图的边集 BE 定

义如下： {( , ) | ( , ) }BE x y x y E  。 

(2) 求出二分图 ( , , )BB V V E 的最小点覆盖

BC ，并根据 BC 将图G 的节点集V 划分为如下 3

个子集(根据 Konig 定理，二分图的最小点覆盖大

小等于其最大匹配的大小，有多种方法求二分图的

最小点覆盖)： 

1 { |   ND  }B BV x x C A x C   ; 

1/2 { |   OR  }B BV x x C X x C   ; 0 1 1/2( )V V V V   。 

(3) 在 NT 定理中证明了集合 1V 必定属于图G

的某个最小点覆盖集，集合 1V 加上诱导子图

1/2( )G V 的最小点覆盖集可以构成图G 的最小点覆

盖集，且诱导子图 1/2( )G V 的最小点覆盖集的大小

不少于 1/2V 包含的节点数的一半。 

因此，根据 NT 定理的结果可以设计出如下的

具有近似比保障的 2-近似算法。 

基于 NT 定理规约的 2-近似算法： 

1  Cφ 

2  根据图 G 生成对应的对称二分图 B 

3  找出二分图 B 的最小点覆盖集 CB 

4  根据 CB将图 G 的节点集 V 划分为必选点

集 V1、可选点集 V1/2 以及不选点集 V0 

5  CC∪V1 

6  对可选点集 V1/2 的诱导子图 G(V1/2)执行基

于节点度的贪心策略，通过反复选取度最大的节点

求出诱导子图 G(V1/2)的点覆盖集 CV1/2 

7  CC∪CV1/2 

8  return C 

由于集合 1/2V 中不少于一半的点属于图 G 的

最小点覆盖集，而上述算法中得到的点覆盖集 C

由必选点集合 1V 和诱导子图 1/2( )G V 的点覆盖集构

成，因此所得的点覆盖集 C 小于等于最小点覆盖

的 2 倍。所以，上述算法也是一个 2-近似算法。 

相比于基于匹配的 2-近似算法，新算法不是盲

目地选择相邻的点作为点覆盖集中的候选节点，而

是借助于 NT 定理的结果确定了一些必选节点，同

时将不必要的点删除，将剩余节点控制在一定范围

之内，然后在剩余节点上应用贪心策略来指导候选

节点的选择。基于 NT 定理的新算法虽然在理论上

仍然是 2-近似算法，但是由于有效地避免了一些冗

余的选择，因此有理由预计新算法具有更好的效果。 

时间复杂度方面，算法中根据图 G 生成对应

的二分图B所需时间为 | |E (将图G的 | |E 条边转换

成 2 | |E 条边插入到二分图 B 中，二分图 B 的规模

和图 G 的规模是线性相关的，即二分图 B 的节点

数和边数分别是图 G 的节点数和边数的两倍)；找

出二分图 B 的最小点覆盖集可以利用二分图的最

大匹配算法，而借助于网络流的二分图最大匹配算

法可以仅用 (| | | V |)O E 时间求出[12]；根据二分图

B 的最小点覆盖集划分图 G 的节点集 V 所需时间

为 | |V 。最后使用贪心策略求出诱导子图 1/2( )G V 的

点覆盖集所需时间为 2
1/2| |V 。因此整个算法能以较

高效率运行。 

基于NT定理规约的2-近似算法不仅在理论上

有着严格的近似比，而且由于其在处理过程中提前

去掉了一些不必要的点，极大地降低了图的规模，

因此在实际应用中也有着很好的效果。例如对于图

1 中所示的图运行基于 NT 定理规约的 2-近似算法

可得结果如下： 

首先根据图 1 生成对应的二分图 B (见图 2)。

图 1 中的图 G 包含 10 个节点(序号为 0~9)，因此

二分图B的左集和右集分别包含 10个节点(序号分

别为 0~9 和 0’~9’)；图 G 中节点 0 和 4 之间有边相

连，则二分图 B 中节点 0 和 4’以及 0’和 4 之间有

边相连，依此类推； 

然后可以使用确定性算法求出二分图 B 的最

小点覆盖，在此例中最小点覆盖 {4, 5, 6, 7,BC   

4 ,5 ,6 ,7 }    (图 2 中用圆圈圈住的 8 个节点)，所以依

3

Gao and Hua: Research of Approximation Algorithm of Vertex Cover

Published by Journal of System Simulation, 2016



第 28 卷第 11 期 Vol. 28 No. 11 

2016 年 11 月 高文宇, 等: 点覆盖问题的近似算法研究 Nov., 2016 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 2787 • 

据 NT 定理的结论可以将图G 的节点集V 划分为 3

个子集：1 {4,5,6,7}V  ，1/2V ， 0 {0,1,2,3,8,9}V  。

因此，图 G 的最小点覆盖集就由 1V 和诱导子图

1/2( )G V 的点覆盖集构成，由于 1/2V ，所以本例

中图G 的点覆盖集就是 {4,5,6,7}C  ，其大小为 4。 

 

图 2  图 G(V, E)对应的二分图 B 

2  近似算法的实验分析 

2.1 近似算法在普通随机图上的实验 

对于近似算法来说，随机仿真实验是验证算法

性能的有效方法[13-15]。因此我们也通过随机图上的

仿真实验来比较新算法和经典的基于匹配的 2-近

似算法的性能。通过指定图的节点数 | |V 和边数

| |E ，首先生成一个 | |V 个节点 0 条边的空图，然

后每次随机产生两个表示节点的随机数 u ，w ，将

uw 作为一条边添加到图中，重复该过程 E 次，这

样就得到一个包含 | |V 个节点和 | |E 条边的随机

图。通过变更参数 | |V 和 | |E 可以很容易地调整图

的规模和稀疏度，以满足不同实验需求。当然，在

生成随机图的过程中需要去掉自环和平行边以保

证得到的是简单图。 

实验在不同节点数、不同稀疏度的随机图上进

行了多次，每个随机图分别运行两个不同的近似算

法。在实验中进行了 4 组随机实验，第一组将随机

图的节点数设定为 100，边数由 0 逐步变化到     

4 900(步长为 100)，在每一个边数不同的图上分别

运行两个不同的近似算法，所得点覆盖集大小的情

况如图 3(a)。当节点数 | |V =100，边数 | |E =100 时，

该图包含的边较为稀疏，因此点覆盖集的也较小，

当节点数 | |V =100，边数 | |E =4 900 时，该图所有

节点接近构成一个团(包含 100 个节点的团含的边

数为 100×99/2=4 950)，因此运行近似算法所得的

点覆盖集的大小也接近 100。 

 

(a) | | 100V   

 

(b) | | 200V   

 

(c) | | 300V   

 

(d) | | 400V   

图 3  随机图上的实验结果 

4
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从图的整体趋势来看，基于 NT 定理规约的 2-

近似算法得到的点覆盖集明显小于基于匹配的 2-

近似算法得到的点覆盖集。 

图 3(b)，3(c)，3(d)分别展示的是节点数固定

为 200、300、400 时，边数由 100 逐步变化到 4 900，

分别运行两个不同的近似算法所得点覆盖集大小

的情况。图中趋势与图 3(a)类似。 

将图3中的4幅图比较一下还可看出随着仿真

实验中节点数的增加，基于 NT 定理规约的 2-近似

算法的优势表现得更为明显。这是因为用于仿真实

验的随机图的边数是固定的。随着随机图节点的增

加，而边数不变，那么图中的边越来越稀疏。这也

说明，在边较为稀疏的图中，新算法有着更为优越

的性能。究其原因，是因为基于匹配的 2-近似算法

每次都选择两个相邻的点，因此这两个相邻的点之

间的那条边被最终的点覆盖集覆盖了两次，在较为

稀疏的图中，这种冗余的覆盖导致了最终的点覆盖

集可能较大；而在基于 NT 定理规约的 2-近似算法

中，首先通过 NT 定理规约得到的是必选点，其后

通过贪心策略每次选择一个局部最优的点，从而使

得在有近似比保证的情况下又尽量减少了冗余覆

盖。 

2.2 近似算法在随机二分图上的实验 

为了进一步比较算法在不同场景下的性能，我

们还采用了随机二分图来检验近似算法的效果。因

为二分图的最小点覆盖是可以在多项式时间求出

的，因此可以对近似算法的评价提供一个基准。 

随机二分图的生成方法如下。在每一个二分

图的生成过程中，首先指定左集 M 和右集 N 的

大小，以及边数 || E 。然后每次随机产生两个表

示节点的随机数 u，w( 0 | |u M≤ ，0 |w N≤ )，

将 uw 作为一条边添加到二分图中，重复该过程

E 次(期间去掉平行边)，这样就得到一个左集大

小为|M|，右集大小为|N|，边数为 | |E 的二分图。 

在整个实验中，二分图的左集 M 的大小由 1

增长到 100，然后其右集 N 的大小也从 1 增长到

100，因此生成的二分图的数目为 10 000 个，实验

在这 10 000 个二分图上进行了 10 000 次，设定随

机二分图的边的稀疏度为 0.2，即每个二分图包含

的边数为 | | | | | | 0.2E M N   。在随机生成的    

10 000个二分图上分别运行和基于NT定理规约的

2-近似算法和基于匹配的 2-近似算法，以及求二分

图最小点覆盖的确定性算法。结果发现基于 NT 定

理规约的 2-近似算法所得结果和确定性算法所得

结果在很多时候都是一致的，远远优于基于匹配的

2-近似算法所得结果。 

图4(a)是在这10 000个二分图上运行基于NT

定理规约的 2-近似算法得到的点覆盖集大小的三

维效果展示，其中 X 轴为左集 M 的大小，Y 轴为

右集 N 的大小，Z 轴为所得点覆盖集的大小。图

4(b)是在这 10 000 个二分图上运行基于匹配的 2-

近似算法得到的点覆盖集大小的三维效果展示。

可以看出，基于 NT 定理规约的 2-近似算法明显

优于基于匹配的 2-近似算法。图 4(a)展示的新算

法得到的点覆盖集大小在多数时候都只有图 4(b)

展示的基于匹配的 2-近似算法所得点覆盖集大小

的一半。这是因为在针对二分图的仿真实验中，

新算法在 NT 定理的指导下更“聪明”地倾向于在

二分图的一个部集中选择节点，而基于匹配的 2-

近似算法则在二分图的两个部集中同时选择节

点，因此选择了更多的冗余节点，从而导致最终

的点覆盖集较大。 

为了进一步检验边的稀疏度对于算法效果的

影响，在随机二分图中将边的稀疏度分别设定为

0.4，0.6，0.8，然后重复实验，所得结果与前面

类似，在边较为稠密的情况下，基于 NT 定理规

约的 2-近似算法依然明显优于基于匹配的 2-近似

算法。 

二分图上的实验更清晰地展示了基于匹配的

2-近似算法中由于选择节点时存在的冗余导致了

最终结果不是太理想；而基于 NT 定理规约的 2-

近似算法则很好地解决了这个问题。 
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(a)  基于 NT 定理规约的 2-近似算法所得结果 

 

(b)  基于匹配的 2-近似算法所得结果 

图 4  随机二分图上的实验结果 

3  结论 

图的点覆盖问题是最重要的 NP 完全问题之

一，由点覆盖问题研究而得到的 NT 定理对近似

算法和参数算法设计都有着重要的影响。本文提

出了一个基于 NT 定理规约的 2-近似算法，新算

法利用 NT 定理的相关结论对算法的近似度提供

了有效保证，较低的算法时间复杂度也让算法在

实际应用中能高效运行。文中通过在随机图和随

机二分图上的算法仿真实验比较了不同近似算法

的性能。实验结果表明，基于 NT 定理规约的 2-

近似算法较经典的基于匹配的 2-近似算法有着明

显的优势，这主要得益于新算法在处理过程中去

掉了一些不必要的节点，极大地降低了图的规模，

从而优化了最终结果。 
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