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带形状控制的二次有理三角样条曲线 

刘新儒 1,2，魏曼曼 1，刘圣军 1,2*，杨当福 1 
（1. 中南大学数学与统计学院，长沙 410083；2. 中南大学工程建模与科学计算研究所，长沙 410083） 

摘要：利用函数值及其一阶导数来构造带形状控制的二次有理三角样条曲线.从理论上详细讨论了

该插值曲线格式的值控制及拐点控制,并从最优化角度结合设计目标,给出了拐点位置计算的最优

化方法.实例表明,该曲线格式及优化方法可用于造型设计. 

关键词：有理三角样条；值控制；拐点控制；最优化 
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Quadratic Rational Trigonometric Spline Curves with Shape Controlling 

Liu Xinru1,2, Wei Manman1, Liu Shengjun1,2*, Yang Dangfu1 

(1. School of Mathematics and Statistics, Central South University, Changsha 410083, China;  

2. Institute of Engineering Modeling and Scientific Computing, Central South University, Changsha 410083, China) 

Abstract: A new quadratic rational trigonometric spline curve with a shape parameter was proposed. The 

value control and the inflection-point control of the interpolation scheme were discussed in theory. And 

the optimal methods for calculating the desired inflection-points was proposed, by using optimization 

theory. Numerical experiments show the interpolation spline and the optimization method can be used in 

modeling design. 

Keywords: rational trigonometric spline; value control; inflection-point control; optimization 
 

引言1 
曲线曲面的造型设计是计算机辅助几何设计

的一个关键问题。而样条插值是解决这个问题的有

力工具。目前，已有许多学者研究了插值曲线曲面

的保形性质[1-5]。为了满足不断增加的模型复杂性

及制造的需要，保形控制在曲线曲面的构造中变得

越来越重要[6-8]。近年来，许多作者开始研究带参

数的单变量有理样条插值[9-15]，其中插值函数的参

数是根据控制的需要来计算并选择的，故可实现对

形状的约束控制。如文献[9]提出了基于最小弹性
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基金项目：国家自然科学基金(61572527，11271376)，
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讲师，研究方向为几何造型、数值建模 ;魏曼曼

(1991-)，女，河南商丘，硕士生，研究方向为计算

机辅助几何设计。 

应变能的值控制方法。文献[10]研究了插值曲线的

凸性控制，文献[12]利用具有二次分母的函数值构

造了有理样条。 

与多项式基相比较，三角函数基能表示复杂的

圆锥曲线。基于此考虑，本文构造了一个带形状参

数的二次有理三角样条插值，并讨论了插值曲线的

值控制性和拐点控制性，最后从最优化角度给出了

拐点位置优化方法。 

1  代数曲线间最短距离的已有算法 

给定数据{(ti, fi, di), i = 0, 1, …, n}，其中 fi 和

di分别为被插值函数 f(t)在点 ti的函数值及导数值，

此处分划点为 α = <t0<t1< … <tn=b。记 hi=ti+1–ti, θ = 

π (t–ti)/2hi，且令 αi> 0。则[a, b]上 C1连续的二次有

理三角插值样条定义如下：
 

1

Liu et al.: Quadratic Rational Trigonometric Spline Curves with Shape Control

Published by Journal of System Simulation, 2016



第 28 卷第 10 期 Vol. 28 No. 10 

2016 年 10 月 刘新儒, 等: 带形状控制的二次有理三角样条曲线 Oct., 2016 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 2401 • 

0 1 1

2 3 1

( ) ( , ) ( , )

    ( , ) ( , ) ,
i i i i

i i i i

P t f f

d d

     
     





  

       (1)
 

其中： 
2 2

2

0 2

2

1 3

( , )= ,

2 (1 )
( , ) , ( , ) ,

( , ) π ( , )

2 (1 )
( , ) , ( , ) ,

( , ) π ( , )

i i

i i i
i i

i i

i
i i

i i

C S

C h S S

h C CS

   

 
     

     

     
     




 

 
 

 

且 C=cosθ，S=sinθ。简单验证可知曲线 P(t)满足端

点插值条件 P(ti)=fi 及 P’(ti)=di (i = 0, 1, …, n)。 

由式(1)及样条基函数表达式可知，形状参数

αi 的作用是对曲线段 P(t)两个端点(ti, fi, di)及(ti+1, 

fi+1, di+1)的非线性加权处理。αi 越大，左端点(ti, fi, di)

对曲线 P(t)的影响越大，若 αi→∞，P(t)将近似等

于 fi (除了在右端点附近很小范围内快速达到 fi+1

之外)。反之，αi 越小，右端点(ti+1, fi+1, di+1)对曲线

P(t)的影响越明显，极端情况是 αi→0，P(t)将近似

等于 fi+1 (除了在左端点附近很小范围内快速达到

fi 之外)。 

当 θ∈[0, π/2]时，样条函数基 ωi(θ, αi)满足 

0 1
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故对于给定的数据，无论正参数 αi 取何值，曲线

P(t)在区间[a, b]是有界的。若记 
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则对任意的正参数 αi，易得下不等式恒成立： 

( ) 2 iP t F h D ≤ 。 

2  误差估计 

由于式(1)的递推性，故仅需分析子区间[ti,ti+1]

即可得曲线的全局误差性质。假定数据集取自 f(t)

∈C2[a, b]，根据 Peano-Kernel 定理[14]，有：
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在[ti, ti+1]上计算可得 
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故 p(τ)，q(τ)在其定义区间上均有一个零点，分别

为 τ1，τ2。其中 
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因此，由(2)式可得 
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其中：ci=max ω(θ, αi)。从而可得如下定理： 

定理 1. 设 f(t)∈C2[a, b]，以及区间上的结点 a = 

t0<t1< … <tn= b。对给定正参数 αi，由(1)式定义的

插值函数 P(t)在子区间 t∈[ti,ti+1]上，有 

(2) 2[ ] ( ) i iR f f t h c≤
              

     (3) 

显然，最优误差估计函数不依赖于子区间[ti, ti+1]，

仅与参数 αi及子区间长度有关。 

3  插值曲线的值控制性 

插值曲线的形状依赖于插值区间上的插值数

据。通常对于给定插值数据，插值曲线的形状是

确定的。但在式(1)中有一个额外的参数，可以选

择合适的参数来改变插值曲线的形状。首先，我

们分析值控制的方法。设 θ*为 t*的局部坐标(θ∈[0, 

π/2])，若实际设计中要求在区间内点 t*处函数值

2
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为值控制方程。 

若存在一个正参数 αi 满足(4)，则 αi 为此方程

的解。给定 t*∈(ti,ti+1)，则 t*已知，而参数 αi 未知。

式(4)等价于 
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故可得如下定理： 

定理 2. 设 P(t)为由式(1)定义的插值样条函数，对

给定的 t*∈(ti,ti+1)，满足 P(t*)=M 正参数 αi 存在的

充要条件为 

1 2m M m 
                          

(7) 

这里， 1 2( ) 2 , ( ) 2 ,m E D m E D       

且，

2 2 2

2 2
1

2 2
1

, 4 ,

( )

( )( ).

i i

i i

D S C E DF

E f f D GS HC

F f C G f S H





   

   

               

(8) 

证明：由式(5)容易得到当 

0AB                                (9) 

时，这样的正参数 αi 存在且唯一。展开式(9)并整

理，得到式(9)等价于 

2 0DM EM F                      (10) 

其中：D，E 以及 F 由式(8)定义。又当 t*∈(ti,ti+1)，

显然有 D > 0，从而 

2 2 2
1[( ) ] 0i if f D GS HC       

恒成立。故不等式(10)有解，且解由式(7)给出。 

因此，当 M∈(m1,m2)时式(9)成立，从而正参数 αi

存在，且唯一由式(11)得到。 

i B A  
                          

(11) 

由定理 2可知，对于给定的插值数据及位置 t*，

控制点值 M 必须在区间(m1,m2)内，且一旦 M 给定，

正参数 αi 可由式(11)计算得到，同时曲线 P(t)也唯

一确定。 

此外，对于给定插值数据(ti, fi, di)及参数 αi，

容易验证上面定义的函数 P(t)是存在且唯一的。 

例 1 考虑[0,1]上的插值。设 f(t)为被插值函数，

且 f(0)=4，f(1)=1。令 P(t)为[0,1]上由(1)定义的插

值函数，讨论在 f ’(0)= –3/4， f ’(1)= –1/4 或

f ’(0)=3/4，f ’(1)=1/4 条件下值控制点 t*及 M 的曲

线生成情形。 

根据值控制性，由不同正参数 αi 生成的曲线

P(t)不相交，且与 t*及 M 均无关(见图 1，给定数据

来自例 1)。图中最外围的曲线包围区域为正参数 αi

所生成曲线区域，所有由 αi 生成的曲线均不相交。

并且在相同 ti,ti+1，fi,fi+1 条件下，导数条件 di 和 di+1

对曲线形状及值控制点 M 区间(m1,m2)有着较大的

影响(见图 1(a)与图 1(b)的对比)。 

此外，若 M 取值不在区间(m1,m2)内，则由式

(11)得到的参数 αi 均小于 0，这二者是等价的。由

曲线 P(t)表达式(1)可知，对于负参数 αi，存在 t∈

(ti,ti+1)，使得样条基的分母为 0，从而曲线 P(t)在

子区间(ti,ti+1)内存在无穷间断点 P(t)。图 2(a)给出

了在负参数 αi 条件下存在无穷间断点的情形，竖

虚线给出了各曲线对应的渐近线；图 2(b)展示了取

实参数 αi 条件下，各曲线的形态。图 2 也进一步

说明，不同参数 αi 生成的曲线是不相交的。 

确切地，当 t*=0.5，M=2.5，解得 αi=1.101 2，

得到图 3(a)中曲线 P1(t)；取 t*=0.5，M=1.5，解得

αi=0.188 5，并得到图 3(a)中曲线 P2(t)；取 t*=0.5，

M=3.5，解得 αi=8.053 8，并得到图 3(a)中曲线 P3(t)；

取 t*=0.2，M=2.5，解得 αi=0.108 2，并得到图 3(a)

中曲线 P4(t)；取 t*=0.7，M=2.5，解得 αi=10.931 0，

并得到图 3(a)中曲线 P5(t)。 
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(a) di= –3/4, di+1 = –1/4                      (b) di = 3/4, di+1 = 1/4 

图 1  正参数曲线, αi∈IR+ = (10–18,1018) 

 

(a) αi∈IR- = (–1018, –10–18) 

 

(b) αi∈IR-∪IR+ 

图 2  实参数曲线(di = –3/4, di+1 = –1/4) 

在位置 t*=0.5 处，由定理 2 中的式(7)解得

m1=1.065 9<M<m2= 3.802 2。对应的正参数 αi 的取

值范围为 αi∈(0,∞)。若M取值接近下限m1(1.065 9)

时，αi 接近 0，此时得到图 3(a)中曲线 PL(t)；若 M

取值接近上限 m2(3.802 2)时，αi 接近正无穷大，此

时得到图 3(a)中曲线 PU(t)。 

由式(6)和式(11)可知，αi 是关于 M 的反比例函

数，t*=0.5 处，M–αi 关系曲线如图 3(b)所示。 

 

(a) 值控制曲线 

 

(b) M–αi 关系(t*=0.5) 

图 3  值控制曲线及 M–lg(αi)关系图 
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尽管前面都是根据值控制性来探讨参数 αi 的

值。反过来，从 M–αi 关系也可以直观分析参数 αi

对插值曲线形状的影响。从图 3(a)、图 3(b)可知，

随着的增大，t*=0.5 处的 M 值越来越接近左端点的

函数值 fi=4。当 αi→∞时，插值曲线 P(t)就形成了

图 1(a)或图 1(b)中曲线簇的上边界，也即在自变量

t 的绝大范围内，函数值 P(t)无限趋近左端点值 fi。

相似地，随着参数 αi 的减小，右端点对 P(t)的作用

越来越大，曲线从图 1(a)或图 1(b)的上边界往下运

动。极端情况是当 αi→0 时，插值曲线就形成了图

1(a)或图 1(b)中曲线簇的下边界。 

4  插值曲线的拐点控制 

插值曲线的凹凸性依赖于函数的二阶导数。由

(1)式定义的插值曲线 P(t)在区间(ti,ti+1)内的二阶导

数经化简整理后记为： 
2

3

4 ( , )
"( )

π ( , )
i i

i

h g
P t

 
  


                  

(12) 

其中， 
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i
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g

 
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 





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
             

(15) 

定理 3. 设 P(t)为由式(1)定义的插值样条函数，对

给定的 t*∈(ti,ti+1)，则点(t*, P(t*))为拐点的额充要条

件为：存在正实数 αi，使得 g(θ*, αi)=0 及 g’(θ*, αi)≠0

同时成立，其中 g(θ*, αi)及 g’(θ*, αi)分别由式(13)

和(15)给出。 

分析：对正实数 αi，有 ω(θ, αi)>0 恒成立，再由曲

线拐点必须满足的性质，定理易得证明。 

定理 4. 若存在正实数 αi，使得 g(θ*, αi)>0，则由式

(1)定义的曲线 P(t)在点(t*, P(t*))是下凹的；若 g(θ*, 

αi)<0，则曲线在该点处是上凸的。 

由于式(13)是关于参数 αi的一元三次方程，故

可用求根公式得到(13)的三个解(αi1, αi2 及 αi3)，若

存在正实数根，再代入式(15)的后即可用定理 3 及

定理 4 判断曲线 P(t)的拐点及凹凸性质。 

例 2. 使用例 1 中的数据，分析插值曲线的拐点控

制性。 

取 f ’(0)= –3/4，f ’(1)= –1/4 时，对任意 t∈

(ti,ti+1)，关于 αi 的方程(13)恰好都有 3 个正根，得

拐点位置 t 与 lg(αi)的关系，并得到如图 4(a)所示三

条 lg(αi)曲线，图中左下角菱形表示由式(15)过滤掉

的非拐点参数 αi，即该 αi 使得式(15)为 0。图 4b

展示了由图 4(a)中参数 αi得到的曲线簇及拐点，与

图 4(a)对应的，图中实心点表示拐点，左下角菱形

表示非拐点(但式(15)为 0)。 

图 4(c)及图 4(d)给出了一阶导数取 f’(0)=3/4，

f’(1)=1/4 条件下，t 与 lg(αi)的关系及相应的曲线簇和

拐点。在这个一阶导数条件下，对给定的 t，最多能

解得一个正实参数αi，也即由 t确定曲线具有唯一性。 

根据关于 αi的三次方程式(13)及图 4 的论证，

表明若给定拐点参变量 t 并结合曲线值 M 的范围

控制，是可以唯一确定曲线的。这使得由式(1)给

出的插值样条 P(t)可用于造型设计。 

从另一个角度，若需要在给定曲线上计算拐点

位置，则式(13)是关于 t (或 cosθ)的非线性高次方

程，从而可能有多个解，也即一条曲线有多个拐点

位置。这种情况下用一般的非线性方程数值求解方

法，可能得到非预期拐点位置。如图 5(a)和图 5(b)

所示，不少曲线计算得到的拐点(菱形表示)均在区

域边缘。图 5(c)和图 5(d)分别给出了前面两幅子图

中，计算得到的拐点位置(两端的菱形，确实也是

拐点)与预期拐点位置(实心点)的差异。在这种情况

下，可用如下基于偏差最小的拐点位置优化方法。 
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           (a) t-lg(αi)关系, 其中 di = –3/4, di+1 = –1/4      (b) 子图 a 对应的曲线及拐点, 左下角菱形表示非拐点 

       

(c) t-lg(αi)关系, 其中 di = 3/4, di+1 = 1/4             (d) 子图 c 对应的曲线及拐点 

图 4  拐点位置 t-参数 αi 关系 (t*∈(ti, ti+1)，取 101 个值) 

   

(a) 曲线与拐点(di = –3/4, di+1 = –1/4)      (b) 曲线与拐点(di = 3/4, di+1 = 1/4)           (c) 拐点约束修正前 

 

(d) 拐点约束修正前                (e) 拐点约束修正后              (f) 拐点约束修正后 

图 5  计算曲线拐点 t (参数 αi 取图 4 有效值) 
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(16) 

其中：(t*, M*)是预期拐点位置，ξ1 和 ξ2 是目标分量

系数，决策变量 t(θ)需满足由式(13)、(15)给出的拐

点条件约束。当 ξ1≠0 且 ξ2=0 时，表示目标函数为

拐点自变量 t 偏离 t*最小；当 ξ1=0 且 ξ2≠0 时，表

示目标函数为拐点函数值 P(t)偏离 M*最小；当

ξ1=ξ2=1 时，表示拐点坐标(t, P(t))偏离预期位置(t*, 

M*)的欧氏距离最小。 

在优化图 5(c)和图 5(d)中拐点位置时，目标函

数设为预期拐点函数值偏离最小，取 ξ1=0，ξ2≠0

且 M*=2.5，再求解最优化问题(16)得拐点位置(见

图 5(e)及图 5(f)，图中求得的拐点(菱形)处于预期

位置(实心点)处。 

5  结论 

本文提出一种带形状参数的二次有理三角样

条插值曲线，并讨论了曲线的局部值控制，拐点

控制等，并基于最优化思想，给出了约束条件下

确定(或修正)拐点位置的方法。利用本文方法，

可以在给定一定条件下，进行造型设计。 
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