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基于函数偏广义逆连分式插值的有理插值蒙皮曲面设计 

赵欢喜 
（中南大学信息科学与工程学院，湖南 长沙 410083） 

摘要：提出了一种二元函数偏广义逆，利用提出的偏广义逆定义了二元函数的偏倒差商，利用这种

偏倒差商给出了基于 Thiele 型连分式插值算法的有理插值蒙皮曲面以及一种具有承接性的有理插

值蒙皮曲面递推算法。利用融合技术以及低次的切触基于函数广义逆连分插值，构造了有理插值蒙

皮样条曲面，给出了参数形式的有理插值蒙皮曲面，数值仿真例子说明了本文提出的蒙皮曲面造型

的有效性。 
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Abstract: A two-variable functions partial generalized inverse was proposed, and using the proposed 

partial generalized inverse, the partial inverse difference of two-variable functions was defined, and then 

based on the partial inverse difference. Thiele continued fraction interpolation algorithm for rational 

interpolation skinning surface and parameters rational interpolation spline skinning surface were 

proposed respectively. Interpolation recursion formula for the rational interpolation skinning surface was 

presented, and numerical simulation example illustrates the effectiveness of skinning surface modeling 

algorithm. 
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引言1 

在曲面造型领域，蒙皮法是重要的有效手段之

一，被认为最适合交互式 CAD 的应用。Woodward 

曾指出，蒙皮的过程是拟合一张曲面，使其通过一

组有序的称为截面曲线的空间曲线[1]。传统的蒙皮

法是采用 B 样条或 NURBS 曲面蒙皮，用户在关键
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位置处布置若干条描述曲面形状的 B 样条或

NURBS 曲线，以生成一张通过这些曲线的曲面,

使得各条曲线在曲面上是等参线[2-4]。这种造型方

式直观灵活，因此被广泛地应用在 CAD 曲面造型

中[5-7]。这种曲面蒙皮的经典算法分为如下 2 个步

骤[5]：首先对各条曲线做相容性处理，即所有曲线

的次数相同，并且曲线都定义在相同的节点向量

上；然后擂值各条曲线对应的控制点，得到的所有

插值曲线的控制点就是最终曲面的控制点.该算法

简单且易实现，但是对各条曲线做相容性处理时会

引人大量的控制点一般来说，如果有 k 条截面曲

1

Zhao: Rational Interpolation Skinning Surface via Continued Fractions I

Published by Journal of System Simulation, 2016



第 28 卷第 10 期 系统仿真学报 Vol. 28 No. 10 

2016 年 10 月 Journal of System Simulation Oct., 2016 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 2498 • 

线，每条截面线平均有 n 个控制点，则相容性处理

后每条曲线的控制点数目为(kn)，从而最终曲面的

控制点数目为 O(k2n)[5]。由于统一后的节点矢量数

量级呈几何增长，会导致节点和控制顶点数量增

多，有时甚至达到海量数据，使得计算量大幅度增

加。同时当节点增多导致两节点比较接近时，在蒙

皮曲面上会生成非常窄的曲面条，使数值计算困

难，使得经典的蒙皮算法很难直接应用到实际的

CAD 系统中。为此在蒙皮曲面的构造过程中，采

取有效去除冗余控制点的算法是十分必要的。因此

一些学者开始研究如何在满足用户给定误差的前

提下减少蒙皮曲面的控制点。如 Park 等[8]首先对

截面曲线进行采样，然后用一组相容的、且含有较

少控制点的曲线拟合采样点来得到近似截面线，从

而减少最终蒙皮面的控制点。但是他们的方法必须

要对曲线进行离散采样。这样只能保证在采样点处

逼近曲线与原始曲线的距离小于用户指定误差，并

不能反映曲线的整体信息。另外一些学者研究了对

点阵进行蒙皮的问题[9-11]，同样地，如果将这些算

法应用到对截面线进行蒙皮中，也会遇到与文  

献[5,8]同样的问题。相对于上述离散的方法，Piegl

等[12]提出了一种误差可控的近似 NURBS 曲面蒙

皮算法，通过利用删除节点后两曲线间的距离公

式，可以保证曲线间的整体误差。鉴于目前采用

NURBS 曲面构造蒙皮曲面的上述缺点，很多研究

者另辟蹊径，如文献[13-14]采用 PDE 或变分法对

离散球点列形成封闭包络球点列的管道蒙皮曲面。

文献[15]在传统的蒙皮曲面构造过程中引入细分

方法，有效地避免了因截面曲线的相容性处理而产

生的数据量激增的问题；最后生成的蒙皮曲面能够

精确插值预先设计的截面曲线，并且可以在指定的

截面曲线处产生折痕效果更多还原。特别地，     

文献[16-18]采用 T-样条技术，其样条节点向量可

以不相容，这样克服了传统 T-样条对节点向量的

相容性，同时也可获得局部修改的能力。本文从另

外一种思路，也即提出一种基于广义连分式的有理

插值蒙皮曲面，有理形式可以克服多项式插值蒙皮

曲面易扭曲现象、插值精度相对也高等缺点，能构

造比较复杂的蒙面曲面，数值实验也验证了本文方

法的有效性。 

本文余下内容安排如下：在第二节给出了函数

广义逆、二元函数广义逆以及基于函数广义逆的倒

差商定义。在第三节讨论了基于函数偏广义逆的蒙

皮有理插值算法，并给出了二种算法，其中有一种

是具有承接递推形式的插值算法。在第四节给出了

蒙皮有理插值样条算法。在第五节给出了参数向量

形式的蒙皮有理插值算法并给出了数值例子说明

了方法的造型能力。 

1  二元函数的偏倒差商 

为阅读方便起见，本文先讨论的函数为 ( , )x y

平面上的曲面函数，实际上可平凡推广到参数曲

面 ， 可 由 读 者 自 行 推 导 。 设 一 元 实 函 数

( ), [ , ]g x x a b ，我们可定义 ( )g x 如下的广义逆： 

1

2

( )( )
( )

( ), ( ) ( )

  


b

a

xg x g
g x

g x g x g x dx
        (1) 

进一步，对于定义在区域  , [ , ]a b c d 的二元

实函数 ( , )f x y ，现定义 ( , )f x y 关于自变量 x 的的 

内积 ( , ), ( , )
x

f x y f x y = 2 ( , )
b

a
f x y dx ，进而可定 

义二元函数 ( , )f x y 关于 x的偏广义逆： 

1

2

( , ) ( , )
( , )

( , ), ( , ) ( , )

  


x b

x
a

f x y f x y
f x y

f x y f x y f x y dx
  (2) 

给定一系列曲线 ,( ), 0,1,2,...,i iz f x y i n  ，此

曲线称之为截面曲线，在实际造型中，截面曲线一

般是平面的，但截面曲线不限在平面内，在本文里，

可无需假定截面曲线在一个平面内。 

2  基于函数偏广义逆的蒙皮有理插

值算法： 

本节讨论基于二元函数 ( , )f x y 关于 y 的偏广义

逆的 Thiele 型插值连分式构造方法，它插值给定的截

面曲线 ( , ), 0,1,2,...,i iz f x y i n  ，其构造过程如下。 

2
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算法 1 基于函数偏广义逆的蒙皮有理插值算法： 

Step 1：赋初值， 0[ ] ( , ), 0,...,  i ix f x y i n  

Step 2：迭代，对 0, 1x x ，定义 1 0
1 0 1

0 1 0 0
[ ] [ ] [ ]  


 

x x
x x x x ； 

对 0 1, ,..... , ≤kx x x k n定义递推公式：  

0 1

1

1 0 1 2 1 0 1 2 1

[ ,..., , ]

[ , ,..., , ] [ , ,..., , ]



 





    






k k k

k k

k k k k k k

x x x

x x
x x x x x x x x

则如

下定义的基于 y 的偏广义逆的连分式： 

0 1
0 0

1 0 1 0 1

      |                |
[ , ] ( ) ... .

| [ , ] | [ ,..., , ]


 




 
    n

n
n n n

x x x x
R x y x

x x x x x
 

为 Thiele 型基于 y 的偏广义逆的插值连分式，不难

验证 [ , ] ( , ), 0,1,..., n i iR x y f x y i n 。 

证明：用数学归纳法。由构造公式知 0,1i 时，

( , ) ( , )n i iR x y f x y 成立，假设当 ≤i n时，算法成立，

则对 1n 来说，由归纳假设知，只要证明对 1nx ，

1 1 1( , ) ( , )  n n nR x y f x y 成立即可。事实上对公式

1 1( , ) n nR x y 考虑到关系式：  

1 0 1 1

1

0 1 1 1 0 1

[ ,..., , ]

[ , ,..., , ] [ ,..., , ]



 

  



  





n n n

n n

n n n n n n

x x x

x x
x x x x x x x

 

则有 

1
0 1

1 0 1 1 1

0 1 1

[ ,..., , ]
[ , ,..., , ]

[ ,..., , ]

 





  

 


 n n

n n n
n n n

n n n

x x
x x x

x x x x

x x x

 

继续从后向前计算到如下表达式： 

1 0
1 0 0 0 n+1 n+1

1 0 n+1

  
[ , ] ( ) = ( )= (( , )

[ , ]
， 







  n
n n

x x
R x y x x f x y

x x
 

例 1：假设截面曲线 ( , ), , 0,1,...3 i if x y x i i 来自曲

面 3( , ) 5( ) 3( 1)( 2)     z f x y x y x y ，则由基于

函数偏广义逆的蒙皮有理插值算法知： 

0 0 0
3[ ] ( , ) 5 3( 2)    yx yf x y ； 

1 0 1
2(5 ) /176 (5 )[ , /176 1/ 66]   yx x y ； 

1 1
2

0 2 15 (189 ) / 5[ , , ] 8  x y yx x ； 

1 1

2

0 2 3
175 15 5

8096 1012 105
[ , , , ]

6
 

 
y y

x x x x ； 

2
1 2

3
4

( , )
7

 
 

R
x

y
x

x
；

 

这里 
3 2 3 3 2 3 2 2 2

1 15 30 23 5 60 120      x y x y x x y x y x y；
2 3 2 3

2 35 20 105 30 53 35 21       x xy xy xy x y ； 

插值图形如图 1~2。 

 

图 1  来自里例 1 所示曲面的四条截面曲线 

 

图 2  插值图 1 四条截面曲线的有理插值曲面 

其他一些例子，如： 

例 2：假设截面曲线 ( , ), , 0,1,...5 i if x y x i i 来自曲

面 ( , ) 2 ( ( ))( )   sin x yx y xz yf (如图 3 所示)；

则由基于函数偏广义逆的有理插值算法构造的蒙

皮曲面如图 4 所示。 

 

图 3  例 2 曲面定义的 6 条截面曲线 

3
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图 4  例 2 定义的截面曲线构造的有理插值蒙皮曲面 

进一步，记上述算法中的 0 1[ ,..., , ]  �k k k kx x x b ，用

类似文献[19]的方法我们可以给出具有承接形式

的有理插值蒙皮曲面算法 2 如下： 

Step 1：采用算法 1 中的递推算法计算 kb ； 

Step 2：按如下递推步骤计算 ,k kP Q ： 

定义初值 
1

1 1,1 0 1 10 0

1 1 1,1 0

   
  

1

P d P bP b

Q Q d Q

   
   

 

对 2,3,...,k n 建立 ,k kP Q 的递推公式， 
1

2
, 1 , 1 1 2

1

1
2

1 , 1 , 1 1 2
1

( )

( )

k
k k

k k k k i k i k k i k k k k
i

k
k

k k k i k i k k i k k
i

P d P b P x x P b

Q d Q b Q x x Q

 





     




     



    



    




这里 

, , ( ) ( ) ,0 1;≤ ≤      
b

k i k k i k k i ky a
d b b b y b y dy i k  

1( ( ) ( ), 1,2,...,）    m m
k m k kx x x x k m ，则 ( , )kR x y  

( , )

( , )
 k

k

P x y

Q x y
满足插值条件 ( , ) ( , ), k i i iR x y f f x y  

0,1,2,..., .i k  

证明过程由于跟文献[19]类似，此处本文省略，读

者可自然补充完整。 

3  有理插值蒙皮样条曲面 

本节讨论已知微分信息的情形下构造有理插

值蒙皮 1C 样条曲面。假设给定曲面 ( , )z f x y 的截

面曲线 ( , ), 0,1,2,...ni if f x y i  以及相应的偏导数

函数 , ( , ) / , 0,1,...,   x i if f x y x i n 。本文采用融合

技术构造有理插值蒙皮 1C 样条曲面，提出的构造

算法步骤如下： 

Step 1：分别求出区间 1[ , ]i ix x 上的二个切触有

理 插 值 曲 面 ， 也 即 对 已 知 二 条 截 面 曲 线

1 1( , ), ( , )  i i i if f x y f f x y 以及左端点导数曲线

, ( , ) /  x i if f x y x，则采用切触连分式插值算法我

们有： 

1
0,0

0,1 1,0 1,1

 | |  |
( , ) ( )

| ( ) | ( ) | ( )
i i i

i
x x x x x x

L x y l y
l y l y l y

  
     

这里 0,0 0,1 1,0 1,1( ), ( ), ( ), ( )l y l y l y l y 计算如下(注意这里

是关于 y 求广义逆)： 

0,0 ( )  il y f ； 

1
0,1 0,1 ,

,

1
( ) ( ) ( )    x i x

x i

l y d y f
f

； 

1
0,2 0,3

1

( ) ( ) 




 


i i

i i

x x
d y d y

f f
； 

1
1,0

0,2 0,1

( )  



i ix x

l y
d l

； i+1 i
1,3

0,3 0,1

( )





x x
d y

d l
 

i+1 i
1,1

1,3 1,0

( )





x x
l y

d l
。 

类似地，对已知二条截面曲线 ( , ),i if f x y  

1 1( , ) i if f x y 以 及 右 端 点 导 数 曲 线

1, 1( , ) /   x i if f x y x，则采用切触连分式插值算法

我们有： 

i0i+1 i+1
i 0,0

0,1 1,0 1,1

| | |
( , ) ( )

| ( ) | ( ) | ( )

x xx x x x
R x y r y

r y r y r y

 
     

Step 2：采用融合技术，把 i ( , )L x y 与 i ( , )R x y 融

合成一条  1, i ix x 上的样条曲面片 i ( , )P x y ，也即： 

1
i

1 1

( , ) ( , ) ( , )

 

 
 

 
i i

i i
i i i i

x x x x
P x y L x y R x y

x x x x
  (3) 

则不难证明 i 1
( , )

n
P x y 是 1C 的且插值 1, i if f 。  

证明：首先，把  ix x 代入 (3)，则可验证：

i i i( , ) ( , )= i iP x y L x y f ； 

类似地把 1 ix x 代入(3)，则可验证： 

i i+1 i+1 1( , ) ( , )=  i iP x y R x y f 。 

对(3)关于 x求导有： 
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1i

1 1

1 1

( , ) ( , )( , )

( , ) ( , )
 +  

i i i

i i i i

i i i

i i i i

L x y x x L x yP x y

x x x x x x

R x y x x R x y

x x x x x



 

 

 
  

   

 
  

  (4)
 

把  ix x 代入(4)，并考虑到 i ( , )L x y 与 i ( , )R x y 的切

触插值性有： 

i i

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
= ( , ) /



  
   

  
i i i i i i

i
i i

P x y L x y R x y L x y
f x y x

x x x x ； 

类似地有： i +1
+1

( , )
 ( , ) /


  


i

i
P x y

f x y x
x

。    证毕 

不难看出，有理超限插值样条格式(3)是具有局部

造型能力，因为插值格式(3)修改一个位置信息函

数值或微分信息函数，分别至多只影响相邻二段。 

4  参数形式的有理插值蒙皮曲面 

记 ( , ) [ , ] [ , ]  s t a b c d ，三维二元向量函数

1 2 3( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ),( , ) 

v s t v s t v s t v s t s t ，借助向量

的 Samelson 逆[20]以及在地第 4 节定义的数量函数

的偏广义逆，我们不难定义向量函数的关于 s 的偏

广义函数逆为： 

1
3

2
1

1

( , ) ( , )
( , )

( , ), ( , )
( , )





 



 


 s
b

s
a

i

v s t v s t
v s t

v s t v s t
v s t ds

 

给定 1n 条截面参数曲线 ( , ), 0,1,2,...if s t i n


，利

用上述向量函数偏广义逆，我们可建立参数形式的

有理插值蒙皮曲面 ( , )

R s t 通过 ( , )


if s t ，也即满足

( , ) ( , ), 0,1,2,...i iR s t f s t i n 


。 

算法 3：构造参数形式的有理插值蒙皮曲面 ( , )

R s t  

Step 1：对 0,i 记 0 0( , )B f s t ，则对 2,≥i 设 
1

0 0 t( , ) ( )( ( , ) ) , 0,1,2,...i i iR s t t t f s t B i n   


 

Step 2：对 k 0,1,... 1 m ，记 ( ) ( , ), k
k kB R s t  

以 及 对 1, 2,...  i k k m ， 记

( 1) 1
t( , ) ( )( ( , ) ) , 0,1,2,... ,k

i i k i kR s t t t R s t B i n    
 

 

Step 3：记
( )

( , )
 m

m mB R s t ； 

Step 4：构造连分式插值函数 

( , )

R s t = 0 11

0

1 2

| ||
...

|   |   |   
 

   


m

m

t t t tt t
B

B B B
。则用与算

法 1 的方法易证 ( , ) ( , ), 0,1,2,...i iR s t f s t i n 


。 

同样，我们也可写出与算法 2 一样具有承接性的递

推算法，在此我们省略，读者可以自行补充。 

5  数值应用例子 

在本节将通过若干数值例子说明本文提出的

插值格式具有较好的造型能力以及效果。 

图 5 是采集一个饮料瓶的截面数据以及采用

本文方法的重建效果，在图 5(a)是采集 18 个瓶的

截面数据，对每一层截面数据，采用 B-样条生成

截面曲线，然后采用本文第 4 节的算法重建瓶表

面。图 6 是采用手执式激光仪对国际象棋中的象、

一花瓶和国际象棋中的士采集的真实物体截面数

据，并对每一个截面用三次样条生成截面曲线。

由于截面线比较密集，图 7 为再剔除一些图 6 中

沉余的截面曲线后用本文方法重建的有理插值蒙

皮曲面。 

    

(a) 截面数据           (b) 重建曲面 

图 5  采集的饮料瓶截面数据以及本方法重建效果 

 

图 6  用手执式激光仪采集的真实物体截面数据 
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图 7  采用本文方法生成的重建曲面 

6  结论 

由于一般高次插值有理函数没有高次插值多项

式那样有 Runge 现象，具有比较好的数值稳定性等

好处，因此本文利用连分式构造蒙皮曲面，为此提

出了一种二元函数偏广义逆，进而利用提出的偏倒

差商给出了基于 Thiele 型连分式插值算法的有理插

值蒙皮曲面以及相应的参数形式的有理插值样条蒙

皮曲面，同时也给出了一种具有承接性的有理插值

蒙皮曲面递推公式，数值仿真例子说明了本文提出

的蒙皮曲面造型的有效性。在这里必须指出的是，

用高次插值有理函数构造蒙皮曲面，其计算量比较

大，因此在实际应用中，一般寻找特征截面曲线，

剔除一些沉余的截面曲线，提高了算法的效率与稳

定性，另外，本文方法一般不便表示成 NURBS 形

式，因此本文的下一步工作是讨论用 2、3 次的有理

样条构造蒙皮曲面，并给出其 NURBS 转化表示。 
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