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基于马尔可夫链的自动化立体仓库的绩效评估 

马向国 1，刘同娟 2，王丽 3，蒋荣芬 3 
(1. 北京物资学院物流学院，北京 101149；2. 北京物资学院信息学院，北京 101149；3. 北京物资学院研究生部，北京 101149) 

摘要：科学可行的评估方法是改善自动化立体仓库应用现状的必要前提。已有的基于自动化立体仓

库的绩效评估方法以静态的、定性的分析方法为主，其结论与实际情况存在一定的偏差。采用动态

的、定量的评估方法对自动化立体仓库的绩效进行分析，从而为提高自动化立体仓库的使用效率提

供分析依据。确定了自动化立体仓库的绩效评估的指标变量，并将马尔可夫分析法应用到自动化立

体仓库的绩效评价系统中，建立了数学求解模型，并通过 ARENA 仿真技术，验证了该模型的可行

性与科学性。 
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Abstract: It is necessary that the way of evaluating the AS/RS is scientific and feasible. However the 
majority of existing evaluate methods is static and qualitative, whose analysis results deviation, to a 
certain extent, from the real data. To support the improvement of the AS/RS use, the performance of 
AS/RS with a dynamic and quantitative method was analyzed. Specifically, the automated stereoscopic 
warehouse performance evaluation indicators were established; by using Marco analysis, the 
mathematical model of performance evaluation was got; based on ARENA software, the feasibility and 
validity of the mathematical solution model were verified. 
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引言1 

目前，自动化立体仓库在整个仓储环节占据重

要的地位，是物流系统核心技术所在[1]。在自动化

立体仓库中，运用大量的计算机技术，这在一定程

度上避免了由于纯人工作业而导致的作业效率低

以及出错率高等问题。然而，与欧美国家相比，我
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资学院高级别科研项目培育基金(GJB20161004)，北

京物资学院 2014 年度青年基金(2014XJQN03)，北京

物资学院高级别科研项目培育基金(GJB20143006)； 
作者简介：马向国(1975-)，男，满族，内蒙多伦，博士，

副教授，研究方向为现代物流系统规划及建模仿真。 

国自动化立体仓库的整体使用效率较低。造成该现

象的主要原因是仓库的内部参数设置以及设备布

局不合理。因此，使用科学合理的方法对自动化立

体仓库的绩效进行评估是十分必要的。 

当前，在对物流系统进行绩效评估时，常见的

模型与方法有：关联矩阵法、模糊综合评价模型和

层次分析法。在特定的研究领域内，这 3 种方法是

非常有效的。然而，由于这 3 种方法均为静态的评

价方法并且具有不同程度的主观性，因此，在一定

程度上，它们的应用范围受到了限制。事实上，在

对精确度要求比较高的系统进行绩效评估时，运用

1
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上述 3 种评价方法所得的结论与实际情况会存在

一定的偏差。然而，自动化立体仓库是一个动态的、

多因素的复杂系统，所以，常见的评价方法并不适

用。因此，在对自动化立体仓库进行绩效评估时，

应该选择动态的、定量的评价方法。 

马尔可夫分析法(Markov Analysis)又称为马尔

可夫转移矩阵法，是指在马尔可夫过程的假设前提

下，通过分析随机变量的现实变化情况来预测这些

变量未来变化情况的一种预测方法[2]。马尔可夫分

析法是一种动态的研究方法，能够预测下一个时刻

系统所处的状态，并且因其具有无后效性的特征，

故预测处理过程不需要太多的历史数据。因此，将

马尔可夫分析法应用到自动化立体仓库的绩效评

估中具备理论基础。本文针对自动化立体仓库的特

征，建立基于马尔可夫链的自动化立体仓库的绩效

评估模型，且将其运用于实际案例中，并对结果进

行分析。然后，基于同一实际案例，建立 ARENA

仿真模型，并将两者所得的结果进行对比分析，最

终对数学分析模型的准确性进行验证。 

1  自动化立体仓库的绩效指标 

对自动化立体仓库进行绩效评估的目的是判

断系统运行效率是否合理以及是否存在进一步的

提升空间，从而为相关改进工作指明方向。一般而

言，用来对自动化立体仓库运作绩效进行评估的指

标有[3-6]： 

1) 仓库总体的利用率 

衡量仓库面积和空间的利用程度，用在一定时

间内仓库的平均堆放面积占总面积的比例，或者平

均空间堆放体积占库房总容积的比例来衡量。 

2) 仓库货位利用率 

衡量仓库货位的利用程度，用在一定时间内仓

库的平均货位占用量占总货位的比例来衡量。货位

利用率在一定程度上反应了仓库内原料库存数量。 

3) 仓库的吞吐能力 

衡量仓库的最大出入库作业能力，用在一定时

期内系统的最大吞吐量或平均吞吐量来衡量，为入

库量和出库量的总和。 

4) 设备利用率 

包括设备的能力利用率和时间利用率两个方

面，分别用在一定时期内平均载荷量占额定载荷量

的比例和实际工作时间占额定工作时间的比例来

衡量。 

5) 系统响应能力 

衡量系统对出入库任务的响应速度，这与系统

的调度策略密切相关。用在一定时期内出入库任务

的平均等待时间、处理时间、堵塞时间来衡量。 

6) 物流周转速度 

用在一定时期内货物在库位中的平均存储时

间，或者仓库的平均周转次数来衡量。 

7) 作业差错率 

可以用作业中发生的错误操作次数占总计操

作次数的比例来衡量。 

本文，在对自动化立体仓库进行绩效评估时，

所使用的绩效评估指标变量有：①系统中平均到达

的需求数量；②系统中平均等待的需求数量； 系

统中平均到达的出库需求数量；④系统中平均到达

的入库需求数量；⑤任意时间系统内堵塞的概率；

⑥系统内任意需求的逗留时间；⑦系统内任意需求

的等待时间；⑧服务器的使用率。 

2  自动化立体仓库的系统模型 

2.1 案例描述 

该立体库占地面积达 1 600 m2(入库小车通道

不占用库房面积)，高度近 18 m，3 个巷道(6 排货

架)，作业方式为整盘入库。在此案例中，重要的

设备是 AGV 小车。当货物进入仓库时，通过无线

网络呼叫空闲 AGV 小车，使其从货台取货，然后

输送到指定的入库暂存区(共有很多个入库暂存

区)，再由堆垛机将货物放到自动化立体仓库的货

架上。具体而言，在货物的出入库过程中，当货物

到达货台时，便发送一条请求命令询问 AGV 小车

是否空闲，若空闲则 AGV 小车运行至取货台，叉

2
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取货物并根据指令将货物运送到指定的货台。若

AGV 小车处于繁忙状态，则货物进入等待队列，

当 AGV 小车转为空闲状态时，则 AGV 小车自动

执行此作业的请求命令。 

2.2 系统模型的建立 

2.2.1 模型的假设条件 

为了使随机模型更具有准确性，现作如下假设： 

1) 在 AGV 小车的运行中，服从“先进先出”

的服务准则，每次只能取一件货物，如果同时取两

个则计作 2 次任务，以此类推； 

2) 工作时间设为 8 h； 

3) 忽略机器的初始状态，即 AGV 小车或者堆

垛机的启动时间以及伸缩叉的时间即预热时间等

均不被考虑。 

2.2.2 模型的构建 

因为实际的自动化立体仓库有多排货架，多辆

AGV 小车，整个自动化系统所涉及到的因素较为

复杂，所以，当需求多到需要所有的 AGV 小车同

时启动时，我们将需求平均分给每辆 AGV 小车。

因此，在基于马尔可夫预测法的模型分析求解时，

可将一辆 AGV 小车独立抽离出来，建立有一个服

务器、一个队列的模型，如图 1 所示。并且，引入

需求优先级的概念：双需求优先级为“1”，单需求

为“0”，“1”的优先级高于“0”。该模型的构建是基

于实际情况而设立的，符合现实需求。 

 

图 1  简化后的排队模型 

2.2.3 相关参数说明 

1) 出库需求和入库需求的达到均服从泊松分

布(根据经验值以及历史数据统计样本得出)，速率

分别为 1λ 和 1λ ，并且二者的到达相互独立； 

2) 在此系统中只有单一的服务器即 AGV 小

车，当其执行单任务时，它的运行时间服从表达式

( )ss χ ；当其执行双任务时，其运行时间服从表达

式 ( )ds χ ； 

3) 在 2 个等待服务的队列中，出库需求的最

大容量为 K；入库需求的最大容量为 L。当库内需

求数量到达一定容量时，则不能再进入自动化立体

仓库。 

3  基于马尔可夫链的绩效评估 

3.1 系统状态分析 

在建立马尔可夫模型时，首先要对系统的状态

进行分析。本文将自动化立体仓库中需求到达的种

类及数量作为系统的状态，记 { }, 0,1,...nX X n= = 。

X 是一个二维随机变量，其中 ( , )nX i j= 表示在自动

化立体仓库系统中存在着 i 个出库需求 j 个入库需

求。当系统中开始出现忙碌时期或者当一个服务完

成时，就会出现状态的转移，当时间及状态都离散

时，X 便构成了马尔可夫链。 

仓库中需求的到达服从泊松流。用 ijv 或 iju 表

示，在 t 时刻，有 i 个出库需求、j 个入库需求的到

达概率。 

若 AGV 小车执行的是双任务，即 0i ≠ 并且

0j ≠ ，记概率为 ijv ，那么 
1 2

1 2

0

( ) ( ) ( )
! !

i j

ij d
e t e tv dS t

i j

λ λλ λ− −∞

= ∫         (1) 

若 AGV 小车执行的是单任务，即 0i = 或者

0j = ，记概率为 iju ，那么 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

0

2

0

( )
! !

   
!

i j

ij s

j

s

e t e t
u dS t

i j

e e t
dS t

j

λ λ

λ λ

λ λ

λ

− −∞

− −∞

= =∫

∫
 

或
1 2

1

0

( ) ( )
!

i

s
e e t dS t

i

λ λ λ− −∞

∫                   (2) 

此时，在系统中构成马尔可夫链 (0,0) , 

(0,1) ,…, (0, )L (1,0) ,…, ( 1, )K L− ( ,0)K ,…, ( , )K L ，

并且转移矩阵为： 

3
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3.2 系统的半马尔可夫过程分析 

对于概率向量 1 2π {π ,π ,...,π }n= ，如对任意的 
( ), : lim πK
j jK

i j S P
→∞

∈ = ，则称 π为马尔可夫链的稳 

态分布。稳态分布经过多次转移之后，系统存在一

个处于状态 j 的有限概率，此概率与系统原始状态

无关。因为此马尔可夫链是一种稳态分布，则便可

根据中间状态的转移达到即定的目标。基于马尔可

夫链稳态分布的相关性质[7]，即 π πP= 且 π 1e = ，

以及状态的转移矩阵，则有如下等式成立： 
1

0 1
1

π π π  , 1,2,3,..., 1
i

i i v i v
v

B A i K
+

+ −
=

= + = −∑    (3) 

0 1 1
2

π π π π
K

K K K v i v
v

B A A + −
=

= + +∑           (4)  

π是一种稳定状态的概率分布，且这种状态是

在任意时刻都可能发生的。考虑到自动化立体仓库

内的运作流程，本文运用半马尔可夫方法对其进行

分析，得出选定的自动化立体仓库绩效评估指标的

量化值。  

半马尔可夫过程与初始系统中的需求的容量

是不同的，半马尔可夫过程的时间间隔是服从一般

的时间分布，并且其状态的转移只发生在指定的时

间点[8]，并不是随机发生的过程，如图 2 所示。 

 

图 2  过程对比 
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在初始的马尔可夫过程图中，状态转移在

1 2 3 8, , ,...,t t t t 时刻发生，而在半马尔可夫过程中，状

态转移仅发生在 1 6 7 8, , ,t t t t 时刻。 

记 ijη 表示在状态 ( , )i j 的预计逗留时间，则有

等式(5)成立： 
2

1 2
, 0;

( ), 0 1 ,

0 1 ;

( ),1 ,1 ;

sij

d

i j

E s j i K

i j L

E s i K j L

λ
λ λ

η

⎧ = =⎪ +⎪
⎪ == ⎨
⎪ =⎪
⎪
⎩

，≤ ≤

或 ，≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

       (5) 

显然，当 0i j= = 时， 2

1 2
ij

λη
λ λ

=
+

；当 , 1i j≥  

时，半马尔可夫过程才开始出现，此时系统中的状

态为 ( ,0)i 或 (0, )j ，及服务器执行的是单任务，因

此 0iη 或者 0 ( )j sE Sη = ；当 1 ,1i K j Ls≤ ≤ ≤ ≤

时，服务器执行的是双任务，因此 ( )ij dE Sη = 。 

并且在半马尔可夫过程中，在任意时间处于状

态 ( , )i j 的概率： 

0 0

π

π

ij ij
ij K L

KL KL
K L

P
η

η
= =

=

∑ ∑
                    (6) 

3.3 仓库绩效评估指标的量化 

3.3.1 量化公式 

根据以上分析，自动化立体仓库内各个绩效评

估指标的量化公式如下所示： 

1) 系统中平均到达的需求数量 
1 1

0 0
( ) ( )

K L

ij
i j

E N i j P
+ +

= =

= +∑∑                  (7) 

2) 系统中平均等待的需求数量 
1 1

i0 0
1 1

1 1

0 0

( ) ( 1) ( 1)

            ( 2)

K l

q j
i j

K L

ij
i j

E N i P j P

i j P

+ +

= =

+ +

= =

= − + − +

+ −

∑ ∑

∑∑      (8)
 

3) 系统中平均到达的出库需求数量 
+1 +1

i=0 j=0
( )=

K L

rc ijE N iP∑∑                      (9) 

4) 系统中平均到达的入库需求数量 

1 1

0 0
( )

K L

sc ij
i j

E N jP
+ +

= =

= ∑∑                    (10) 

5) 任意时间系统内堵塞的概率 
1 1

1 1
1, , 1

0 01 2 1 2

L K

b K j i L
j i

P P Pλ λ
λ λ λ λ

+ +

+ +
= =

= +
+ +∑ ∑    (11) 

6) 系统内任意需求的逗留时间，通过Little公

式得： 

1 2

( )( ) ,

( )(1 )b

E NE T

P
λ

λ λ λ

=

= + −
                   (12) 

7) 系统内任意需求的等待时间 

1 2

( )
( ) ,

( )(1 )

q
q

b

E N
E T

P
λ

λ λ λ

=

= + −

                   (13) 

8) 服务器的使用率 

001ρ ρ= −                            (14) 

3.3.2 结果分析 

将自动化立体仓库的实际运行数据代入数学

求解模型中，得出系统评价指标的量化值，从而对

系统的运行状态进行评估。在本文中系统运行的主

要参数值，如表 1 所示。 

表 1  主要参数值 

指标 文中表示 参数 
出库需求到达 1λ =1 Poisson(2) 
入库需求到达 2λ =3 Poisson(3) 
单任务服务时间 ( )sS t  Exponential(5) 
双任务服务时间 ( )dS t  Exponential(4) 

出库需求排队容量 K 5 
入库需求排队容量 L 5 

将 1λ ， 2λ ， ( )sS t ， ( )dS t ，K，L 的函数值代

入公式，此时逗留时间： 
1 , 0;
5
1 , 0 1 5, 0 1 5;
5
1 ,1 5,1 5;
4

ij

i j

j i i j

i j

η

⎧ = =⎪
⎪
⎪= = =⎨
⎪
⎪
⎪⎩

，≤ ≤ 或 ，≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

 (15) 

再结合公式(6)，得出相关概率估计值，如表 2

所示。 
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表 2   主要概率的估计值 

类型 估测值 类型 估测值 类型 估测值

00P  0.202 3 10P  0.069 3 20P  0.022 7

01P  0.112 7 11P  0.068 7 21P  0.031 1

02P  0.062 6 12P  0.051 3 22P  0.028 9

03P  0.353 9 13P  0.034 8 23P  0.023 0

04P  0.019 9 14P  0.022 6 24P  0.017 2

05P  0.010 3 15P  0.014 4 25P  0.012 7

类型 估测值 类型 估测值 类型 估测值

30P  0.007 4 40P  0.002 4 50P  0.000 7

31P  0.012 6 41P  0.004 8 51P  0.001 7

32P  0.013 9 42P  0.006 1 52P  0.002 4

33P  0.012 8 43P  0.006 4 53P  0.002 9

34P  0.010 9 44P  0.006 3 54P  0.003 2

35P  0.009 1 45P  0.005 9 55P  0.003 8
 
最后，将现有数值分别相应地代入公式(7)~(14)

中，得出主要指标的量化值，如表 3 所示。 

表 3  主要指标的量化值 

绩效评估指标 量化值 
系统中平均到达的需求数量 2.740 2 
系统中平均等待的需求数量 1.593 1 

系统中平均到达的出库需求数量 1.087 9 
系统中平均到达的入库需求数量 1.776 3 
任意时间系统内堵塞的概率 % 0.029 0  
系统内任意需求的逗留时间/min 0.589 5 
系统内任意需求的等待时间/min 0.330 9 

服务器的使用率 % 82.764 6 
 

由以上数据可知，在该自动化立体仓库中，整

体资源配置比较合理。在系统内部，出库需求量和

入库需求量相互均衡。另外，系统中的任意时间需

求堵塞率为 0.000 29，这说明系统没有出现大量需

求堵塞现象；服务器的使用率为 0.827 646，这说

明系统中设施设备利用率较高。因此，该自动化立

体仓库的整体使用效率较高。 

4  仿真实验分析 

为对数学求解模型的准确性进行科学判断，利

用 ARENA 仿真模型对自动化立体仓库的绩效状

况进行分析，并将两者所得的结果进行比较。 

4.1 仿真建模 

4.1.1 仿真逻辑图设计 

ARENA 仿真软件是基于实体驱动流程的软

件，在仿真模型建立之前应理清仿真对象的内部逻

辑关系[9]。因此，在前文分析的基础上，绘制自动

化立体仓库的仿真逻辑图，如图 3 所示。 

 

图 3  仿真逻辑图 

当需求到达的时候，若此时 AGV 小车处于空

闲状态，则 AGV 小车转为工作状态，执行任务需

求，否则，需要等待 AGV 小车转为空闲状态时才

开始处理，直到所有需求处理完成。 

4.1.2 仿真模型建立 

在自动化立体仓库中，需求的处理过程涉及到

仓库、传送带、AGV 小车以及叉车等设备，这是

一个复杂的、多因素的系统。基于仿真逻辑图，

利用 ARENA 进行仿真时，总模型设计图，如图 4

所示。 

首先，需要运用 ARENA 中的 create 模块产生

入库需求以及出库需求，即图 4 中的 storage orders

和 retrieval orders；然后，将各需求赋予初始值，

在自动化立体仓库中，当 AGV 小车开始处理需求

时，我们将按照需求的种类来进行处理，即 decide

模块(区分所达到的是单需求还是双需求)。如果是

单需求，则我们需要进一步判断，是单需求中的入

库需求还是出库需求，如果是入库需求，则如图 4

中的最上面一行，需要请求一个 AGV 小车来进行

搬运，此时如果小车处于空闲状态，则即可开始进

行操作，如果处于忙碌状态，则需求需要排队等待
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运输(Request AGV 上面的蓝色横线)；如果此时是

单需求中的出库需求，则首先要确定在自动化立体

仓库中是否存在足够数量的合格产品进行运输，如

果有，则进一步判断是否为订单中所要求的产品种

类，如果全都是符合要求的，则开始进行运送，

如果有其中的一项不符合要求，则需要等待一段

时间，等仓库中有足够数量的合格产品之后再进

行操作。 

如果在上述第一个 decide 模块中我们所确定

出来的仓库中所到达的需求为双需求，即既有入库

需求(同时)也有出库需求。首先，进行入库需求的

操作，请求 AGV 小车将指定的货物运送到 AS/RS

仓库中；当入库需求操作完毕后，再开始进行出库

需求的操作，与上述出库需求的出库机制相一致，

但此时采用新的模块进行操作，用 pickup 模块对

货物进行分拣，分拣之后即可请求各种设备进行货

物的出库。 

另外，在需求的处理过程中，即在货物的出入

库过程中，传送带是必用的设备。在操作过程中，

传送带运作的逻辑关系如图 5 所示。 

 

图 4  总模型设计图 

 

图 5  传送带运送逻辑图 

由图 5 可知，产品的需求到达之后，最先到达

的是站点，我们命名为 home station，即货物开始

进入传送带的地方，然后即进入主运送通道，接

着不断地向下一个站点运送，最后进入高层货架

的存储。 

4.1.3 仿真模型参数的设置 

出库需求的到达符合均值为 2 的泊松分布，一

次达到最大数量为 5，如图 6 所示。 

 

图 6  Create retrieval orders 模块参数设置 

入库需求到达参数的设置与出库需求类似，其
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中在单需求的处理中，服务时间服从的是均值为 5

的指数分布，如图 7 所示。 

 

图 7  单需求服务时间设置 

在双需求的处理过程中符合均值为 4 的指数

分布，如图 8 所示。 

 

图 8  单需求服务时间设置 

4.2 仿真运行及结果分析 

4.2.1 仿真运行 

通过模型的反复运行，得出仿真报告。 

4.2.2 仿真结果分析 

通过系统的运行，系统中 transporter 即 AGV

小车的使用效率，如图 9 所示。 

由运行报告可以知道 AGV 小车每次搬运一件

货物，其在整个自动化立体仓库的运行中使用效率

为 84%，与之前由马尔可夫分析方法所得的结论相

差无几；同理可以从报告中得出任意需求的等待时

间，如图 10 所示。 

根据报告统计，自动化立体仓库的绩效评估指

标的量化值，如表 4 所示。 

 

图 9  AGV 小车的使用效率图 

 

图 10  任意需求的等待时间 

表 4  各项指标的仿真值 

绩效评估指标 仿真值 

系统中平均到达的需求数量 2.854 2 

系统中平均等待的需求数量 1.606 2 

系统中平均到达的出库需求数量 1.080 5 

系统中平均到达的入库需求数量 1.773 7 

任意时间系统内堵塞的概率(%) 0.027 9 

系统内任意需求的逗留时间(分) 0.587 2 

系统内任意需求的等待时间(分) 0.330 4 

服务器的使用率(%) 82.764 6 

4.3 对比分析 

将表 3~4 的相应内容进行对比分析，得出平均

相对误差，其中平均相对误差的值由公式(16)取得： 

(K 1)(L 1)

-

=
+ +

=∑

相对误差总和
平均相对误差 ，

估计值仿真值
相对误差总和 ；

仿真值

       (16) 

其中对比结果，如表 5 所示。 
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表 5  马尔可夫链算法评估结果与仿真建模结果对比值 

绩效评估指标 相对误差 %
系统中平均到达的需求数量 0.151 7 
系统中平均等待的需求数量 0.198 0 

系统中平均到达的出库需求数量 0.257 3 
系统中平均到达的入库需求数量 0.084 1 
任意时间系统内堵塞的概率 % 0.358 2 
系统内任意需求的逗留时间 min 0.133 4 
系统内任意需求的等待时间 min 0.187 9 

服务器的使用率 % 0.013 6 

通过这 2 种方法的对比结果可以发现，将马尔

可夫分析方法应用于自动化立体仓库的绩效评估

是有效的，它科学合理地对自动化立体仓库的运行

状态进行了缜密地分析。 

5  结论 

本文主要分析了基于马尔可夫链的自动化立

体仓库的绩效评估问题。本文对自动化立体仓库的

运行状态进行定量分析并构建了简单排队模型。针

对自动化立体仓库的绩效评估指标，在自动化立体

仓库的马尔科夫链具有稳态分布特性的基础上，通

过对自动化立体仓库的半马尔科夫过程进行分析，

求出了绩效评价指标的量化表达式，提出了一种基

于马尔可夫链的自动化立体仓库的绩效评估数学

求解模型。综合而言，本文的绩效评估模型具有很

强的实用价值和创新性。创新性主要表现为： 

1) 根据马尔科夫预测法的求解要求，引入需

求优先级的因子，遵循自动化立体仓库的运行特

征，构建了单服务器单队列的简单排队模型； 

2) 基于系统的马尔科夫链的稳态分析特性，

引入半马尔科夫过程分析法，导出系统任意时间处

于状态 ( , )i j 的概率。 

通过实际案例的应用，将数学模型的解与仿真

结果进行对比分析，最终得出了基于马尔可夫链的

自动化立体仓库的绩效评估数学求解模型具有可

行性与科学性的结论。另外，文本对其他相关绩效

评估问题的研究，具有一定的借鉴价值。 
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