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基于李群的水下航体动力学建模及最优控制 

白龙 1，董志峰 1，戈新生 2 
（1.中国矿业大学(北京)机电与信息工程学院，北京 100083；2.北京信息科技大学机电工程学院，北京 100192） 

摘要：研究了水下航体的李群建模法和高斯伪谱能量最优控制。先将水下航体简化为自由刚体，针

对水下航体的大姿态转动角度存在的奇异性问题，引入李群和李代数，结合变分法和拉格朗日法，

得到刚体动力学方程，将传统水动力表达式进行变换，得到基于李群的水下航体动力学方程。利用

高斯伪谱法，将水下航体连续空间最优控制问题转化为非线性规划，在此基础上采用 MATLAB 进

行求解。通过对水下航体进行能量最优控制的仿真结果的分析可知，所采用的最优控制方法较好的

满足了约束条件，算法的求解精度较高，对初值的依赖性较小，所设计的计算方法可行。 
关键词：水下航体；李群；变分法；能量最优；伪谱法 
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2. Mechanical & Electrical Engineering school, Beijing Information Science &Technology University, Beijing 100192, China) 

Abstract: The Lie group modeling method and gauss pseudo-spectral energy optimal control of the 
underwater vehicle are in research. Simplifying the underwater vehicle to be a free rigid body, in view of 
the possible large attitude angle maneuvering of the underwater vehicle, importing the concept of lie 
group and lie algebra, combining with the variation method and Lagrange method, the dynamics equation 
of the rigid body was derived, translating the tradition expression of the hydrodynamic force to obtain the 
dynamics equation of the underwater vehicle base on the lie group. With the Gauss pseudo-spectral 
method, the continue space optimal control problem of the underwater vehicle was translated into the 
nonlinear programming solved with MATLAB. According to the simulation of the energy optimal control 
of the underwater vehicle under the constraints of boundary values, path and control, the optimal control 
method can satisfy the constraint conditions, the method has a high accuracy, has a low dependency to the 
initial value, and the calculation method is feasible. 
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1 

引言 

水下航体是一种高度非线性的动力学系统，一

                                                        
收稿日期：2015-05-15       修回日期：2015-08-17; 
基金项目：国家自然科学基金(11472058)； 
作者简介：白龙(1988-)，男，山东兖州，博士，研究

方向为水下航体的动力学与控制建模；董志峰

(1957-)，男，吉林通化，博士，教授，博导，研究方

向为机械系统动力学；戈新生(1957-)，男，安徽合肥，

博士，教授，博导，研究方向为动力学与控制。 

般情况下可看作在水动力作用下的刚体。目前国内

关于水下航体建模的研究有边宇枢[1]的水下航体

六自由度模型，孙尧[2]和白涛[3]等的高速水下航体

的动力学模型，吴琪[4]等利用四元数建立了水下航

体的动力学模型，唐国元等[5]对力矩陀螺控制下的

水下航体的建模方法进行了研究；而基于矩阵的水

下航体建模及控制研究还比较少，故而本文采用李

群法建立矩阵形式的动力学方程。 

1
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水下航体的旋转矩阵是一种特殊的三维空间

正交矩阵，属于李群的一种。而李代数属于一种特

殊欧几里德群，李群和李代数之间可通过指数映射

变换，通过指数映射关系可以对李群实现变分计

算，从而得到系统的动力学方程。国际上关于李群

建模方法的主要研究有 Taeyoung Lee 等分别研究

了 3D 刚体摆[6-7]，纯流体中的连接体[8]中的李群建

模法，Nikolaj Nordkvist 等研究了 SE(3)空间内的

刚体[9]的李群建模法，并将其应用于水下航体动力

研究中。 

由于水下航体工作中能量供给的有限性，故需

对其进行能量最优控制。目前伪谱法因其求解精度

高在最优控制求解中得到广泛应用。Jie Li 研究了

李群法[10]和伪谱法[11]在 3D 刚体摆中的应用，徐少

兵等[12]研究了 Legendre 伪谱法，孙勇等[13]研究了

改进 Gauss 伪谱法，张友安等[14]研究了基于伪谱法

的最优反馈控制，刘英杰[15]将 Gauss 伪谱法应用于

汽车紧急避让动力学问题中，童科伟等[16]研究了

Legendre-Gauss 伪谱法的最优控制求解问题。综合

以上研究可知，本文所选用的 Gauss 伪谱法能够以

较少的节点获取较高的求解精度。 

本文将李群建模法与伪谱法应用到水下航体

的动力学与最优控制研究中，为水下航体的动力学

与控制研究提供有利参考。 

1  基于李群的动力学方程 

1.1 基于李群的运动学分析 

建立如图 1 所示的坐标系。Oxyz 为惯性坐标

系，O 为浮心，Ox1y1z1 为连体系，Ox0y0z0 为连体

系的初始位置。根据水下航体设计的一般要求，质

心应该位于浮心的正下方，故质心 m 在连体坐标

系中的位置单位向量为 3 [0;0;1]e = 。水下航体的运

动是位移运动及转动的耦合运动。首先分析转动，

按照分别绕 zyx 轴的转动顺序，Ox1y1z1 相对于

Ox0y0z0 的姿态可用姿态矩阵 R表示， R的三角函

数的形式可参考相关文献，根据李群的定义，R具

有如下性质： 

3 3, det 1T
×= = +RR I R                (1) 

驱动姿态变化的是水下航体绕自身连体坐标 

系主轴的角速度 [ , , ]T
x y zω = ω ω ω ，与 R存在以下

关系： 
( )T S� ωR R =                           (2) 

( )S ω 为由ω得到的反对称矩阵，即 
0

( ) 0
0

z y

z x

y x

S

ω ω

ω ω
ω ω

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

ω               (3) 

设浮心在惯性坐标系 xyz 中的坐标为

= [ , , ]Tx y zb ，水下航体沿连体坐标系各个主轴的

速度为 [ , , ]Tp q rv = ，则在惯性坐标系中，v与 b的

关系为： 
=� vb R                               (4) 

[ , , ]Tx y zb =� � � � 为水下航体在惯性系各轴上的速度。

式(2)和(4)为水下航体李群形式的运动学方程。 

 
图 1  水下航体运动位姿图 

1.2 积分变分型动力学表达式 

首先建立系统的 Lagrange 函数，其动能部分为 
1 1( , )
2 2

T TT m= +� � �ω ω ωb b b J               (5) 

式中： m 为系统的质量； 1 2 3( , , )diag J J JJ = 为转

动惯量。系统势能为 

3 3( , ) ( ) T TU V m g mgρ= − +b R e b e Rr         (6) 

式中： 3mlr = e 为质心在连体坐标系中的位置坐标，

ml 为质心到坐标系原点的距离。 Vρ 为系统的排水

量。由式(5)和(6)可得系统的 Lagrange 函数为： 
( , , , ) ( , ) ( , )L T U= −� ω ωb b R v b R            (7) 

2
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根据哈密顿原理，动力学方程的积分型变分表

达式为 

0
( , , , ) 0ft

t
L dtδ δ= =∫ � ωb b RB               (8) 

由哈密顿原理可知，动力学方程通过对B求变

分得到。在求变分之前，需对拉格朗日函数中的参

数 ,R ω进行李群意义下的变换。定义非标准转动惯

量矩阵： 

3 31 2 [ ]d tr ×= −J J I J                    (9) 

其中 [ ]tr i 为矩阵对角线元素求和运算。由式(9)可

得 3 3[ ]d dtr ×= −J J I J ，将其带入动能表达式(5)整理

后可得 
1 1( , ) [ ( ) ( )]
2 2

T T
dT m tr S S= +� � �ω ω ωb b b J     (10) 

1.3 李代数变分运算 

动能中的向量 ω变为反对称矩阵 ( )S ω 的形

式。由李代数的概念，定义 R为指数形式： 
( )Seε εR = R η                          (11) 

式中：ε 为无穷小变量；η 为三维变分向量； ( )S η

为反对称阵。对 R求变分可看作对无穷小量ε 的微

分 
( )

0
( )Sd e S

d
ε ε

ε
δ

ε =

=R = R Rη η            (12) 

根据指数矩阵的性质，将(11)展开为： 
2( ) ( )Sε ε ε+ +R = R R η O               (13) 

对(13)求导可得 

( ) ( )S Sε ε ε= + +� � � �R R R Rη η              (14) 

由式(2)可知 ( ) TS ε ε ε= �ω R R ，将式(13)和(14)带入

( )S εω 后省略 2( )εO 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

S S S S S

S S

ω ω ω

ω

�ε ε ε

ε

= + + −η η

η
     (15) 

由(15)可得式(10)的 [ ]tr ∗ 部分的李代数变换形式，

保留系数为ε 的项为 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

T
d d

d d

d d

d

S S S S

S S S S S

S S S S S

S S S

ε ε ε

ε ε

ε

ε

= − +

− −

+ +

�

�

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω

J J

J J

J J

J

η

η η

η η

η      (16)

 

由此，式(8)对李群的变分变成了对李代数的变分 

0

0

0

0

( , , , )

( , , , )

f

f

t

t

t

t

d L dt
d

d L dt
d

ε

ε

δ
ε

ε

=

=

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

∫

�

�

ω

ω

b b R

b b R

B

         (17)
 

对式(17)展开后计算可得 

3
0

( , , , ) [ ( ) ]

1 2 { ( )[ ( ) ( )]}

1 2 { ( ) ( )[ ( ) ( )]}

1 2 { ( )[ ( ) ( )] ( )}

T T

d d

d d

d d

d L tr mgS
d

tr S S S

tr S S S S

tr S S + S S

εε =

= −

+ +

−

�

�

ω

ω ω

ω ω ω

ω ω ω

b b R R e r

J J

J + J

J J

η

η

η

η   (18)

 

式中， 3 3( ) [ ( ) ]T Tmg S tr mg S=e R r e R rη η ，J ，ω， dJ

之间存在以下关系： 

( ) ( ) ( )d dS = S S+ω ω ωJ J J               (19) 

将式(19)带入式(18)，整理后得： 

3
0

( , , , ) [ ( ) ]

1 { ( ) ( ) ( ) ( )}
2

T Td L tr S mg
d

tr S S S S

εε =

×

= +

−

�

�

ω

ω ω ω

b b R R e r

J J

η

η η   (20)
 

式中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S S S S S× = −x y x y y x 。 

1.4 六自由度动力学方程 

对式(20)求积分可得 

[
0

T
3

1 ( ) ( )
2

2 ( ) ]

ft

t

T

tr S S

mgS dt

δ ×= +∫ �ω + ω ωJ J

R e r

η

η

B

      (21)
 

由 [ ( ) ] [ ( ) ]Ttr S tr S= −x B x B 可知 2 [ ( ) ]tr S =x B  

[ ( )( )]Ttr S− −x B B ，则式(21)的第 2 项可表示为 

3

T
3 3

{2 ( ) }

{ ( )[ ( )]}

T T

T T

tr mg S

tr S mg

e r R

re R R e r

=

−

η

η           (22)
 

式中： T
3 3( )T Tmg −R e r re R 为重力矩σ 的反对称形式。 

T
3 3

3 3

( ) ( )

( ( ) ( ) )

T T

T T T T

S mg

mg

R e r re R

r R e R e r

= − =

− −

σ

      (23)
 

将式(23)带入式(22)整理可得 

3
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( ) ( )S S× =�ω+ ω ωJ J σ                  (24) 

式(23)中的力矩τ 为反对称形式，将其等价为向量

形式为： 3( ) TmgS r R eσ = − 。由于拉格朗日函数(7)

中显含 �b和 b，故移动自由度的动力学方程可由拉

格朗日方程直接得到，即： 

0d L L
dt

∂ ∂⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠�b b
                     (25) 

计算得 

3( )m V m gρ− −��b = e                    (26) 

对式(4)求导，用式(2)替换 �R带入式(26)得： 

3( ) ( ) Tm mS V m gρ− − −�v ω v= R e          (27) 

2  水动力和力矩分析 

水下航体在水中会受到水动力的作用，由此产

生一定的阻力和阻力矩。为与上文所得到的李群形

式的动力学方程一致，传统的基于标量形式的水动

力[5]可转换为如下向量矩阵形式： 

water 2 2 9 1 10

3 4 1 1 5 2 6

3 7 1 8

water 17 13 11 3 19

2 14 1 15 3 16

12 1 18

[ ( ) ( ) ]

[ ( ) ( )

( ) ( ) ]

( ( ) )

(( ) ( ) ( )

( ) )

T T

T T

T T

T

T T T

T

v

v

f C I e C e C

C v C I C e C e C

e C e v C v

= C v C + I C e C

e C e C e C

C I e v C v

� �

� �

= + + +

+ + + +

+

+ + +

+ + +

+

ω

ω

ω ω ω

ω ω ω

ω

τ ω ω ω

ω ω ω

(28) 

式中， ie 为单位向量， 1 [1;0;0]e =  2 [0;1;0]e = ，

, 1,...,12i i =C 分别为水动力系数的常数矩阵，与各

个标量水动力系数之间的关系见附录。 

3  驱动分析 

图 1 所示的水下航体的驱动力 , 1,...,4i i =F 在

浮心坐标系中的位置向量为 ir，则驱动力对航体产

生的前向驱动力 [ ; ; ]x y zF F FF = 和转动驱动力矩

[ , , ]x y zτ τ ττ = 为： 
4 4

1 1
( )i i i

i i
S

= =

= =∑ ∑F F r Fτ              (29) 

式中： iF 都平行于 x 轴，故 0y zF F= = ， 0xτ = 。

在驱动力和水动力共同作用下，水下航体动力学

方程为： 

water

water

( ) gm mSv ω v

ω ω ω +

= F f F

J J

�

� ×

− − − +⎧⎪
⎨

= − − +⎪⎩ σ τ τ
        (30) 

式中， 3( ) T
g V m gρ= −F R e ， [ , , ]T

x y zv v vv = , 

[ , , ]x y zω = ω ω ω 。由上述表达形式可知，基于李群 

变分的推导方式相较基于三角函数求微分的方法，

推导过程得到简化，结果也更加简洁。 

4  水下航体最优控制的Gauss伪谱法 

Gauss伪谱法将最优控制问题的状态和控制变

量在勒让德-高斯点上离散，并以离散点为节点构

造拉格朗日插值多项式来逼近状态变量和控制变

量。通过对全局插值多项式求导来近似状态变量对

时间的导数，从而将微分方程约束转化为代数约

束。性能指标中的积分项由高斯积分计算，经上述

变换，可将最优控制问题转化为一系列具有代数约

束的非线性规划问题。 

4.1 问题描述 

一般最优控制问题可描述为：寻找控制变量

( )tu ，满足最小化目标函数： 

0
0 0( ( ), , ( ), ) ( ( ), ( ))ft

f f t
J t t t t g t t dtx x x uΦ= + ∫  (31) 

其中，状态变量 ( )tx ，初始时间 0t 和终端时间 ft 满

足动力学微分方程约束 
( ) [ ( ), ( ), ]t t t t=�x f x u                    (32) 

边界条件： 0 0( ( ), , ( ), ) 0f ft t t tφ =x x 。 

控制约束： ( ( ), ( ), ) 0t t t ≤C x u 。 

4.2 时域变换 

使用高斯伪谱法首先将最优控制的时间区间

由 0[ , ]ft t t∈ 转换到 [ 1,1]τ ∈ − 上 
0

0 0

2 f

f f

t tt
t t t t

τ
+

= −
− −

                    (33) 

对最小化性能指标转换 

0

10
1

( ( 1), , (1), )

( ( ), ( ), )
2

f

f

J t t

t t
g d

Φ

τ τ τ τ
−

= − +

−
∫

x x

x u          (34)
 

动力学微分方程约束 
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0( ) [ ( ), ( ), ] , [ 1,1]
2

ft t
x f x u� τ τ τ τ τ

−
= ∈ −   (35) 

边界条件： 0( ( 1), , (1), ) 0ft tφ − =x x 。 

路径约束： ( ( ), ( ), ) 0τ τ τ ≤C x u 。 

4.3 全局插值多项式近似状态变量和控制

变量 

高斯伪谱法以 n 个勒让德-高斯点和 0 1τ = − 为

节点，构成 n+1 个 Lagrange 插值多项式 ( ),iL τ  

0,1,...,i n= ，以此为基函数近似状态变量 

0
( ) ( ) ( ) ( )

n

i i
i

X Lτ τ τ τ
=

≈ =∑x x               (36) 

其中，拉格朗日插值基函数 

0,
( )

n
j

i
i jj j i

L
τ τ

τ
τ τ= ≠

−
=

−∏                    (37) 

使得节点上的近似状态与实际状态相等，

( ) ( ), 0,1,...,i iX i nx τ τ≈ = 。 

采用拉格朗日插值多项式 ( ), 1,2,...,iL i n� τ = 作

为基函数近似控制变量 

1
( ) ( ) ( ) ( )

n

i i
i

Lτ τ τ τ
=

≈ =∑u U U               (38) 

其中 , 1,2,...,i i nτ = 为勒让德-高斯点。 

4.4 微分约束换代数约束 

对状态变量 ( )τx 求导，可以将动力学微分方

程约束转化为代数约束，即 

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

k k i k i ki k i
i i

Lx X x D x� �� τ τ τ τ τ τ
= =

≈ = =∑ ∑  (39) 

微分矩阵的表达式为 
( )

(1 ) ( ) ( )
,

( )[(1 ) ( ) ( )]

(1 ) ( )+2 ( )
,

2[(1 ) ( )+ ( )]

ki i k

k n k n k

k i i n i n i

i N i N i

i N i N i

L

P P
i k

P P

P P
i k

P P

τ

τ τ τ
τ τ τ τ τ

τ τ τ
τ τ τ

= =

⎧ + +
≠⎪ − + +⎪

⎨
+⎪ =⎪ +⎩

�

�
�

�� �
�

D

(40)
 

其中 1,2,..., , 0,1,...,k n i n= = 。由此，动力学微分

约束转换为代数约束 

0

0
0

( ) ( )

( ( ), ( ), , , ) 0
2

n

ki k i
i

f
k k k f

t t
t t

τ τ

τ τ τ

=

−

−
=

∑D X

f X U       (41)
 

4.5 离散条件下的终端状态约束 

由于高斯伪谱法中的节点不包括终点 1fτ = ，

故而动力学微分方程约束中未定义末端状态 fX ，

故末端状态应满足动力学方程约束 
1

0 1
( ) ( ) ( ( ), ( ), )f dτ τ τ τ τ τ

−
= + ∫x x f x u       (42) 

将终端约束离散后用高斯积分近似可得 
0

0
0

1

( ) ( )

( ( ), ( ), , , )
2

f

n
f

k k k f
k

t t
w t t

τ τ

τ τ τ
−

= +

−
∑

X X

f X U       (43)
 

式中，
1

1
( )k iw L dτ τ

−
= ∫ 为高斯权重， kτ 为勒让德-

高斯点。 

4.6 离散条件下的性能指标 

将性能指标中的积分项用高斯积分近似，可得

性能指标函数的高斯伪谱法形式 
0 0

0
0

1

( , , , )

( , , ; , )
2

f f

n
f

k k k k f
k

J t t

t t
w g t t

Φ

τ
=

= +

−
∑

X X

X U      (44)
 

由此，高斯伪谱法将连续最优控制问题离散后转化

为非线性规划问题，然后求取离散状态变量和控制

变量，使性能指标最小，并满足状态约束和终端状

态约束，边界条件 0 0( , , , ) 0f ft tX Xφ = , 路径约束

0( , , ; , ) 0k k k ft tC X U τ ≤  

4.7 水下航体的最优控制描述 

水下航体能量最优控制方案描述为：找到控制

输入F，从给定的初始状态 0 0 0( ) , 0t t= =x x 运动到

期望的末端状态 ( )f ftx x= ，并令能耗最小，并满

足一定的约束条件。其最优控制策略为一能量最优

泛函极值问题，其能量最优性能指标为： 

0

4
2

1

ft

it
i

J F dt
=

= ∑∫                     (45) 

需要满足的初值约束为 0 0( )t =x x ，状态方程为

[ ], ,t=�x f x u ，其具体形式如式（30），控制约束

为 min max≤ ≤u u u ，状态约束为 min max≤ ≤x x x ，边

界条件约束为 , ( )f f ft t x t x≤ ≤ 。在以上约束条件

下，即可对系统进行能量最优控制仿真分析。 
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5  仿真分析 

本研究以一主体为旋转椭球体的水下航体为

例，对其进行最优控制仿真。设该鱼体三轴直径分

别为 0.4 m，0.2 cm 和 0.2 m，则排水量 V=  

8.37×10–3 m3，总体质量应控制为 8.37 kg。按照重

心位于浮心正下方的原则对总质量进行三维布局

后，测得重心位置向量 r=[0;0;0.01]m；转动惯量为

Jx=0.391，Jy=0.948，Jz=0.926，单位为 2kg m⋅ 。水

的密度为 1 000 kg/m3。驱动器到连体坐标系 y 轴

和 z 轴长度分别为 1 2 0.075 ml l= = 。水动力参数的

取值参照文献[5]。由于本设计所采用的驱动方式

是靠驱动器与水之间的相互作用实现的，故而驱动

力越大，对周围流场所造成的影响也就越大，故而

对多组驱动力最大值约束下的水下航体进行最优

控制计算，并作比较。 

根据驱动器的驱动性能，设定 3 组控制约束

为： 5 N, 10 N, 15 Nu u u≤ ≤ ≤ 。设水下航体的

初始和终端条件为： 
0 0b = , [0.4; 0.4; 0.4]fb = , 0 0fv v= = , 
0 0f= =ω ω , 0 f= =R R I , 5ft =  

其中 0 即在 5 s 的时间内，系统从初始点静止的状

态下前进，上浮和偏航各 0.4 m，并在终端时刻保

持静止，且初始时刻和终端时刻的姿态相同。仿真

所得到在 3 种控制输入约束条件下运动轨迹，速

度，角速度以及控制输入随时间的变化对比如图

2~5 所示。 

 
图 2  运动轨迹 

 

 

 
图 3  运动角速度 

 

 

 
图 4  运动速度 
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图 5  控制力输入 

由图 2 可知，在 3 种控制下，航体浮心从坐标

系原点出发，都到达所指定的点(0.4, 0.4, 0.4)，各

轴轨迹都未超出设定的终点值范围，3 条轨迹都较

为光滑，其中前 2 种情况 5 N, 10 Nu u≤ ≤ 下的

轨迹相同，且比在条件 15 Nu ≤ 下的轨迹简单。 

由图 3 可知，俯仰 yω 和偏航 zω 运动角速度

远大于翻滚角速度 xω ，这是由于航体驱动力不会

产生翻滚力矩的缘故，而翻滚角速度出现轻微变化

则是由于水动力作用所造成的，在 3 种驱动下，

5 N, 10 Nu u≤ ≤ 下的角速度变化情况大致相

同，且小于 15 Nu ≤ 情况下的变化；由图 4 可知，

艏向速度变化大于其他两个方向的速度，这是由于

所设计的驱动器只能产生艏向驱动力，3 种情况下

艏向速度变化情况大致相同，而侧向速度的变化同

样是受水动力的影响。 

由图 5 可知，4 个驱动器的驱动力的变化呈现

较为复杂的变化趋势，其中 15 Nu ≤ 的情况下呈

现驱动力恒定和匀变区间，而 10 Nu ≤ 和

15 Nu ≤ 的情况下驱动力的变化各区间呈现抛物

线形式。 

综上可知，在 3 种驱动力限制的情况下，水下

航体都可以达到所需的位置，且在 5 Nu≤ 情况下

运动速度角速度的变换区间也相对较小，故而可以

作为驱动器选型的依据。 

6  结论 

与基于欧拉角和四元数，采用微分理论推导得

到的水下航体动力学方程相比，采用李群和李代数

为基础，利用变分法推导得到的模型形式更加简

洁，且推导过程大大简化；同时可避免数值计算中

的奇点问题和平衡点附近模糊性问题。水下航体最

优控制问题求解的难点在于所选择的数值算法能

否满足初值敏感所需的精度。相较智能控制算法的

寻优过程，伪谱法在保证计算精度的前提下大大降

低了计算量，而相较离散变分积分子算法，基于伪

谱法的推导过程也得到简化。李群理论和伪谱法在

工程领域的应用研究也为李群理论和伪谱法在水

下航体最优控制问题中的深入研究提供了大量的

参考。 
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附录：水动力参数矩阵 
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