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基于相空间重构的 Bernstein 神经网络混沌序列预测 

张宏立 1，李瑞国 1，范文慧 2 
(1. 新疆大学电气工程学院，新疆 乌鲁木齐 830047；2. 清华大学自动化系，北京 100084) 

摘要：针对传统 BP 神经网络、RBF 神经网络及 AR 模型预测精度不高、结构复杂，提出了相空间

重构与 Bernstein 神经网络组合预测的新方法，并结合 PSO 算法进行组合预测模型的参数优化。分

别以 Sprott-J 混沌系统和交通流系统为模型，利用自相关法和 Cao 方法相结合对混沌时间序列进行

相空间重构；利用重构时间延迟相量及 Bernstein 神经网络建立预测模型，并与传统的 BP 神经网络、

RBF 神经网络及 AR 模型进行对比分析。仿真结果表明，相空间重构与 Bernstein 神经网络组合预

测较传统模型结构简单、模拟效果好、预测精度高。 

关键词：相空间重构；Bernstein 神经网络；PSO 算法；混沌时间序列预测 
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Bernstein Neural Network Chaotic Sequence Prediction Based on Phase Space Reconstruction 
Zhang Hongli1, Li Ruiguo1, Fan Wenhui2 

(1. Department of Electrical Engineering, Xinjiang University, Urumqi 830047, China; 
2. Department of Automation, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract: In view of the low prediction accuracy and the complex structure of traditional BP neural 
network, RBF neural network and AR model, a new prediction method with the combination of phase 
space reconstruction and Bernstein neural network was proposed, and PSO algorithm was used for 
parameters optimization of combination forecast model. Taking Sprott-J chaotic system and traffic flow 
system as models respectively, the combination of autocorrelation and Cao method was used to 
reconstruct phase space of chaotic time sequence, the refactoring phasor of time delay and Bernstein 
neural network were used to establish the prediction model, and do comparative analysis with traditional 
BP neural network, RBF neural network and AR models. The simulation results show that the 
combination prediction of phase space reconstruction and Bernstein neural network has a simple structure 
and can get more preferable simulation effect and higher prediction accuracy. 
Keywords: phase space reconstruction; Bernstein neural network; PSO algorithm; chaotic time sequence prediction 

1 

引言 

混沌现象是由一种低阶确定性的非线性动力

系统所表现出来的非常复杂的行为，它已在天气预

                                                        
收稿日期：2014-11-18       修回日期：2015-04-22; 
基金项目：国家自然科学基金(61463047)； 
作者简介：张宏立(1972-)，男，湖南，博士，副教授，

研究方向为混沌分析、系统辨识等；李瑞国(1986-)，
男，满族，河北，硕士生，研究方向为混沌理论与应

用、模式识别等；范文慧(1966-)，男，吉林，博士，

教授，研究方向为协同仿真、协同优化等。 

报、经济预测、电力负荷预测、股市预测等领域得

到了广泛的应用。在对混沌时间序列的分析中，混

沌信号的相空间重构是关键环节。Takens 和

Packard 等人提出了相空间重构的延时坐标法[1]，

即用单一的标量时间序列来重构一个等价的相空

间，并在这个相空间中恢复原有的动力学特性。 

相空间重构有 2 个关键的参数，即最佳延迟时

间 τ和最小嵌入维数 m[2]。对于最佳延迟时间 τ的

估计方法有自相关法、复自相关法、互信息法、平

1
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均位移法等[3]，最小嵌入维数 m 的选取方法有饱和

关联维数法(即 G－P 法)、伪最近邻域法、Cao 方

法以及 τ和 m 的联合算法——C－C 法等[4]。本文

选择自相关法和 Cao 方法相结合的方法确定 τ 和

m，程序简单、易于实现。 

相空间重构之后，通过计算最大 Lyapunov 指

数判断系统混沌性，然后建立数学模型对该混沌时

间序列进行预测。传统混沌时间序列预测模型有

BP 神经网络模型、RBF 神经网络模型及 AR 模型

等。但混沌时间序列对初始条件具有敏感依赖性，

是一组具有非线性和时变的数据，采用传统的预测

模型很难把这种复杂规律表达出来。传统的 BP 神

经网络、RBF 神经网络计算效率低、泛化能力低，

预测精度不高[5]。AR 模型是一种线性模型，对于

混沌时间序列预测往往不能满足精度要求。鉴于

此，本文提出了 Bernstein 神经网络预测模型，以

解决传统神经网络权值训练过程中出现的运算量

大、收敛慢、容易陷入局部最小值[6]及 AR 模型精

度不够等问题。粒子群优化 (Particle Swarm 

Optimization，PSO)算法作为一种并行优化算法，

操作简单，而且保留了基于种群的全局搜索策略，

它特有的记忆功能使其可以动态跟踪当前的搜索

情况，防止陷入局部最优。因此，本文将 PSO 算

法用于预测模型的参数优化中。 

1  相空间重构 

1.1 最佳延迟时间 

利用自相关法确定最佳延迟时间。自相关法也

称自相关函数法，通过计算自相关函数 ( )Cl τ 来判

断 ( )x i 和 ( )x i τ+ 的相关性[7]。定义自相关函数如下： 

1

2

1

1 ( ( ) )( ( ) )
( )

1 ( ( ) )

N

i
N

i

x i x x i x
N

Cl
x i x

N

τ
τ
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−

=

=

+ − −
−

=
−

∑

∑
    (1) 

式中： ( ) ( 1,2, , )x i i N= " 为时间序列； N 为序列长 

度；
1

1 ( )
N

i
x x i

N =

= ∑ 。 

经验证明，选 ( )Cl τ 下降到距离初始值的

1 1 e− 最近的 τ为最佳延迟时间。 

1.2 最小嵌入维数 

采用 Cao 方法[8]确定最小嵌入维数。m 维相空

间中的重构时间延迟相量为 
T
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式中： 2⋅ 为向量的 2 范数。 

定义
,

1

1

1 N m

m m i
i

m m m

E e
N m

EE E E

τ

τ

−

=

+

⎧
=⎪ −⎨

⎪ = −⎩

∑              (4) 

如果时间序列是有吸引子产生的，则 0m m≥

后，若 mEE ε< ，那么最小嵌入维数为 0m 。其中，

ε为任意给定的很小的正数。 

1.3 最大 Lyapunov 指数 

运用最大Lyapunov指数判断系统的混沌性[9]。

Lyapunov 指数是一个谱系 ( 1,2, , 1)i i mλ = −" ，m 为

重构相空间的最小嵌入维数。如果谱系中最大者为

正值，则该系统为混沌系统[10]。最大 Lyapunov 指

数是判断混沌存在与混沌特性的一个重要依据，它

可以度量混沌系统对初值的敏感程度—其值越大，

混沌特性越强，对初值的敏感性也越强。根据(5)

式求取最大 Lyapunov 指数 maxλ 。 

{ }2

1
1

max
1

min ( , 1,2, , )

ln1
( 1)

i i j m i m j

L
i

i i

l i j L

l
L l

λ
τ

≠

−
+

=

⎧ = − =
⎪⎪
⎨
⎪ =

−⎪⎩
∑

, , "Y Y
   (5) 

若 max 0λ < , 系统具有稳定的不动点；若

max 0λ = ，系统出现周期现象；若 max 0λ > ，系统

具有混沌特性。 
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2  Bernstein 神经网络 

2.1 Bernstein 多项式及性质 

定义 1[11]设函数 ( )f x 在区间[0,1]上连续，则  

0
( , )= ( )C (1 )

n
k k n k

n n
k

kB f x f x x
n

−

=

−∑            (6) 

式中： ( )( =0,1, , )kf k n
n

" 为[0,1]区间内的各个节点

函数值，称由 (6)式确定的 ( , )nB f x 为 ( 1)n n≥ 次

Bernstein 多项式。 

定理 1[12]  设 ( )f x 在[0,1]上连续，则 ( , )nB f x

满足 

0 1
lim max ( ) ( , ) 0nn x

f x B f x
→∞

− =
≤ ≤

              (7)                            

定理 1 表明 Bernstein 多项式可以逼近[0,1]上

的任意连续函数。根据定理 1 对 Bernstein 多项式

进行推广，使之逼近[ , ]a b 上的任意连续函数。 

定理 2[12]  设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则修正的

Bernstein 多项式为 

0
( , )= ( ( ))

C ( ) (1 )

n

n
k

k k n k
n

kB f x f a b a
n

x a x a
b a b a

=

−

+ − ×

− −
−

− −

∑
         (8) 

此时有 lim max ( ) ( , ) 0nn a x b
f x B f x

→∞
− =

≤ ≤
           (9) 

此外，Bernstein 多项式还有 3 条重要性质： 

(1) 保值性，即线性函数的 Bernstein 多项式是

它本身。 

(2) 同单调性。若 ( )f x 在 [ , ]a b 上单调增加(或

单调减少)，则 ( )f x 的 n次 Bernstein 多项式在[ , ]a b

上亦单调增加(或单调减少)。 

(3) 同凹凸性。若 ( )f x 是 [ , ]a b 上的凹函数(或

凸函数)，则 ( )f x 的 n次 Bernstein 多项式亦是[ , ]a b

上的凹函数(或凸函数)。 

2.2 Bernstein 多项式外推性质 

根据 2.1 节理论，本文推导出了一条 Bernstein

多项式的新性质。 

设函数 ( )(0 1)f x x≤ ≤ 的 1n + 个插值节点

( 0,1, , )kx k n= " ，根据定理 2，利用 Bernstein 多项

式插值逼近 ( )f x ，则有 

0

0

( ) ( , )= ( )C (1 ) =

( ) ( )

n
k k n k

n k n
k

n

k k
k

f x B f x f x x x

b x f x

−

=

=

→ −∑

∑    (10)
 

根据(10)式推知 ( )f x x+ Δ ，即 

0

0
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n
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k

n
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k
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l b x f x
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=
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令 0xΔ > ，则 ( ) 1x x+ Δ > ，即 ( , ( ))x x f x x+ Δ + Δ 为

区间外的点。 

证明： 1p∃ > ，使得 x x px+ Δ = 成立，则有 

0

0

0

( )C ( ) (1 ( ))
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将 ((1 ) ( 1) )n kx p x −− − − 按二项式展开，得到 

0

((1 ) ( 1) )

C (1 ) ( ( 1) )

n k

n k
i n k i i
n k

i

x p x

x p x

−

−
− −

−
=

− − − =
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令 1p +→ ， 0x +→ ，则有 

( 1) ) ο((1 ) ) ( 2,3, , )q n kp x x q n k−− − = − = −" (14) 

1
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− −
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将(15)式忽略高阶无穷小量代入(12)式，得到  

0

0

( )C ( ) (1 ( ))

( )( 1)( )C (1 ) (1 )
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k k n k
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1p +→∵ ， 0x +→ ， 0 k n≤ ≤  

kp M∴ ≤ ，
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1 1
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≤ ≤  
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根据连续函数介值定理， kl∃ ，使得 
( 1) ( )( 1)(1 ) (1 )=
1 1

k
k

n p x n k p xM p l M
x x

− − −
− −

− −
≤ ≤                               

0 0

( ) ( , )=

( )C (1 ) = ( ) ( )

n

n n
k k n k

k n k k k k
k k

f x x B f x x

f x x x l l b x f x−

= =

∴ + Δ → + Δ

−∑ ∑   (17) 

2.3 Bernstein 神经网络 

三层基神经网络可以逼近任意的非线性函数，

因此，结合(11)式可以构建一个多输入单输出的基

神经网络，以解决多个插值节点的函数拟合问题。

据此，本文提出一种 Bernstein 神经网络，它是一

种以BP神经网络拓扑结构为基础，把Bernstein 多

项式基函数作为隐层神经元激励函数的神经网络。

Bernstein 神经网络的基函数为 

 , ( , ) C (1 ) ( 1 1)k k n k
n k nB y x y x x x−= − − ≤ ≤    (18) 

式中：n 为 Bernstein 多项式的阶数，一般，n=输

入层神经元的个数–1；y 隐层的神经元输入；x 为

固定参数。 

3  基于相空间重构的 Bernstein 神经

网络预测模型 

3.1 预测原理 

相空间重构后，m 维相空间中的重构时间延迟

相量为 
, ( 1)

T[ ( ), ( ), , ( ( 1) ]

( ( 1) 1,( 1) 2, , )

m i m

x i x i x i m

i m m N

X

"

"

τ

τ τ

τ τ

− − =

− − − ×

= − + − +         (19)

 

Takens 定理 [13]证明了存在一个光滑函数

( )f X ，使得 

( 1)( 1) ( , )p m i mx i f τ− −+ = ,X θ               (20) 

其中：θ 为模型参数向量。 

构建一个三层多输入的新型 Bernstein 神经网

络。网络中隐层、输出层各神经元激励函数全为恒

等映射，且所有神经元的阀值均为 0，其拓扑结构

如图 1 所示。 

 

图 1  Bernstein 神经网络预测模型 

图 1 中，W 是一个m m× 的权值矩阵； 
T

1 2[ , , , ]mr r r=R "
； 

1,0 1 1,1 2

T
1, 1

[ ( , ), ( , ), ,

( , )]
m m

m m m

B net x B net x

B net x

B "− −

− −

=
 

由于输入层神经元激励函数采用的是恒等映

射，故隐层神经元输入为 

, ( 1)
1

( , ) ( )
m

j m i m
k

net k j kτ− −
=

=∑W X            (21) 

其中：
1( , ; 1,2, , )

( , )
0( )

k j k j m
k j

k j
= =⎧

= ⎨ ≠⎩

"
W 。 

输出层神经元激励函数采用的也是恒等映射，

因此其输出为 

1, 1
1

( 1) ( , )
m

p j m j j
j

x i r B net x− −
=

+ = ∑           (22) 

3.2 模型参数优化原理 

网络训练时，将原始混沌时间序列与预测序列

误差的平方和反馈到算法中，其原理如图 2 所示。 

 

图 2  模型参数优化原理图 

通过算法中的适应度函数不断调整模型参数，

直至适应度最小。适应度函数取为 

2

( 1) +2
min ( ( ) ( ))

N

pθ n m
F x n x n

τ= −

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑        (23) 

式中：θ 为模型参数向量， T
1 2[ ]=[ , , , , ]mx r r r x= "θ R 。 

3.3 基于 PSO 算法的模型参数优化实现 

PSO 算法是一种并行优化算法，源于对鸟群捕

4
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食行为的研究[14]，其基本思想是，每个优化问题的

潜在解都是搜索空间的粒子，所有的粒子都有一个

被优化的函数决定的适应度，每个粒子还有一个速

度向量决定它们飞翔的方向和距离，然后粒子们就

随当前的最优粒子在解空间中搜索。PSO 初始化为

一群随机粒子(随机解)，然后通过迭代找到最优解。

在每次迭代中，粒子通过跟踪两个“极值”来更新自

己，一个是粒子本身所找到的最优解——个体极值

idP ，另一个是整个种群目前所找到的最优解——全

局极值 gdP [15]。找到这两个最优解时，每个粒子根

据(24)，(25)式来更新自己的速度和位置。 

1

2

( 1) ( )+ rand()( ( ))+

                 rand()( ( ))
id id id id

gd id

v t v t P x t

P x t

ω η

η

+ = −

− (24)
 

( 1) ( )+ ( 1)id id idx t x t v t+ = +              (25) 

式中： ( 1)idv t + 表示第 i 个粒子在 1t + 代中第 d 维上

的速度； ( 1)idx t + 表示第 i 个粒子在 1t + 代中第 d

维上的位置；ω为惯性权重； 1η ， 2η 为加速常数。

此外，为使粒子速度和位置不致过大，设置速度上

限 maxv 、下限 maxv− 和位置上限 maxx 、下限 maxx− 。 

PSO 算法作为一种并行群智能优化算法，全局

搜索能力强，避免陷入局部最优解，目前已广泛应

用于函数优化、神经网络训练、模糊系统控制等领

域。因此，利用 PSO 算法优化 Bernstein 神经网络

预测模型。将待优化参数向量 1 2[ , , , , ]mr r r x= "θ 比

作算法中的一个粒子，在适应度函数(23)式的评价

下，算法基本流程如下： 

Step 1：初始化粒子群，即设定种群数量 Q 及

各粒子的初始位置 T
1 2[ , , , ]Q= "X X X X 和初始速

度 T
1 2[ , , , ]Q= "V V V V 。其中， 1 2[ , , , ]i i i irx x x= "X ，

1 2[ , , , ] ( =1,2, , )i i i irv v v i Q= " "V ； r 为粒子维数。 

Step 2：计算每个粒子的适应度值。 

2

( 1) +2

1 1
1

( ( ) ( )) ( 1,2, , )

( ) ( ) ( , ( ))

1

N

i p
n m

m

p i m j j i
j

F x n x n i Q

x n j B net r

r m

τ= −

− −
=

⎧
= − =⎪

⎪
⎪
⎨

=⎪
⎪
⎪ = +⎩

∑

∑ ,

"

X X  (26)
 

式中： ( )px n 为 ( )x n 的估计值；m 为最小嵌入维数；

jnet 如(21)式所示。          

Step 3 ：根据初始位置和初始速度及式

(24)~(25)更新各粒子的位置。 

Step 4：计算每个粒子的新适应度值。 

2
new new

( 1) +2

new new 1 1 new
1

( ( ) ( )) ( 1,2, , )

( ) ( ) ( , ( ))

1

N

i p
n m

m

p i m j j i
j

F x n x n i Q

x n j B net r

r m

X X

"
τ

− −
= −

− − − − −
=

⎧
= − =⎪

⎪
⎪
⎨

=⎪
⎪
⎪ = +⎩

∑

∑ ,

(27) 

Step 5：计算自身极值。对每个粒子，比较它

的适应度值和它所经历过的最好位置 idP 的适应度

值，如果比 idP 更小，更新自身最优解 idP 。 

Step 6：计算全局极值。对每个粒子，比较它

的适应度值和群体所经历过的最好位置 gdP 的适

应度值，如果比 gdP 更小，更新全局最优解 gdP 。 

Step 7：如果达到约束条件(或终止进化代数

Gen )，则结束，否则转至 Step 2 继续。 

4  仿真实验 

为验证本文所提预测模型的有效性，以连续多

输入多输出 Sprott-J 系统和某一市区交通流系统为

模型进行仿真实验。 

4.1 Sprott-J 系统 

1994 年，美国学者 Sprott 在大量数值实验的

基础上提出了 19 种混沌系统，并为这些系统设置

了固定的参数，其中的 Sprott-J 系统是一个具有调

幅特性的分段性混沌系统，其模型如(28)式所示。 

2

2
2

x z
y y z

z x y y

⎧ =
⎪

= − +⎨
⎪ = − + +⎩

�
�

�
                      (28) 

该模型存在一个典型的单涡旋混沌吸引子。仿

真时，初值 0 0 0, , x y z 分别取为-1, 0, 1，步长 h取为

0.01。利用四阶 Runge－Kutta 法计算包含 8 000 个

数据点的混沌时间序列，通过前 4 000 个数据点建

立预测模型，后 4 000 个数据点用来作预测分析。

对混沌时间序列 x 进行相空间重构，取 0.01ε = ，

( )Clτ τ− 及 mm E− 图分别如图 3(a)和图 3(b)所示。 
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(a) 自相关函数离散图 

 
(b) Cao 方法离散图 

图 3 相空间重构参数图 

根据 1.1节及图 3(a)得到最佳延迟时间 73τ = ，

根据 1.2 节及图 3(b)得到最小嵌入维数 7m = ，根

据得到的m 、τ 及 1.3 节得到最大 Lyapunov 指数
6

max 6.4397 10λ −= × 。由此可见， max 0λ > ，根据

1.3 节知该系统为混沌系统，具有混沌特性。原

Sprott-J 吸引子及重构吸引子轨迹图如图 4 所示。

其中， 0.01Td τ= 。图 4(a)是 Sprott-J 吸引子在 x z−

平面的轨迹图，图 4(b)是τ 取 73 时变量 z 的重构吸

引子轨迹图，证明了 Sprott-J 系统典型的单涡旋混

沌吸引子的存在。另外， 73τ = 时，重构吸引子轨

迹图既不压缩也不折叠，很好的保留了原系统吸引

子的动力学特性，同时也验证了自相关法和 Cao

方法相结合进行相空间重构的有效性。 

利用相空间重构参数和混沌时间序列 x，得到

重构时间延迟向量，结合 Bernstein 神经网络预测

模型，利用 PSO 算法优化模型参数，其参数实现

如表 1 所示。 

 

(a) 原吸引子 

 

(b) Td=0.73 时重构吸引子 

图 4  原吸引子轨迹图及重构吸引子轨迹图 

表 1  PSO 算法初始化及优化参数 

初始化参数 优化参数 
xmax 20 r1 1.092 4 
vmax 0.2 r2 –0.191 2 

r 8 r3 –0.141 3 
Q 40 r4 –0.701 5 

Gen 30 r5 –2.440 1 
ω ωt r6 –0.183 5 
η1 2 r7 0.381 8 
η2 2 x 0.013 1 

max max min( ) 

(1 )

t
t

Gen
t Gen

ω ω ω ω= − −

≤ ≤          (29)
 

其中： max 0.9ω = 及 min 0.4ω = 分别是最大和最小加

权系数；t 为当前进化代数；Gen 为终止进化代数。  

根据表 1 参数，将 Bernstein 神经网络模型和传

统的 AR 模型、RBF 神经网络模型、BP 神经网络

模型比较，各种预测模型仿真结果如图 5~6 所示。 

6
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(a) x 序列及模拟序列曲线                            (b) 误差曲线 

图 5  建模分析图 

     

(a) x 序列及预测序列曲线                            (b) 误差曲线 

图 6  预测分析图 

为了分别定量比较模拟值、预测值与观测值的

差异，引用 3 个误差评价指标[16]： 

1

1 n

MAE pi i
i

E y y
n =

= −∑                   (30) 

2

2

1

2

1

( )

( )

n

pi
i

nR

i
i

y y
E

y y

=

=

−
=

−

∑

∑
                   (31)                                 

2

1

1 ( )
1

n

MSE pi i
i

E y y
n =

= −
− ∑             (32) 

其中， (1 )piy i n≤ ≤ 为预测值； (1 )iy i n≤ ≤ 为观

测值；
1

1 n

i
i

y y
n =

= ∑ 为观测值的均值。 

各种模型的误差定量评价如表 2 所示。 

表 2  各种预测模型误差评价表 

模型 
BP 

神经网络

RBF 
神经网络 

AR 
模型 

Bernstein
神经网络

模拟性

能指标

EMAE 3.239 6 2.256 9 0.141 8 0.031 3
ER2 0.864 4 0.815 0 1.010 0 1.001 3

EMSE 4.251 5 2.915 7 0.181 2 0.041 1

预测性

能指标

EMAE 3.532 3 2.169 9 0.179 9 0.036 4
ER2 0.879 6 0.872 3 1.014 3 1.002 3

EMSE 4.406 4 2.839 6 0.221 0 0.043 8

7
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4.2 交通流系统 

实时准确的交通流预测是交通控制和交通诱

导的前提和关键。城市的交通流系统具有明显的混

沌特性，可根据采样的交通流数据对未来时刻的交

通流进行预测，以便交通管理。近年来，对某一交

通流繁多的市区路口进行了观测与记录，每隔 7.2

小时观测一次，共记录了 20 个月的 2 000 个交通

流数据，其中，前 1 000 个点用来建立预测模型，

后 1 000 个点用来进行预测分析。利用所记录数据

进行相空间重构，如图 7 所示。 

 
(a) 自相关函数离散图 

 
(b) Cao 方法离散图 

图 7 相空间重构参数图 

根据 1.1 节及图 7(a)得到最佳延迟时间 8τ = ，

根据 1.2 节及图 7(b)得到最小嵌入维数 9m = ，根

据得到的m ，τ 及 1.3 节得到最大 Lyapunov 指数

4
max 2.9016 10λ −= × 。由此可见， max 0λ > ，根据

1.3 节知该系统为混沌系统，具有混沌特性。重构

后的交通流吸引子轨迹图如图 8 所示。 

 

图 8  交通流吸引子轨迹图( 0.01Td τ= ) 

利用相空间重构参数和交通流混沌时间序列，

得到重构时间延迟向量，结合 Bernstein 神经网络

预测模型，利用 PSO 算法优化模型参数，其参数

实现如表 3 所示。 

表 3  PSO 算法初始化及优化参数 

初始化参数 优化参数 

xmax 2 r1 1.247 7 

vmax 0.2 r2 0.086 0 

R 10 r3 –0.116 2 

Q 40 r4 1.450 9 

Gen 30 r5 0.627 4 

ω tω  r6 0.058 0 

η1 2 r7 0.474 7 

η2 2 R8 –0.525 9 

  r9 0.324 4 

  x 0.029 4 
 

根据表 3 参数，将 Bernstein 神经网络模型和传

统的 AR 模型、RBF 神经网络模型、BP 神经网络

模型比较，各种预测模型仿真结果如图 9~10 所示。 

各种模型的误差定量评价如表 4 所示。 
 

8
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(a) 交通流序列及模拟序列曲线                        (b) 误差曲线 

图 9  建模分析图 

     

(a) 交通流序列及预测序列曲线                            (b) 误差曲线 

图 10  预测分析图 

表 4  各种预测模型误差评价表 

模型 
BP 神经

网络 
RBF 神

经网络 
AR 
模型 

Bernstein
神经网络

模拟性

能指标 

EMAE 2.525 4 1.682 0 2.194 0 0.536 3
ER2 0.590 6 0.594 0 1.404 7 0.980 9

EMSE 3.282 4 2.258 6 3.004 2 0.729 8

预测性

能指标 

EMAE 3.861 0 2.585 1 2.768 8 0.651 4
ER2 0.318 1 0.658 6 1.262 0 0.985 8

EMSE 4.977 0 3.374 6 3.633 1 0.931 7

4.3 性能分析 

从图 5~6、图 9~10 可以看出，不论是做建模，

还是做预测，BP 神经网络模型拟合不平滑、波动

很大，使之偏差最大，次之为 RBF 神经网络模型

或 AR 模型，精度最高的是 Bernstein 神经网络模

型，几乎和原曲线重合。 

从图 5(b)，图 6(b)，9(b)，图 10(b)及表 2、表

4 可以看出，Bernstein 神经网络模型的 MAEE ， MSEE

约是 AR 模型的 1/5~1/4、RBF 模型的 1/7~1/3，BP

模型的 1/10~1/5，Bernstein 神经网络模型的 2RE 相

对其他模型更接近于 1，说明 Bernstein 神经网络模

型较 AR 模型、RBF 神经网络模型、BP 神经网络

模型精度更高，预测更稳定。 

5  结论 

传统的混沌时间序列预测方法，常将相空间重

构与 AR 模型、BP 神经网络模型及 RBF 神经网络

模型结合。与 AR 模型结合时，结构简单，但预测

精度不够；与 BP 神经网络模型、RBF 神经网络模

型结合时，结构复杂，预测效果不好。因此，本文

9

Zhang et al.: Bernstein Neural Network Chaotic Sequence Prediction Based on Pha

Published by Journal of System Simulation, 2016



第 28 卷第 4 期 Vol. 28 No. 4 
2016 年 4 月 张宏立, 等: 基于相空间重构的 Bernstein 神经网络混沌序列预测 Apr., 2016 

 

http:∥www.china-simulation.com

• 889 • 

提出了相空间重构与 Bernstein 神经网络组合预测

模型。分别通过 Sprott-J 系统和交通流系统模型进

行仿真实验，并将 PSO 算法用于模型的参数优化。

仿真结果表明，本文所提方法不但结构简单，而且

预测精度高，证明了该方法的有效性。因此，可将

相空间重构与 Bernstein 神经网络组合预测方法广

泛应用于序列预测、系统辨识及故障诊断等领域。 
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