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一种改进的 HKS 提取方法及非刚体分类应用 

江静宇 1,2，万丽莉 1,2 
（1.北京交通大学计算机与信息技术学院信息科学研究所，北京 100044； 

2.北京交通大学现代信息科学与网络技术北京市重点实验室，北京 100191） 

摘要：为了使热核特征 HKS(heat kernel signature)在非刚体形状分析研究中具有更广的适用性，对

于非连通的非刚体三维模型提出一种改进的 HKS 提取方法。提取模型的最大连通集，计算最大连

通集的顶点 HKS 特征，并从顶点特征集合中排除边界点及其一阶邻域点的特征。在形状分类应用

中，结合稀疏表示理论，对于训练数据中的每类非刚体三维模型均训练出一个字典，分别用每类的

字典对待分类模型的特征集合进行稀疏表示，以确定最合适的字典，从而判断出待分类模型的类别。

实验结果表明，该方法具有较高的分类准确率。 
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2. Beijing Key Laboratory of Advanced Information Science and Network Technology, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract: In order to make the HKS（heat kernel signature）have wider applicability in non-rigid shape 

analysis, an improved method of extracting HKS descriptors for unconnected non-rigid 3D models was 

proposed. The largest connected component was obtained. The HKS descriptors of the largest connected 

component were calculated and those descriptors of the boundary vertices and their 1-ring neighbors 

were excluded. For shape classifications, the dictionary was learned for each class based on the sparse 

representation theory. For a test model, each dictionary was utilized to sparsely represent its descriptor set, 

and the most appropriate dictionary was determined by the representation error, the model was classified 

according to this dictionary. Experimental results show the proposed method has good classification 

accuracy. 
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引言1 

非刚体模型在动画制作、虚拟现实、三维游戏

                                                        
收稿日期：2015-06-14      修回日期：2015-07-30; 

基金项目：国家自然科学基金项目(61572064); 中央

高校基本科研业务费专项资金(2014JBM027)； 

作者简介：江静宇(1991-)，男，河南，硕士，研究方

向为模式识别；万丽莉(1979-)，女，湖北，博士，副

教授，研究方向为三维模型检索、虚拟现实。 

等领域中具有广泛应用，对这类模型的形状分析研

究日益受到研究者的关注。非刚体模型的形状分类

有助于三维模型的语义理解，因此，如何有效地实

现大量非刚体三维模型的正确归类成为亟待解决

的问题。由于存在丰富多样的形变，非刚体模型的

形状分类要比刚体模型更具复杂性和挑战性。形状

特征提取对于非刚体形状分类起着至关重要的作

用。本文旨在增强形状特征对非刚体模型的适用范

1
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围，使其能处理存在形状缺失的三维模型。 

近年来，基于扩散几何的形状特征在非刚体形

状分割[1]、形状检索、形状分类[2]等方面均有应用。

2009 年，Sun[3]提出了基于热扩散理论的热核特征

(Heat Kernel Signature，HKS)。它具有等距变换不

变性，并对噪声、孔洞具有较好的鲁棒性。2011

年，Aubry[4]等提出基于量子力学的波核特征(Wave 

Kernel Signature，WKS)。它以能量为参数，同样

具有等距变换不变性。当形状缺失导致非刚体三维

模型不连通时，这两种特征均会受到影响，且 WKS

表现得更为敏感。 

针对上述问题，为了使 HKS 特征在非刚体形

状分析研究中具有更广的适用性，对于存在形状缺

失的非刚体三维模型，本文提出了一种改进的

HKS 特征提取方法。在特征提取时，首先提取模

型的最大连通集，并计算其所有顶点的 HKS 特征，

然后从顶点特征集合中去除边界点及其一阶邻域

点的特征。在形状分类应用中，结合稀疏表示理论，

利用为每类学习出的字典来表现提取出的新特征

集合，最后根据稀疏误差大小来确定对非刚体三维

模型的分类。 

1  热核特征 

由于三维模型的 Laplace-Beltrami 算子的谱分

解具有等距变换不变性，研究者提出了一些基于谱

分析的特征描述符。本文涉及的 HKS 特征正属于

此类。 

给定一个网格模型 G=(V,E)，其中 V 表示顶点

集合，E 表示边的集合，对于任意一个顶点 xV，

由文献[1]可知它的 HKS 可以表达为： 

  - 2

0
, ( ),kt

k
k

h x t e x  
≥

  

其中 k ，  k x 分别为 Laplace-Beltrami 算子的特

征值和对应的特征函数，且 0 1 20 ...    ≥ ≥ 。 

Ovsjanikov[3]等给出了一种紧凑的 HKS 描述

形式。通过采集在时间 1
0

it t  的 HKS 特征，得到

一个特征向量 1( ( ),..., ( ))( ) Tp x p xp x n ，其中每个

元素可表达为： 
1

0( ) ( ) ( , ), 1,..., ,i
ip x c x h x t i n     

其中，常量 ( )c x 由
2

( ) 1p x  所决定。 

2  改进的 HKS 特征提取方法 

HKS 因为具有等距变换不变性、多尺度特性、

鲁棒性等优点可以很好地描述非刚体三维模型的

局部特征，但对于存在形状缺失的非连通模型却较

为敏感。为了减少非连通部分和边界区域的影响，

我们通过改进 HKS 特征提取算法来计算三维网格

模型的局部形状特征，具体如下： 

1. 计算Laplace-Beltrami算子的特征值和特征

向量。 

2. 通过零特征值和其对应的特征向量把三维

网格模型分为多个连通集，并提取最大的连通集。 

3. 计算最大连通集顶点的 HKS 特征，并且

从顶点特征集合中去除边界点及其一阶邻域点

的特征。 

2.1 提取最大连通集 

一些研究者通常采用宽度优先搜索法和深度

优先搜索法来计算图的最大连通集。本文提出一种

基于谱分析的提取方法。Ding[6]等提出了一种基于

图谱分割的方法来寻找连通集。由文献[7]中图谱

论可知，拉普拉斯矩阵的特征值中零的数目就是图

的连通分量的个数。对应于零特征值的特征函数都

是阶梯函数，通过阶梯函数，对图进行迭代地分割

就可以得到子图。 

同 样 的 ， 对 于 一 个 三 维 网 格 的

Laplace-Beltrami 算子来说，我们可以得到一样的

效果。简单地，我们假设模型形状缺失后剩余部分

为 GA和 GC，其中 GA是较大部分，GB 是缺失部分。

对 顶 点 重 新 排 序 后 ， 不 完 整 模 型 'G 的

Laplace-Beltrami 算子 'GL 可表示为： 

' ,A

C

G m n

G
n m G

L
L

L




 
 
 

0

0
 

其中，m 和 n 分别为 AG 和 cG 的顶点数。 

设 AGL 的第 i 个特征值和特征向量分别为
iA 和

2
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iA ，
CGL 的第 j 个特征值和特征向量分别为 C jλ 和

jC 。由
AGL 的特征分解可得： 

,
A i i iG A A AL = λ   

即    
1 1

.A i i

i

C

G m n A A
A

n m G n n

L

L
 



  


 
 
 

0

0 0 0
 

同理可得： 

1 1 .A

j jC

G m n m m
C jC Cn m G

L

L
 

  




    

        

0 0 0

0
 

则 'GL 的特征值为   
i jA C  ，对应的特征向量为： 

    1

1

.i

j

mA

Cn








 
 
 


0

0
 

由于对任一三维网格的 Laplace-Beltrami 算子

来说，如果令 0 0  ， 0 将含有常量元素。我们分

别令 0 0A  和 0 0C  ，可得相应的特征向量为： 

1

1

A
m

n





 
 
 0

c
 ，

1

1

.
m

C
n





 
 
 

0

c
  

其中， 1
A
mc 和 1

C
nc 均含有常量元素。类似的，如果

'
G 有更多的连通集，则 'GL 的特征值和特征向量也

可用此方法推导出来。因此，综合上述分析，本

文提取最大连通集的具体算法如下： 

1. 求零特征值对应的特征函数 i ，并计算它

的最大值 imax 。 

2. 将来自同一连通集的点  maxi ix (x)=  作

为顶点集合。 

3. 如果有其他的零特征值，返回重复执行 1、

2 步，否则继续第 4 步。 

4. 返回具有最多顶点数的连通集。  

2.2 特征计算 

根据文献[3]的分析，HKS 特征可以用如下公

式计算： 

2

1

( , ) ( ).k

K
t

k
k

h x t e x 



   

不完整模型 '
G 由 AG 和 CG 组成，假定 'GL 的 K 个特

征值中有 I 个来自 iAλ ，J 个来自 jCλ 。然后，

令  ,A A AG V E ，对任一顶点 A AVx  ，它的 HKS

可表达为： 

2

1 1

( , ) ( ) 0.A C ji

i

I Jt t

A A A
i j

h x t e x e
 


 

 

     

可以看出，实际起作用的特征向量的个数要比 K 小。 

本文直接计算 AGL 的特征值和特征向量，而非

'GL ，计算公式如下所示： 

2

1

( , ) ( ).Ai

i

K
t

A A A
i

h x t e x
 



   

通过这种方法，能很好地保证所有 K 个特征向量

都能用来计算 HKS 特征，进而能更好地描述模型

表面的特征。 

为了后续的字典学习，我们需要设定一个合适

的实验参数。为了保证字典的收敛性[10]，稀疏度

阈值相对于信号大小来说要足够小。因此本文算法

所提取的 HKS 特征信号的尺寸 M 不能太小。同时，

为了构造一个超完备字典，M 应该不大于字典的尺

寸。综上分析，在本文所有实验中，M 被设定为

10。最后，为了后续的形状分类，要将它的 L2 范

数变为 1，因此对每个顶点的 HKS 特征进行了归

一化处理。 

3  分类应用 

一个非刚体三维模型可能有成千上万个顶点，

如果直接比较这些顶点特征的话将会存在计算量

大、效率低等问题。近年研究表明，稀疏表示理论

可以用来解决信号处理中很多问题，已广泛应用于

信号处理和图像处理的各个领域[8,9]，包括图像去

噪、图像修复、人脸识别、图像压缩和图像分类等。

稀疏表示是利用字典，将信号表示成少数原子的线

性组合的过程。很多非刚体模型顶点个数达数万之

多，而相邻顶点所表征的特征信息十分相似，因此

必然会存在信息的冗余。而稀疏字典学习的目的就

是用一个小的集合来表示信号集里所有的信号。字

典里的信号被称为原子信号。通过字典，原始信号

集里的每个信号都能被原子信号线性地表示出来。

利用稀疏表示理论，可以大大降低所要计算特征描

述符的维度和复杂度，从而大大提高时间效率并具

有很好的鲁棒性。 

3
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在三维模型形状分类过程中，首先把模型的顶

点 HKS 特征作为训练信号，每类训练出一个字典，

然后用每个类的字典去稀疏表示待分类模型的特

征，最后由稀疏表示误差来判定模型的类别。 

3.1 字典学习 

字典的构造方法可以分为两类，一类是基于数

学模型的，如将 wavelet, Fourier 基等组合得到，这

类字典可以进行精确的理论分析，计算速度快，但

是给定的字典只适合于某类信号。另一类是，由训

练样本自适应地训练出字典，这类字典可以适应多

种数据集。因此，我们选择第二种方法来构造字典。 

对完整模型 cS ，顶点数记为 N，顶点 HKS 特

征表示为 1,...,if i N 。将这些特征作为训练信号，

训练出的字典记为 cD 。这样，训练集中的每个

信号 if 都可以用字典 cD 中的原子信号线性地表

示为： 

i i i
0

cf D γ    Subject To γ T, ≤   

其中， i 为稀疏表示系数，T 为稀疏度上限。 

在字典学习阶段，把训练信号集 if 和字典的

大小作为输入，其训练目标函数可表示为： 

2

2 0
1

1 1
min    , .

2c

N

c i c i i
D i

D f D Subject To T i
N

 


  


≤  

利用正交匹配追踪法(Orthogonal Matching Pursuit, 

OMP)来进行信号稀疏逼近的近似求解，最终得到

表示能力最强的字典。 

3.2 稀疏表示 

对有形状缺失的非连通三维模型 S ，我们采用

本文第二章提出的算法来计算它的顶点 HKS 特

征。由于去除了较小的非连通部分、边界点及一阶

邻域点，HKS 特征的个数 N 将比模型 S 的顶点个

数要少。对于字典 CD 和 HKS 特征信号 if ，稀疏

编码误差可表示为： 
2

2 0
min   Subject To .

i

c
i i c i ierr f D T


   ≤   

对于一个顶点数为 N 的非连通模型，平均误差可

以用 Dc表示为： 

1
.

1
( )

N c
c i

i
err D err

N 
    

对于训练数据，每类均学习出一个字典，然后用每

个类的字典去表示待分类模型的特征，以确定哪个

字典最为合适，具体可描述为： 

arg min ( ).c
Dc

D err D   

最后，根据最合适的字典来判断出待测试模型所属

的类别。 

SPAMS[11](SPArse Modeling Software)是一种

有效的优化工具，实验中我们使用此工具来进行字

典学习和稀疏表示。 

4  实验与分析 

为了验证本文算法的有效性，我们采用一个用

于 非 刚 体 三 维 模 型 检 索 的 公 开 模 型 库 ：

SHREC2011[12]鲁棒性测试库。该模型库有 12 类共

计 684 个非刚体模型，其中包含 12 个原始模型，

和每类原始模型发生形变后的模型，如孔洞、噪声、

形状缺失等。在每类模型中，依据形变的严重程度，

将不完整模型按强度分为等级 1-5。 

该库中模拟了多种形变，但从文献[5]给出的

检索效果来看，形状缺失变换后的模型的检索效果

最差，这类模型的形状分类同样更具挑战。因此，

我们将这一类形变模型用于形状分类实验。实验中

依据分类文件，将每类的原始模型和等距变换后的

模型加入训练集用于字典学习，得到特征集合中的

原子信号。计算每个模型的所有顶点特征时我们取

Laplace-Beltrami 算子的前 100 个特征值和特征向

量。扩散时间 1
0

i tts   ，实验中我们令 0 256t  ，

1.35  ，i=1,..10,这样采集到的每个顶点的 HKS

特征均为一个 10 维的向量。字典中原子信号的个

数设定为 12，迭代次数为 1000，稀疏度上限为 3。

同时，我们将本文算法与另外两种典型的算法进行

了对比，分别是基于 HKS 和最近邻分类算法的

HKS-NNC、基于 HKS 和稀疏字典学习算法的

HKS-SRC、基于改进的 HKS 和稀疏字典学习算法

的 NewHKS-SRC。对于 HKS-NNC，计算 HKS 时

4
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采用与文献 [5]相同的时间采集参数， t=1024, 

1351,1783,2353, 3104,4096。对于 HKS-SRC，采用

与本文算法相同的时间参数取值。表 1 表示三种算

法分别对形状缺失模型的分类准确度对比。可以看

出，本文算法具有较优的分类准确度。 

表 1  对形状缺失模型分类的准确度对比(%) 

分类方法 
强度 

1 2 3 4 5 

HKS-NNC 33.33 33.33 25 22.92 21.67

HKS-SRC 66.67 54.17 47.22 45.83 43.33

NewHKS-SRC 100 100 94.44 89.58 80 

同时，我们还测试了不同的稀疏度阈值 T 下本

文算法 NewHKS-SRC 对形状缺失模型的分类准确

度，如表 2 所示。由表 2 可见，在稀疏度阈值为 3

的时候分类准确度最高。   

表 2  NewHKS-SRC 在不同稀疏度阈值下分类准确度(%) 

稀疏度 T 
强度 

1 2 3 4 5 

2 91.67 87.5 83.3 81.25 75 

3 100 100 94.44 89.58 80 

4 75 75 72.22 70.83 60 

5 100 95.83 94.44 89.58 78.33 

5  结论 

本文提出了一种改进的 HKS 特征提取方法，

该方法减少了非连通部分和边界区域对特征计算

的影响，扩展了 HKS 特征提取算法的适用模型范

围。在非刚体分类应用中，结合稀疏表示理论，对

于提取出的特征集合，用各个类的字典来测试稀疏

表示的误差，进而判断出待测试模型的类别。实验

结果表明该方法的形状分类准确度优于传统方法。 
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