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单边约束动力学模型数值仿真中的误差修正方法 

高海涛，韩亚丽，许有熊，朱松青，吴在罗 
（南京工程学院机械学院, 南京 211167） 

摘要：针对接触、碰撞等单边约束动力学模型数值仿真中存在的计算误差及约束违约问题，提出了

一种误差投影修正方法进行补偿。在利用线性规划模型刻画单边约束动力学行为的基础上，建立了

描述接触和碰撞问题的混合线性互补动力学模型，推导出该动力学模型的数值仿真方法。为了减少

数值仿真过程中的计算误差以及由此引起的约束违约现象，以双边约束方程为基础，建立一种投影

修正算法来修正动力学方程数值求解中的位置和速度误差，进而提高单边约束动力学模型的数值求

解精度。通过一个算例验证了修正算法的有效性，结果表明该修正方法能够有效地提高单边约束动

力学模型数值仿真的精度。 
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Error Correction Methods in Numerical Simulation for Unilateral Constraint Dynamics 

Gao Haitao, Han Yali, Xu Youxiong, Zhu Songqing, Wu Zailuo 

(College of Mechanical Engineering, Nanjing Institute of Technology, Nanjing 211167, China) 

Abstract: Aiming at problem of calculation errors and constraint violation in numerical simulation for 

dynamics of unilateral constraint such as contact and collision, the error projection correction methods 

were put forward. On the basis of dynamical behavior of unilateral constraint described by linear 

programming model, mixed linear complementarity dynamics was built. Numerical simulation methods 

for the mixed linear complementarity dynamics were derived. In order to reduce calculation error and 

constraint violation caused by this error in the numerical simulation, an error correction method was built 

for correcting position and velocity error of numerical solution on the base of bilateral constraint model, 

then solving precision of unilateral constraint dynamics was improved. The correction method was 

verified by example and the results show that this correction method is able to improve effectively numerical 

simulation accuracy of unilateral constraint dynamics. 
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引言1 

各种车辆、机械、机器人系统中广泛地存在接

触、碰撞等非光滑约束现象，为了研究这些系统， 
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相应地，研究含接触、碰撞等非光滑约束的动力学

建模方法及数值求解方法也成为人们研究的一个

重要内容。对于含理想约束的多刚体系统来说，可

以利用经典动力学理论来描述刚体系统的动力学

行为，并最终形成一个 ODE 方程进行数值仿真，

然而当系统中含有接触、碰撞等具有非光滑性质的

约束时，这时再利用经典的刚体动力学理论来刻画

刚体系统的动力学行为就会存在着一些理论上的

困难，为此，人们不得不寻求新的解决方法。 

1
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一种处理含非光滑约束问题的方法是将多体

系统的刚性假设局部柔性化，利用弹簧阻尼等集中

参数模型将多体系统的非光滑接触区域局部连续

化，得到一个不包含非光滑过程的动力学模型，尽

管这种方法可以避免刚体动力学处理具有非光滑

约束性质的力学系统所带来的困难，然而由于建立

的动力学模型中经常包含两个差异很大的时间尺

度和几何尺度，会导致 DAE 方程在数值求解中产

生刚性问题。另一种常采用的方法是将刚体的非光

滑刚性约束用一个并协性方程来刻画，并将其嵌入

到多体系统动力学的 DAE 方程当中，从而在系统

的非光滑区域形成一个数学规划问题来处理[1-3]。

1980 年，Lotstedt 首次将非光滑约束问题归结为一

个含并协性条件的数学规划问题来处理，此后

Glocker[4]，Baraff[5]等学者对此展开了深入的研究，

而 Pfeiffer 等[6]将这一理论框架应用到多体系统动

力学当中，根据模型表达方式的不同，目前主要有

两种形式来表达接触模型。第 1 是基于加速度-力

的表达方法[7]。该方法将接触约束条件表示为加速

度和力的相互作用关系，结合系统动力学方程，形

成一个描述接触问题的数学规划模型。第 2 是基于

速度-冲量的描述方法[8]；该方法基于一些条件假

设，将系统动力学方程及接触条件离散化为速度-

冲量形式，从而形成一个离散化的数学规划模型来

描述。 

在上述框架内求解多体系统的接触碰撞等单

边约束问题时，当系统中包含的刚体数量较多时，

存在着计算时间过长的问题，因此有很多研究者将

重点放在数值方法的研究上。Pfeiffer 等[9]归纳比较

了解决该类问题的 3 种数值方法：Lemake 算法，

时间步长算法，拉格朗日增广法，随后有研究者又

提出了同时将拉格朗日增广法与时间步长算法结

合后形成的新算法，先采用固定时间步长法将系统

动力学方程离散化为速度-冲量形式，而后在使用

拉格朗日增广法进行求解，这种方法能够避免加速

度-力描述方法的缺点，且数值求解过程更为简单，

近年来逐渐成为计算机物理环境模拟时常用的方

法[10-11]。然而，由于该方法的离散化假设及步长选

择问题，使得其在求解过程中都不可避免地存在着

计算误差，而且长时间的误差积累会给多刚体系统

带来约束违约现象，使得多刚体系统运动偏离。为

此，本文将对单边约束动力学模型数值仿真中的误

差问题展开研究，目的是建立一种误差修正算法来

提高单边约束动力学模型的仿真精度。 

1  含单边约束的非光滑动力学方程 

尽管接触与碰撞都是物体相互作用的一种形

式，但两者有所区别。碰撞是瞬时的接触过程，其

特点是作用强度很大，尤其是含摩擦的碰撞过程其

作用机理要比接触现象复杂的多。为了区分接触与

碰撞过程，本文将接触描述为有限时间内发生的一

种连续过程，而将碰撞看做瞬时的剧烈作用，并将

其离散化，利用各种恢复系数来模化碰撞中的能量

转化过程。在采用线性规划模型表达的框架下，两

者最终都能够得到一组 LCP(linear complementary 

Problem)方程，下面我们将分别建立接触与碰撞过

程的动力学模型。 

1.1 接触模型 

当多刚体系统中存在着接触物体时，此时系统

运动将受到接触力的影响。假定接触仅发生于两个

刚体之间；并忽略刚体形状及摩擦对接触过程的影

响。定义接触刚体在接触点处的法向间隙函数为

N ( , )g q t ，则利用经典多刚体动力学理论，可以得

到系统的动力学方程为： 

E E N N( , ) ( , , ) ( , ) ( , )q t q Q q q t q t q t    M      (1) 

E ( , ) 0g q t                             (2) 

方程中：M 为广义质量矩阵； E Eg q   为约束

雅可比矩阵；q 为广义位移；Q 为广义外力； E 为

拉格朗日乘子； Eg 为等式约束方程； N 为法向

接触力；
N Ng q   为对应的刚性接触矩阵。

根据刚性假设，gN为非负值。当 gN=0 时，两物体

相互接触，接触物体间存在着接触力，而当 gN>0

时，两物体不接触，于是该接触过程可以表示成如

下线性互补方程： 

2
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N ( , ) 0g q t ≥ , N 0 ≥ , N N( , ) 0g q t       (3) 

在计算机仿真应用或者构建虚拟物理仿真环

境时，为了便于求解，通常采用上述方程的离散化

形式进行数值模拟。基于固定时间步长 h，方程

(1)-(3)可以被近似离散化为： 

E E N Nq h h Qh    M                (4) 

g q h   E EE
                      (5) 

N

1 0lg  ≥ , N
1 0l h  ≥ , N N

1 1 0l lg h         (6) 

其中： Nh 和 Eh 反映了接触力及铰链约束力在一

段时间内的积累；
E Eg t   ，l 为当前仿真步数。 

此外，为完整描述接触过程，还需要补充接触

刚体间的运动学方程。为此，将刻画接触的间隙函

数进行一阶 Taylor 展开，得到一组接触刚体相对

速度与系统广义速度的关系式： 

1 T
N N N N
l lg g q h                           (7) 

其中： N Ng t   。联立方程(4)-(7)可以完整地

表达多刚体系统中的接触问题。 

1.2 碰撞模型 

多刚体系统的刚性假设及碰撞接触定律为碰

撞提供了一个非常理想化的模型，利用这样一个理

想化模型可以将碰撞过程简化为一个线性互补方

程，并通过一般性的 LCP 求解算法进行数值模拟。

假定多刚体系统中，碰撞发生在某一时刻 *t ，类似

于接触模型的定义，设物体碰撞前后的速度分别是

* *( , , )g q q t 
N
  和 * *( , , )g q q t 

N
  ，其中+，－分别表示碰

撞时刻速度变量的右极限和左极限。考虑到物理仿

真环境要求不是很高，采用 Newton 碰撞定律来描

述刚体的碰撞过程。定义碰撞恢复系数 [0,1]  ，

则碰撞前后的速度可以表示为： 

* * 0g g  N N                              (8) 

对于无摩擦的多刚体系统来说，经典刚体碰撞

动力学理论能够满足如下的基本定律：1)碰撞前后

的系统的动量是守恒的；2)碰撞后系统的动能不会

增加，根据刚体体接触条件，结合碰撞时刻的运动

学方程（8），可以将碰撞过程描述为一个线性互补

方程： 

N 0S ≥ ，
* *g g N N ≥ ，

* *
N N N( ) 0S g g       (9) 

由于冲击力非常大，忽略冲击力以外的作用

力，将多刚体系统动力学方程在碰撞区间内进行积

分，可以得到系统广义速度与冲量之间的关系式： 
*

E E N N
*

( , ) ( , ) ( , ) 0
t

t
q t q q t q t dt 




   M    

即： *
E E N N 0q S S   M               (10) 

其中： * * *( ) ( )q q t q t      ，
*

*N N

t

t
S dt




  ，碰撞冲

量，
*

*E E

t

t
S dt




  为约束冲量，它反映了铰链约束 

力在碰撞过程中的积累。除此之外，还可以得到碰

撞物体碰撞前后的速度与系统广义速度的关系式： 

* T * *
N N ( , )g q t q    ， * T * *

N N ( , )g q t q     

由此，可获两时刻碰撞物体速度的关系式为： 

* T * * *
N N N( , )g q t q g                      (11) 

将上述方程(9)-(11)及约束方程(2)联立，便可

以得到一个描述多刚体系统碰撞压缩过程的数学

模型。 

2  非光滑动力学的数值求解方法 

由多刚体系统接触及碰撞动力学模型可以看

出：无论是接触问题还是碰撞问题，最终得到的都

是一组包含 LCP 方程和 DAE 方程的混合方程组，

它们可以采用相同的数值求解方法进行求解。为了

便于误差修正过程的嵌入，本文给出了一种数值求

解算法。该算法的思想是将 DAE 方程转换为 ODE

方程，并将 LCP 求解器植入到 ODE 方程中，利用

碰撞/接触检测算法判别系统中是否存在着碰撞和

接触点，在检测到碰撞/接触后调用 LCP 求解器，

重新初始化接触点处的速度、加速度、接触力，接

着进行 ODE 方程的求解，从而获取到多体系统的

状态。下面以碰撞过程为例来建立非光滑动力学模

型的数值求解方法。 

为了消去多刚体系统中的等式约束方程，可将

系统动力学方程(10)和离散化的等式约束方程(5)

联立： 

N NE

T
E E

*

T *
E E0

Sq

qS 

     
            




M 
 

     (12) 

3
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当上述方程的系数矩阵非奇异时，利用分块矩阵计

算方法，其方程解可表示为如下形式： 

N N

T
E

*

T *
E E

ˆ Sq

S q 

   
           


  
M M

M M


 

         (13) 

其中： T

E EE E

1 1 1 1ˆ     M M M G M  ， T
EE E

1 1 M G M ，

T

EE E E

1G M  ，
EE

1M G 。 

将式(13)的结果带入方程(11)可以得到： 
* T * *
N N N N N E E N

T Tˆ ( )g S q g        M M      

N 0S ≥ ，
* *g g N N ≥ * *

N N N( ) 0S g g      (14) 

方程组(14)为一组标准的 LCP 方程，可以采用

常用的 LCP 求解算法，如：Lemake 算法或者投影

Gauss-Seideld 迭代算法进行求解，在获取接触力

后，将结果嵌入到 ODE 方程中，便可获取到多刚

体系统下一时刻的状态。 

上述求解过程较为方便，在模拟真实物理环境

的计算机仿真中经常被采用，但该方法也存在一些

缺点，如在仿真过程中，由于近似化的处理以及数

值仿真中的步长选择问题，使得获得的物体状态速

度和位置不可避免地存在误差，这些误差被带入到

碰撞/接触动力学求解过程,长时间的误差积累将

使得多刚体系统中的碰撞/接触、铰链等约束漂移，

进而出现约束违约现象，影响到仿真精度。为此必

须对该模型求解过程进行补偿，以减少数值仿真过

程中的误差。 

3  数值求解中的误差投影修正方法 

在离散步长积分的数值求解过程中，假设在 n

步积分后，得到多刚体系统的广义位置数值解为

n
q ，由于存在计算误差 n

q ，而使 E ( ) 0,n ng q t  。

根据微分几何原理，可以将位置数值解向等式约束

方程
E
( ) 0,n ng q t  定义的约束流形上来投影来减

少误差[12]，其中， n
q 位置准确值。该过程可以表

示成一个最小值求解问题，即： 

M
min

N
n

n n
q R

q q


  满足： E ( , ) 0n ng q t   

其中：M 范数：
M

Tx x x M ，M 为一个正定矩

阵，此处取 M 为系统的广义质量矩阵。采用增广

拉格朗日乘子法来求解该最小值问题。定义一个拉

格朗日乘子  ，在约束 E 0g  条件下，目标函数

可以写为： 

E
T
E E

( , ) 0

( , ) 0 ( , )
n n n

n n n n

q t q

q t g q t
    

    
    


 
M 


 (15) 

由于约束雅克比矩阵随着时间变化，该函数需

迭代求解。但由于迭代方法要占用大量时间，且计

算时间不固定，不适合应用于快速仿真，因此对于

此方程只能进行有限次的迭代。在实际运用中只需

进行一两步迭代就能满足稳定要求。在获得修正值

nq 后，位置修正可以表示为： 

n n nq q q                               (16) 

同样，对于速度修正，设在第 n 步积分后，所

得到的速度值 n
q 及误差 n

q  ，与位置修正过程类

似，将位置数值解向等式约束方程 E ( , ) 0,
n n ng q q t  

定义的约束流形上来投影来减少速度误差，可以获

得一个迭代修正函数： 

E
T
E

E

0

( )

( , )

( , ) 0

, , n

n n n

n n

n n

q

g q q t

q t

q t 




   
   

  
 
 
 



 

M 


      (17)

 

求解该方程后可以获得速度的修正公式为： 

n n nqq q                             (18) 

为了减少对接触/碰撞约束及双边约束的违约

现象，避免将误差带入碰撞力/接触力计算过程，

上述速度和位置修正应在LCP方程求解之前进行。

由于速度修正过程中需用到位置精确解，故修正时

应该先进行位置修正，而后再进行速度修正。 

4  数值仿真算例 

为了验证本文数值求解及修正算法，以多刚体

系统碰撞为例，考察如图 1 所示的平面四杆机构。

在某一时刻，平面四杆机构上 a 点与左侧墙壁发生碰

撞。取各杆的长度和质量为：l1=l3=0.2 m；l2= 0.4 m；

m1= m3=0.1 Kg；m2= 0.2 Kg。定义各杆的质心为坐

标原点，广义坐标为： 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , , , , , , , , )Tq x y x y x y   ；

广义速度为 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , , , , , , , , )q x y x y x y            。依据

上述多刚体系统碰撞问题动力学建模方法，建立平

面四杆机构的碰撞动力学模型。 
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图 1  平面四杆机构 

利用本文所述的数值求解方法及修正方法对

平面四杆机构与墙面发生的连续碰撞过程进行数

值仿真，在 Matlab 中编程实现这一过程，其中 LCP

方程采用投影 Gauss-Seideld 迭代算法进行求解，

ODE 方程采用牛顿积分算法进行数值计算。仿真

步长 h=0.01；与墙壁的距离 l = 0.06 m；法向恢复

系数：εN = 0.8；在杆 1 上施加 T =10 N·m 的转矩。

仿真的位置和速度初值为： 
0 T(0,0.1,1.57,0.2,0.2,0,0.4,0.1,0)q  ； 
0 T(0,0,0,0,0,0,0,0,0)q   

通过长时间数值仿真后，所得平面四杆机构上

a 点的速度历程如图 2 所示。 

 

图 2  速度历程 

由图 2 可以看出：平面四杆机构上 a 点的速度

发生了多次突变，说明四杆机构与墙壁发生了多次

碰撞，随着碰撞力越来越小，四杆机构最终静止在

墙面上。图 3 和图 4 分别为 a 点修正前后的位置误

差和速度误差对比图。由图 3 中可以看出，在每一

次碰撞时，位置误差都迅速增加，且误差的增加值

与碰撞的激烈程度有关，长时间的误差积累使得多

体系统的运动发生偏离。而采用提出的投影修正算

法进行修正后，四杆机构上 a 点的位置误差得到明

显改善，漂移的位置误差被修正回来，这保证了数

值仿真过程的精度。对于速度误差，由于 a 点碰撞

前后的速度方向相反，使得速度误差呈现凸凹变化

(如图 4 所示)。但由于速度误差的正负抵消作用，

尽管采用修正算法后最大的速度误差得到抑制，但

总体效果没有位置修正过程明显。 

 

图 3  修正前后的位置误差对比 

 

图 4  修正前后的速度误差对比 

5  结论 

本文利用线性规划模型来描述接触/碰撞等单

边约束的动力学行为，建立了单边约束的混合线性

互补动力学模型。推导了该动力学模型的数值仿真

方法，针对数值仿真过程中的计算误差以及由此引

起的约束违约现象，提出一种投影修正算法对数值

仿真过程进行补偿，以减少数值仿真过程中的计算

误差，取得了较好的效果。 

修正后

修正前

修正后

修正前
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