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献[8]提出将变精度粗糙集的属性约简用于集成神

经网络中，以提高其分类性能；文献[9]针对变精

度粗糙集的属性约简问题提出基于容差矩阵和属

性核求解变精度粗糙集最小属性约简算法。文献

[10]借助内涵亏值的思想证明在每个唯一上近邻

概念的内涵亏值中各任取一个元素组成的集合就

是一个约简，给出了一个求全部约简的算法；文献

[11]在决策粗糙集模型下首先定义了保持决策正

域不变的属性约简，并提出了一种泛化的属性约简

定义，约简是保持或提高在原有条件属性集下某种

度量值的最小属性集合；在文献[11]的基础上，Yao

等从三枝决策语义角度定义了保持决策不变的属性

约简和决策发生变化时的属性约简，并论证了概率

三枝决策优于概率二枝决策和定性的三枝决策[12]；

文献[13]探讨决策粗糙集风险函数的语义学，并用

不同的风险替换实际的风险，构造一种新的概率规

则选择标准；文献[14-16]提出基于风险最小化的决

策粗糙集模型的属性约简，并给出最优化问题的属

性约简算法。 

通过属性约简可以在海量的、复杂数据中挖掘

其中隐藏的属性间关联，从而简化数据模型并提高

其系统模型的仿真精度。同时减少数据模型的规模

和复杂度，也便于进行模型系统的计算机仿真。一

般情况下，将决策问题划分为 2 种类型：确定型、

不确定型，而且针对每一类型的决策问题，都有比

较成熟的理论和算法，从而形成整个决策体系。风

险型决策问题是不确定性决策论的核心组成部分，

期望收益最大和风险最小准则是用户追求的目标。

但是这种理想状况由于实际问题比较复杂或存在

噪音的干扰无法实现，因此如何兼顾两者，可考虑

引入收益和风险因素进行属性约简以便做出寻找

有效的、切实可行的决策。针对上述问题，根据尽

可能的风险最小、收益最大的思想，结合决策粗糙

集模型和收益、风险优化的贝叶斯决策，提出了一

种基于收益和风险优化的属性约简算法，探索一种

能得到收益和风险相对较优的决策。 

本文组织结构如下：第 1 部分介绍决策粗糙集

模型的相关知识；第 2 部分探讨决策粗糙集的属性

约简及其算法；第 3 部分是应用实例分析，并与常

见典型属性约简算法进行比较；第 4 部分是总结。 

1  相关的概念和定义 

1.1 三枝决策规则 

定义 1 一个决策表S可以表示为 ( , , , )S U AV f ，

其中 U 为对象的非空有限集合，称之为论域；A

为属性的非空有限集合，又可分为条件属性集 C

和决策属性集 D，即 A C D  且C D ；

a C D aV V   ， aV 是属性a 的值域， :f U A V 

是信息函数，它用来指定论域 U 中每个对象各属

性的取值[2]。 

定义 2 对决策表 ( , , , )S U A V f ，令 ,R A

 ( ) {( , ) | ( , ) ( , ),i j i jind R x x f x b f x b b R    称

为 S 的不可区分关系。显然不可区分关系是一个等

价类，含 x的等价类记为[ ]Rx ，R 在 U 上导出的划

分记为 /U R 
[2]。 

定义 3 设 ( , )P U R 是 Pawlak 近似空间，R 是

U 上的等价关系，对于任意 X U ，则 X 关于近

似空间 ( , )U R 的下近似集和上近似集分别表示为： 

_( ) { | [ ] }

{[ ] | [ ] }
R

R R

R X x U x X

x x X

   
                          (1)

 

— ( ) { | [ ] }

{[ ] | [ ] }
R

R R

R X x U x X

x x X

     
                   (2)

 

三枝决策规则[12]是由 3 个不相交的区域即正

区域、边界域和负区域产生。其中，正区域

( ) _( )RPOS X R X ，边界域 —( ) ( ) _( )RBND X R X R X  ，

负区域 —( ) ( )RNEG X U R X  。其中 ( )Rx POS X 

属于 X 或 ( )Rx NEG X  不属于 X 都是确定的，而

对于 ( )Rx BND X  是否属于 X 是不确定的，因此

可以得到正区域、边界域和负区域的决策规则： 

([ ]) ( ),[ ] ( );P RDes x Des C x POS X   

([ ]) ( ),[ ] ( );B RDes x Des C x BND X   

([ ]) ( ),[ ] ( );N RDes x Des C x NEG X   

三枝决策规则给粗糙集理论提供了一种新的

解释：正规则表示接受，负规则表示拒绝，边界规

2
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则需有较多的知识进行探讨。 

1.2 风险最小化的贝叶斯决策 

在决策论中，决策对象所有可能的状态

( 1,2, ,s)j j   构成的状态空间 1 2{ , , , }s    ，

决策空间表示所有可能的各种决策组合组成的集

合，其中 ( 1, 2, , )ia i m  表示各种决策。每一个

决策行为 ia 都会带来一定的损失，其大小取决于选

择的决策和决策对象的状态，因此损失可以视为决

策和状态的函数，这种函数关系可以通过损失矩阵

进行表述。在研究s个不同状态的对象和m个不同

决策时，可以用m s 的表格来描述决策损失矩阵，

其中损失函数 ( | )i ja  表示在状态 j 下，采用决

策 ia 时所可能带来的损失。 

假定各个状态发生的先验概率 ( )jP  和状态

j 下具有的描述为[ ]x 的条件概率 ( | )jP x  均已知，

根据贝叶斯概率公式，在给定描述[ ]x 下处于状态

j 的后验概率 ( | )jP x 为 

( | ) * ( )
( | )

( )
j j

j

P x P
P x

P x

 
               (3) 

其中，
1

( ) ( | )* ( )
s

j jj
P x P x P 


 ，则有 

1

( | ) * ( )
( | )

( | ) * ( )

j j
j s

j jj

P x P
P x

P x P

 


 





        (4) 

由于需考虑决策所带来的总体损失，因此不能

仅依据后验概率的大小进行决策，而应考虑决策是

否使总体的损失最小，并以此作为选择最优决策的

依据。对于给定的描述[x]，采用决策 ai 所对应的

损失值为 

1
( | ) ( | ) * ( | )

s
i i j jj

R a x a P x  


       (5) 

在考虑误分类带来的风险时，我们希望最优决

策能够具有最小的风险。如果在做出每个决策之前，

都使得其条件风险值最小，则对所有的 x 进行决策

时，其期望风险也必然最低，这就是风险最小化的

贝叶斯决策。因此，风险最小化的贝叶斯决策可以

形式化为 

If {1,2,..., }( | ) min ( | )k i m iR a x R a x ， 

then ka a                         (6) 

根据风险最小化的贝叶斯规则的定义，求解风

险最小化的贝叶斯决策可以按照以下步骤来实现： 

给定具体描述[ ]x ，根据式(4)计算后验概率； 

根据后验概率和损失矩阵计算各个决策的期

望风险，如式(5)所示； 

比较各个决策的期望风险，由式(6)找出期望

风险最小的决策，即风险最小化的贝叶斯决策。 

1.3 决策粗糙集模型 

设 1 2{ , , , }s    表示 S 个特征状态的有

限集合，每个 i 都是 U 的子集； 1 2{ , , , }mA a a a 

表示 m 个可能决策行为构成的有限集合；

( | )i ja  表示在状态 j 下做出决策 ia 的风险；

( | )jP x 表示在给定描述 [ ]x 下处于状态 j 的条

件概率。因此，对象在给定的描述[ ]x 下采用决策 ia

的期望风险： 

1
( | [ ]) ( | ) * ( | [ ])

s
i i j jj

R a x a P x  



     

(7) 

对于给定的描述[ ]x ，记 ( )x 为一个决策规则，

即 ( )x A  ，则 是描述空间到 A 的一个函数。

此时，决策规则的风险为： 

[ ]
( ( ) | [ ])* ([ ])

x
R R x x P x             (8) 

其中式(8)是对整个决策系统而言的。显然，

如果决策规则 ( )x 使得对于每个 [ ]x 而言条件风

险 ( ( ) | [ ])R x x 尽可能的小，那么总体风险就能达

到最小值[12]。 

在决策粗糙集模型中，为简化问题考虑具有互

补的 2 种状态的状态集合 { ,~ }   。可以分 2

种情形进行讨论： 

情形 1 全体论域分为 2 个部分： ( )POS  和

( )NEG  。 

情形 2 全体论域分为 3 个部分： ( )POS  ，

( )BND  和 ( )NEG  。 

对于情形 1，简单从略。对于情形 2，给定决

策集 A { , , }P B Na a a ，其中 Pa ， Ba ， Na 分别表

示将对象分类为正域 ( )POS  、边界域 ( )BND  和

负域 ( )NEG  。 PP ， BP ， NP 分别表示为对象 x

属于概念时，做出 Pa ， Ba ， Na  3 种分类决策

3
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所对应的风险函数。 PN ， BN ， NN 分别表示为

对象 x不属于概念 ω 时做出 Pa ， Ba ， Na
 

3 种分

类决策所对应的风险函数。依次计算 3 种决策的期

望风险分别为： 

( |[ ]) * ( |[ ]) * (~ |[ ])P P PP PNR R a x P x P x      ，�

( |[ ]) * ( |[ ]) * (~ |[ ])B B BP BNR R a x P x P x      ， 

( |[ ]) * ( |[ ]) * (~ |[ ])N N NP NNR R a x P x P x      。 

根据贝叶斯最小风险决策原则，得到如下形式

的决策规则： 

( ) P B P NP If R R and R R≤ ≤ ， 

( )decide x POS  ； 

( ) B P B NB If R R and R R≤ ≤ ， 

( )decide x BND  ； 

( ) N P N BN If R R and R R≤ ≤ ， 

( )decide x NEG  。 

现在考虑风险函数，即要求 PP BP NP  ≤ 和

NN BN PN  ≤ ，也就是当 x属于概念时决策为

正域 ( )POS  的代价值不大于决策为边界域

( )BND  的代价值，两者的风险均严格地小于决策

为负域 ( )NEG  的风险；当 x 不属于概念时决

策为负域 ( )NEG  的代价值不大于决策为边界域

( )BND  的代价值，两者的风险均严格地小于决策

为正域 ( )POS  的风险。 

根据文献[14]的推导过程，可以得到简化的决

策规则： 

1( ) ( | [ ]) , ( )P If P x decide x POS  ≥ ； 

1( ) ( | [ ]) , ( )B If P x decide x BND    ； 

1( ) ( | [ ]) , ( )N If P x decide x NEG  ≤ 。 

根据以上决策规则，论域U可以通过阈值，

 划分为 3 个区域，即决策正域、决策边界域和决

策负域，从语义上看，这 3 个区域可以对应 3 种规

则类型，即正域决策规则，边界域决策规则和负域

决策规则。 

同理，可以定义决策规则的期望收益为： 

1
( | [ ]) ( | ) * ( | [ ])

s
i i j jj

E a x a P x  


       (9) 

[ ]
( ( ) | [ ])* ([ ])

x
E E x x P x                      (10) 

其中： ( | )i ja  为状态 j 下做出决策 ia 的收益时。 

2  基于收益和风险优化的属性约简 

2.1 基于收益和风险优化的决策模型 

在决策表 ( , , , )S U A C D V f   中，通过设定

的阈值 ( , )  ，可以将论域U 划分为以下3个区域： 

( , )

max

POS ( | )

{ | ( ([ ] ) | [ ] ) }

D R

R Rx U P D x x

   





 ≥
 

( , )

max

( | )

{ | ( ([ ] ) | [ ] ) }

D R

R R

BND

x U P D x x

   

 



    (11)
 

( , )

max

( | )

{ | P( ([ ] ) | [ ] ) }

D R

R R

NEG

x U D x x

   





 ≤ 。
 

其中， max
[ ]

([ ] ) arg max { }
[ ]i D

R D
R D

R

x
D x

x





 ，表示

使 D取得最大值时的划分[ ]x 。 

在收益和风险优化的决策中，需要考虑决策带

来的收益和风险。令 max( ([ ] )RP P D x ，根据风险

最小化的贝叶斯决策，每个决策规则的风险为： 

正区域规则的风险： (1 ) *i PNP   

边界区域规则的风险： 

( * (1 )* )i BP i BNP P  
                               

(12) 

负区域规则的风险： P *K NP  

同理，每个决策规则的收益为： 

正区域规则的收益： (1 ) *i PNP   

边界区域规则的收益： 

( * (1 )* )i BP i BNP P  
                               

(13) 

负区域规则的收益： *K NPP   

结合以上对正区域、边界区域和负区域的期望

收益和风险的推导，可归纳出决策组合的目标有： 

(1) 在一定的期望收益水平下，通过决策的优

化组合，将使所承担的决策风险最小； 

(2) 在一定的风险水平下，经过决策的优化组

合，使得其获得最大的预期收益； 

(3) 寻求收益概率和风险概率的一种平衡点，

承受的风险很大，获得的收益也很大。 

在本文中，以目标(1)为基础建立了收益和风

险优化组合的决策模型。 

模型(1) 期望收益水平一定，决策风险极小化 

目标函数： ( ) minx R   

4
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约束条件：
[ ]

'

' 1

([ ]) 0
ix x

E k

P

P x



 



≥

≥

 

其中： K 表示期望收益，即约简前的收益取值。 

该模型核心是在一定收益下通过分析比较各

种决策的风险损失，找出收益风险优化的决策，作

为把对象划分到正域、负域和边界区域的依据，由

此得到区分正域、负域和边界的阈值，并根据该阈

值最终形成正域决策、负域决策和边界决策。 

同理，以目标(2)、目标(3)为基础构建决策模

型，在此从略。由此，根据模型(1)风险和收益的

定义如下： 

定义 6 在决策表 ( , , , )S U A C D V f   中，

基于属性集 R C 的风险定义为： 

( , )

( , )

( , )

( | )

( | )

( | )

(1 ) *

( * (1 P ) * )

*

i D R

j D R

K D R

R i PNP POS

j BP j BNP BND

K NPP NED

COST P

P

P

 

 

 

 

 

 



 









  

  



 (14)

 

定义 7 在决策表 ( , , , )S U A C D V f   ，基

于属性集 R C 的期望收益定义为： 

( , )

( , )

( , )

( | )

( | )

( | )

(1 )*

( * (1 )* )

*

i D R

j D R

K D R

R i PNP POS

j BP j BNP BND

K NPP NED

GAIN P

P P

P

 

 

 

 

 

 



 









  

  





 (15)

 

定义 8 在决策表 ( , , , )S U A C D V f   中，

�R C 是基于收益风险优化的属性约简的充要条

件是： 

(1)  arg min { },R C R R CR COST GAIN GAIN ≥ ； 

(2) 对 '' , R RR R COST COST   。 

在定义 8 中，(1)式是其充分条件，保证在一

定的期望收益下约简引入的风险最小化，其中arg

表示 R使 RCOST 最大值时的参数 R；(2)式是其必

要条件，确保得到的约简是最小约简。 

定义 9 在决策表 ( , , , )S U A C D V f   中，

R C ， \b C R 在 R中的收益风险平衡组合函数

定义为： 

{ }{ }argmin ,
R bR b Rb COST GAIN GAIN ≥

   
(16) 

arg 表示最小值的参数，即 b 是一个能使得

{ }R bCOST  这个函数取最小值的一个值。 

2.2 基于收益和风险优化的属性约简 

在模型(1)中，每个对象所处的区域是有风险

最小化原则决定的，划分到哪一个区域所带来的风

险最小，就将对象划分到该区域。区域的变化实质

上是有风险的变化所决定的，每次决策都已经在期

望收益水平一定下决策风险最小化的原则下进行，

基于收益和风险优化的属性约简定义： 

定义 10 在决策表 ( , , , )S U A C D V f   中，

条件属性集 R C 是C 相对于 D 的一个约简的充

要条件是： 

(1) ( , ) ( , )( | ) ( | )D R D CPOS POS        

(2) 对 ( , ) { }

( , )

, ( | )

( | )

D R a

D R

a R POS

POS

 

 

 
 

  
 

由定义 10 可知，该约简是使得在一定的期望

收益下风险最小化的最小决策属性集合，决策者基

于约简后的属性集合所作的决策风险要小于等于

基于约简前的属性集合所作的决策风险。 

基于收益和风险优化的属性约简算法思想是

比较约简前的风险和收益与约简后的风险和收益

的大小，确保约简后的风险不大于约简前的风险，

而约简后的收益不小于约简前的收益，在此启发式

下进行属性约简。 

相应的属性约简算法描述如下： 

算法 1. 基于收益和风险优化的属性约简算

法步骤： 

输入：决策表 ( , , , ),S U A V f A C D   ； 

输出：决策表 S 的属性约简集 R。 

Step 1：计算初始属性集 R  ；令待选子集

G C ; 

Step 2：计算属性集 R的期望收益 RGAIN 和属

性集C的风险代价 CCOST  

Step 3：while G   

(1)：对每个属性 ib G ，计算其风险代价

5
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{ }iR bCOST  和期望收益 { }iR bGAIN  ； 

(2)：选出收益风险平衡组合函数较优的属性：

*
{ } { }arg min ,

i ii R b R b Rb COST GAIN GAIN  ≥ ； 

(3)：更新 *{ }iR R b  ， *G G { }ib  ； 

(4)：若 R CCOST COST≤ ，则转至 Step 4；  

Step 4：输出最优属性约简集 R，算法结束。 

3  实例分析 

为了验证本文所提出的算法的有效性，以一个

如表 1 所示的决策表为例进行说明。根据文献[2]

提出的经典粗糙集模型的约简算法，可以得到该决

策表的正区域 1 3 4 7( | ) { , , , }D RPOS u u u u   ，其属

性约简结果有： 1 2 5{ , , }c c c ， 2 3 5{ , , }c c c ， 2 4 5{ , , }c c c ，

2 5 6{ , , }c c c ，其中 2 5{ , }c c 是属性核。根据文献[11]

提出的基于属性核的最小属性约简算法可以求得

表 1 的最小约简有： 2 4 5{ , , }c c c ， 2 5{ , }c c ， 4 5 6{ , , }c c c ，

其中属性核为 5{ }c 。根据文献[18]提出的基于风险

最小化的属性约简算法，可以得到以下的约简结果：

1 2 5{ , , }c c c ， 2 3 5{ , , }c c c ， 2 4 5{ , , }c c c ， 2 4 6{ , , }c c c ， 2 5 6{ , , }c c c ，

4 5{ , }c c ，但是该属性约简不存在属性核。 

对于表 1，设定其风险和收益的代价函数值： 

0PP  ， 1BP  ， 3NP  ， 6PN  ， 3BN  ，

0NN  ， 4PP  ， 1BP  ， 0NP  ， 0PN  ，

3BN  ， 8NN  ，则由此我们可以计算得到

0.75  ， 0.6  。 

需要指出的是，每个风险和损失函数需要依赖

于具体的研究领域并由该领域的专家凭借自己的

经验或通过对历史数据分析从而得出具体的取值。

由基于收益和风险优化的约简算法，可以计算得到

所有的收益一定时，风险最小的约简结果为：

1 2 5{ , , }c c c ， 2 3 5{ , , }c c c ， 2 4 5{ , , }c c c ， 2 4 6{ , , }c c c ， 2 5 6{ , , }c c c ，

2 5{ , }c c ， 2{ }c ，其中属性核为 2{ }c 。可以求得

2 5{ , } 13c cCOST  ，
2{ } 12cCOST  ，

5{ } 15cCOST  ，

2 5{ , } 18c cGAIN  ，
2{ } 21cGAIN  ，

5{ } 16cGAIN  。 

本算法和常见典型约简算法的比较结果见表

2。从分类质量考虑，文献[2,9]和本算法都具有属

性核，而文献[16]提出的属性约简不具有属性核。 

从属性约简结果的角度来看，文献[16]和本算

法能得到较为充分的属性约简结果，便于挖掘出满

足用户感兴趣的规则。如最小支持度阈值设为 2/9，

根据本约简算法和文献[2,9]得到的属性核进行相

应的规则挖掘，结果如表 3 所示。 

表 1  决策表 

U 
C 

D 
c1 c2 c3 c 4 c 5 c 6 

u1 1 1 1 1 1 1 d1 

u 2 1 1 1 0 0 1 d 1 

u 3 0 0 1 1 1 0 d 2 

u 4 1 0 1 0 1 1 d 2 

u 5 0 0 1 1 0 1 d 2 

u 6 1 1 1 0 0 1 d 3 

u 7 0 1 0 1 0 0 d 3 

u 8 1 1 1 0 0 1 d 3 

u 9 0 0 1 1 0 1 d 3  

表 2  本算法和常见典型约简算法的比较结果 

约简算法 约简结果 属性核 

经典的粗糙集约简算法[2] {c1, c 2, c 5}, {c2, c3, c5}, {c2, c4, c5}, {c2, c5, c6} {c2, c5} 

基于属性核的最小属性约简算法[9] {c2, c4, c5}, {c4, c5, c6}, {c2, c5},  {c5} 

风险最小化的属性约简算法[16] {c1, c2, c5}, {c2, c3, c5}, {c2, c4, c5}, {c2, c4, c6}, {c2, c5, c6}, {c4, c6} 不存在 

收益和风险优化的属性约简算法 {c1, c2, c5}, {c2, c3, c5}, {c2, c4, c5}, {c2, c4, c6}, {c2, c5, c6}, {c2, c5} {c2} 

表 3  由属性约简核挖掘的规则 

约简算法 规则 支持集 置信度 

经典的粗糙集约简算法 
c2=0 and c5=1→ d=d2 { u3, u4} 0.6667 

c2=1 and c5=0→ d=d3 { u6, u7, u8} 0.75 

基于属性核的最小属性约简算法 
c5=1 → d=d2 { u3, u4 } 0.6667 

c5=0 → d=d3 { u6, u7, u8, u9 } 0.8 

收益和风险优化的属性约简算法 
c2=1 → d=d1 or d=d3 { u1, u2, u6, u7, u8} 0.8333 

c2=0 → d=d2 { u3, u4, u5} 1 
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由以上的论述可知，对于挖掘出满足用户感兴

趣的规则来说，基于收益和风险优化的属性约简具

有相对较好的属性核和约简结果，便于挖掘相对较

多满足用户需求的规则，因而具有较好的优势。 

4  结论 

基于收益和风险优化的属性约简算法是在一

定的预期收益水平下通过优化组合收益和风险，结

合粗糙集和贝叶斯模型，建立了收益和风险优化的

决策模型,通过本算法的属性约简可以简化数据模

型，提高其系统模型的仿真精度和效率，便于进行

模型系统的计算机仿真等方面具有很重要的实际

应用价值。 
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