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s wst s wst s

s wst s s wst

bx cx

by cyrs

wC S

wS C

w S w C wn w

w C wn w w S

w T

w TI




 
 

  
  

 
 

 

   
     

    
   

   
   

   




 

从上述公式可以看出，微分方程惯性力矩系

数，阻尼力矩系数，刚度系数都是时变的，这说明

二次谐波力矩项对整个系统的动态响应是有影响

的。如果将其表达成 x x A 形式，则矩阵 A 是一

个时变矩阵。但是针对陀螺飞轮系统，我们同样希

望得到一个如动调陀螺一样的线性定常系统模型，

即希望 A 是一个常系数矩阵。虽然式(1)，(2)满足

此要求，但是输出量 ,x y  难以测量。所以本文需

一个类似于式(1)的，而且满足下述(1)和(2)要求的

新系统模型。 

(1) 模型方程系数为常系数 

(2) 输出量为壳体参考坐标系的绕 x 轴与 y 轴

的转角 ,x y   
解决问题的主要思想是引入两个控制量与被

控量相同的系统运动方程，然后通过叠加的方法

消除方程中被控量的时变系数来满足要求。首先

将式(1)分别加上与减去复数符号 i 与式(2)乘积合

成为复系数微分方程。并且定义如下复变量： 

x yi   
， g g x g yT T iT 

，   

b bx byw w iw 
                       (8) 

然后根据这 2 个复系数方程消去与二次谐波

力矩项有关的变量，并转换到壳体坐标系下得到如

下陀螺飞轮的传递函数 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 )

( ) ( ) ( ) ( 2 )

d c d c s

e b e b s

s G s T s G s T s jw

G s w s G s w s jw

    

    (9) 

其中陀螺飞轮传递函数 1 2( ), ( )d dG s G s 和 ( )d s 表达

式为： 

2 '
1 ' '

'
1

2
1

1
( ) ( [2

( )

( 2(2 ) )] 2

2 4( 1) )

d g
rs s

n s s g

s n s

G s S c
I d s jw

j w w S jw c

w w w

 



  


    

    (10) 

2
1 1

2 ' '

2
( )

( )
s

d
rs s

S jw S
G s

I d s jw

    



         (11) 

2 2
1 1

2 ' '
1

2 '
1

' 2
1

( ) [ 2 ]

[ (2 ( 2 )) 2 ]

[ [2 ( 2(2 ) )]

2 2 4( 1) ]

s

g n s s g

g n s

s g s n s

d s S jw S

S c j w w S jw c

S c j w w S

jw c w w w

  

 



 

   

     

    

    (12) 

壳体角速度传递函数 1( )eG s 的表达式在下面

由零极点形式给出。 ( 2 )c sT s jw 表示在二倍转速

频率下的振动力矩， ( 2 )b sw s jw 表示壳体角度中

3
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的振动成分。通过对完整模型与传统模型的比较

可以看出： 

(1) 传统模型中输出 由带时变系数的运动

方程决定，但在新模型中，这种依赖被消除了。

的运动方程被表达为一个与控制力矩有关的函数。 

(2) 传统模型的有 2 个特征频率，从完整模

型的特征多项式 ( )d s 可以看出，特征极点是 4 个

不相同的极点，表明陀螺飞轮会出现 4 个特征频

率，这证明了二次谐波力矩项对系统的模态是有

影响的。 

这里需要注意的是式(9)是一个复系数单输入

单输出的传递函数方程。依据引入复数符号 i 的

方法，式(9)的实部就是陀螺飞轮 x 轴的动力学方

程，虚部就是 y 轴的动力学方程。从而使整个系

统变成了一个二输入二输出的实系数传递函数方

程，而二输入二输出传递函数的特征多项式极点

是 4 对共轭极点，表征 4 个特征频率。所以在设

计控制器时，只要求出式(9)的共轭方程的特征多

项式极点，就可补齐整个系统的特征极点。本文

其后的分析只使用复系数单输入单输出的传递函

数方程。 

3  陀螺飞轮模型的零极点分析 

首先忽略式 (9) 的二次谐波振动输入项

( 2 )c sT s jw 和 ( 2 )b sw s jw 有关的传递函数，得到

如下简化传递函数 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )d c e bs G s T s G s w s             (13) 

被忽略的传递函数并不意味着他们对系统的

影响可以忽略，只是首先简化对系统的控制分析。 

此方程的特征多项式为： 
' 2 '

1

' 2 '
1

' 2
1

2 2
1 1

( ) [ (2 ( 2 ))

2 ]{ [2 ( 2(2 ) )]

2 2 4( 1) }

[ 2 ] (14)

n s

s g g n s

s g s n s

s

d s S cg j w w S

jw c S c j w w S

jw c w w w

S jw S

 



 

  

     

    

    

 

 

同样忽略对系统影响很小的阻尼系数 '
gc ，并

且根据 1 2
gt

rt gt

I

I I
 


，由于平衡环的转动惯量远

小于转子转动惯量， 1 趋近于 0，解得 4 个极点为 
2 2

1

1

2 2
1

2

1
3 1

22 2
1

2

2
1

[2
2 ( 2 )

2
]

( 2 )

2
[ ]

2 ( 2 ) ( 2 )

[ 2
( )

( 2 )

2 ( 2 ) 2( )

2
]

( 2 )( )

s
n s n n s

s

n n s

s

n s n n s n n s

s
n s

n s n n s

n n s

s n n s n s

s

n n s n s

p j w
w w w w w

w

w w w

w
p j

w w w w w w w w

w
p j w w

w w w w w

w w w

w w w w w w

w

w w w w w

  

 

   

   

 

 


   






   

 


    

 


 

 

 

1
4 1

1

2 2 2
1

2

[2 2

2

( ) ( 2 )( )

( 2 )
]

2( ) 2 ( 2 )

s n s
n s

s s

n n s n n s n s

n n s

n s s n n s

p j w w w
w w

w w

w w w w w w w w

w w w

w w w w w w

   

  

  


    



 
  

 


 

 

传递函数方程
1( )dG s 的 0 点为 

2 2
1

1

2 2
1

2 1

(2 ),

(2 2 )

s
s

n n

s
s n s

n n

w
z j w

w w

w
z j w w w

w w

 

 

  

    
 

对上述 4 个极点和 2 个零点进行观察，可以得

出以下结论： 

(1) 陀螺飞轮模型出现了 Stately 开环实验中

辨识出的 4 个特征频率。第 1 个特征频率接近 2

倍转速频率，第 2 个接近进动频率，第 3 个接近章

动频率，第 4 个接近 2 倍频与章动频率的差频。 

(2) 从传统模型的 2 个极点中可以看出，只要

0  ，则进动频率为 0。而从极点 2p 可以看出，

进动频率在 0  条件下不为 0，说明此时的转子

并不是一个自由转子。 

(3) 1 4,p p 并没有在传统动调陀螺的控制系统

设计中出现。对于动调陀螺的而言，其转子的旋转

轴转动惯量和横向轴转动惯量都很小，旋转轴转动

惯量近似是横向轴的二倍，并且平衡环的转动惯量

4
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与转子相比

动频率的计

2n sw w 。这

频率相差无

螺的运动学

4 (2 sp j w 

动频率相近

很难检测出

(4) 通过

常接近。这

1 4,p p 对系统

解释了为什

原因。但在陀

由于陀

近千倍。2w

出来。尽管

显示出来，但

零极点对消

这 2 对零极

的影响被忽

响。通过对模

上的零极点

根轨迹一定

响。所以 dG

1( )dG s

其中: pw  

表示章动频

1( )eG s

其中极点表

3 ( nz j w 

与 1(dG

被对消；零点

方程 1( )eG s 被

比可以忽略不

计算公式 nw 

这表明动调陀

无几，从而极

学方程里。同

)nw ，这是

近。所以在对

出来。 

过观察 1 2,z z

这样，根据零

统的动态响应

什么动调陀螺

陀螺飞轮中，

陀螺飞轮转子

s nw w 不再趋

管 1p 和 4p 的模

但它们的影响

消同样会被消

极点的值有着

忽略的前提是

模型根轨迹分

点偶极子中得

定在左半平面

1( )dG s 的可以被

' (rs nI S jw




2jp 表示系统

频率。传递函

1

(

( )(

S z

S p S






表达式和 1,z z

2 )sw 。 

( )s 类似， 1,z

点 3z 由于接近

被化简为：

计。这样，化

2

2
rs

rt g t

I

I I




陀螺的章动频

极点 1p 便不会

同理，极点 4p

是一个趋近于

对实际系统进行

可以看出，它

零极点对消原

应没有显著的

螺只变现出 2

这 4 个状态

尺寸的增大

趋近于 0，即

模态在陀螺飞

响在系统闭环

弱。与动调

不可忽略的差

是不会对系统

分析可知，如

得极点模值大于

面，即不会对系

被化简为如下

2

1

)( )n pS jw
 

统的进动频

数 1( )eG s 的表

1 2

2 3

)( )(

)(

z S z S

p S p

 
 

2z 与 1( )dG s 的

2, z 和 1 4,p p 由

近章动频率与

1

1
( )eG s

S




Journal

http:∥ww

化简动调陀螺

sw ，结果为

频率和二倍转

会出现在动调

4 的主要成分

0 的值，与

行数据分析时

它们与 1 4,p p

原理可以看出

的影响。这同

个特征频率

都将显示出来

，转动惯量增

即差频将会显

飞轮开环控制

环控制中，由

陀螺不同的是

差别，所以他

统稳定性造成

如果一对在虚

于零点模值，

系统稳定造成

下形式： 

         (

率; 2nw jp 

表达式为：

3

4

)

)( )

z

S p




  (

的表达式相同

由于分别接近

与极点 3p 抵消

2

1

p
。 
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螺章 

为： 

转速

调陀

分是

与进

时，

4 非

出，

同样

率的

来。 

增长

显示

制中

由于

是，

他们

成影

虚轴

，则

成影

(15) 

3jp ;

(16) 

同，

近而

消。 

形式

螺总

函数

4  

ADA

陀螺

模型

机

转

转

平

平

动

实

达式

差频

频率

力矩

转角

响应

析数

映陀

报
mulation

ation.com

2p 为进动频

式类似，不同

总是工作在调

数是积分环节

陀螺飞轮

为了确认陀

AMS 软件建

螺飞轮机理模

型和参数列表

图

表

机械参数 

转子旋转轴转动

转子横向转动惯

平衡环旋转轴转

平衡环横向转动

动调轴刚度 

实际转速 

将表 1 的参

式，分别得出4

频：19.65 Hz

率：89.14 Hz

矩信号，以 0

角信号响应进

应特性曲线。从

数据的一致性

陀螺飞轮的动

频率，此方程

同点是：极点

调谐转速下，所

节，而陀螺飞

轮模型的验

陀螺飞轮模型

建立以动调陀

模型。图 2 与

表。 

2  陀螺飞轮机

1  陀螺飞轮机

符

动惯量 Ir

惯量 Ir

转动惯量 Ig

动惯量 Ig

K

w

参数带入由式

4个极点的值

z，章动频率

。向 ADAM

0.1 Hz 为分辨

进行扫频分析

从公式计算数

性对比来看，此

动力学特性。

程与动调陀螺

的表达式不同

所以其壳体角

飞轮是惯性环

验证 

型的正确性，

陀螺机械结构

与表 1 为 AD

机理模型图 

机械参数表 

符号 设计值

Irs 0.058 

Irt 0.037 

Igs 0.002 

Igt 0.002 

K 10.335

ws 280 ra

式(13)得出的 4

值为：进动频率

：69.47 Hz，

S 模型的 x 轴

辨率，对 x 轴

析得到图3~6

数据和挠性模

此模型可以更
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螺对应方程

同，动调陀

角速度传递

环节。 

本文采用

构为基础的

DAMS 机理

 

值 

Kg·m2 

Kg·m2 

13 Kg·m2

11 Kg·m2

5 Nm/rad

ad/s 

4 个极点表

率：0.02 Hz，

二倍转速

轴施加正弦

轴的输出的

的4条频率

模型仿真分

更准确地反

5
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