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结合莱维飞行和布朗运动的金鹰算法结合莱维飞行和布朗运动的金鹰算法
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摘要摘要：：针对金鹰优化算法衰减速度慢和收敛精度低的问题，提出一种结合莱维飞行和布朗运动的

金鹰优化算法。对金鹰种群个体引入Fuch混沌映射，对其进行初始化，增加金鹰个体的多样性；

在金鹰个体的位置更新公式上引入莱维飞行机制和布朗运动机制，提高搜索精度，帮助金鹰个体

跳出局部最优；在金鹰个体的整体位置更新公式上引入衰减因子，提高收敛速度。在14个基准测

试函数下分别和9个经典基本算法和5个改进算法进行对比，结果表明：改进的金鹰优化算法拥有

更好的性能，在3个工程应用中得到了更好的验证。
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Abstract: Aiming at the slow attenuation and low convergence precision of golden eagle optimization 

algorithm, a new algorithm combining Levy fight and Brownian motion is proposed. In order to increase 

the diversity, Fuch chaotic map is introduced to initialize the golden eagle individuals. Levy flight 

mechanism and Brownian motion mechanism are introduced into the position update formula of golden 

eagle individual to improve the search accuracy and help to the jump out of local optimum. The reduction 

factor is introduced into the overall position update formula of the golden eagle individual to improve the 

convergence speed. Compared with 9 original algorithms and 5 improved algorithms under 14 benchmark 

test functions, the experimental results show that the improved golden eagle optimization algorithm has 

better performance, which are verified by three engineering applications.
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0　引言　引言

群智能算法是一类典型的元启发式算法，已被

人们用于解决各类工程问题。相比传统的数值优

化，群智能算法具有不可替代的优越性。粒子群算

法
[1]
是经典的群智能算法，研究人员对其进行了大

量的改进和应用，如车间调度
[2]
、无人机路径规

划
[3]
、神经网络预测

[4]
等方面。研究人员受到自然

界生物种群的启发，也产生了很多新型的群智能算

法 。 如 蝴 蝶 优 化 算 法 (butterfly optimization 

收稿日期：2023-03-01    修回日期：2023-03-17

基金项目：国家自然科学基金(62062021，62166006)；贵州省科学技术基金(黔科合基础[2020]1Y254)

第一作者：邓佳欣(1998-)，女，硕士生，研究方向为认知无线电、群智能算法改进。E-mail：jxdeng_gzu@163.com

通讯作者：张达敏(1967-)，男，教授，博士，研究方向为认知无线电、群智能算法改进。E-mail：1203813362@qq.com

1

Deng et al.: Golden Eagle Optimizer Algorithm Combining Levy Flight and Browni

Published by Journal of System Simulation, 2023



第 35 卷第 6 期

2023 年 6 月

Vol. 35 No. 6

Jun. 2023邓佳欣, 等: 结合莱维飞行和布朗运动的金鹰算法

http: // www.china-simulation.com

algorithm, BOA)
[5]
、萤火虫算法 (firefly algorithm, 

FA)
[6]
、灰狼算法(grey wolf optimization, GWO)

[7]
、

正弦余弦算法(sine cosine algorithm, SCA)
[8]
、樽海

鞘群算法(slap swarm algorithm, SSA)
[9]
、海鸥算法

(seagull optimization algorithm, SOA)
[10]
、鲸鱼算法

(whale optimization algorithm, WOA)
[11]
等。然而，

代表某一类动物群体的智能算法终究不完美，存在

收敛速度慢，搜索精度低的缺点。为此，研究人员

对群智能算法进行了改进，如混沌序列初始化、惯

性权重法、莱维飞行机制等。文献[12]分别利用

Logistic、Tent和Sinusoidal映射对粒子群进行初始

化，并对3种映射分别进行了收敛性分析，结果表

明，通过混沌映射初始化后的粒子搜索效果优于随

机初始化后的粒子，但是由于不同混沌映射的特

性，不同初始化方式的收敛精度也不同。惯性权重

策略是算法改进的常用方法，主要有线性惯性权重

法、非线性惯性权重法、随机惯性权重法、自适应

惯性权重法等。文献[13]以PSO为基础，研究了线

性惯性权重、随机惯性权重、凹函数惯性权重和凸

函数惯性权重方法对算法的影响，结果表明，多峰

函数和单峰函数适用的惯性权重方法不同，就整体

而言，凸函数惯性权重有着更优的表现。此外，更

复杂的惯性权重策略也被运用到算法的改进中。文

献[14]提出的非线性惯性权重方法，除了根据算法

迭代次数和固定参数实现之外，还引入了随机因

子，增加了算法的搜索空间，使算法获得更优解。

文献[15]利用非线性惯性权重指引策略设定了可控

参数，并根据不同的可控参数的值进行探索，得出

帮助算法收敛最快的值并应用到改进中，取得了良

好的效果。随机惯性权重法让惯性权重的取值随机

落在某个区间，增加了搜索多样的可能性。文献[16]

利用随机惯性权重策略对人群搜索算法进行改进，

并将改进后的算法运用到PID参数整定控制中，取

得了良好的效果。此外，自适应惯性权重方法也得

到了研究者们的青睐。自适应惯性权重是根据算法

当下的适应度值来确定的。文献[17]在算法中引入

的惯性权重是根据当下种群适应度值的最大值和最

小值来确定的，这样的惯性权重更能贴合算法当下

搜索需要，更好地平衡了算法的勘探与开发能力。

莱维飞行是遵从莱维分布的随机游走策略，具有长

距离跳跃和小步跟踪的特点，其著名的应用是生物

学 中 的 “ 莱 维 飞 行 假 说 (Levy flight foraging 

hypothesis)”：当鲨鱼或者海洋中的其他捕食者无

法找到食物时，他们就会由布朗运动转为莱维飞

行
[18]
。研究表明，相对均匀随机搜索而言，莱维飞

行的小距离跟踪和长距离跳跃能取得更精确和深入

的搜索效果
[19]
。文献[20]利用莱维飞行对蚁狮位置

更新进行变异扰动，提高了算法跳出局部最优的可

能性，将莱维飞行策略引入当前最优位置，帮助算

法跳出局部最优。

金鹰优化算法(golden eagle optimizer, GEO)是

新型的群智能优化算法
[21]
。GEO建立于金鹰个体

捕食过程中的巡航和攻击行为之上，通过平衡两

者关系，帮助函数寻找最优值，已经在许多方面

得到了应用。文献[22]引入个人实例和镜像反射学

习策略对 GEO 进行改进并应用到三维路径规划

中。文献[23]将二进制GEO改进后应用到特征选

择。文献[24]利用GEO设计PI控制器并应用到风

力发电系统，取得了较好的效果。然而，金鹰的

巡航行为到攻击行为的转换直接影响了最后的结

果，巡航行为主要体现了算法的勘探功能，攻击

行为主要体现了算法的开发功能，原算法中从巡

航行为到攻击行为的转变是随机的，无法平衡好

勘探阶段和开发阶段，直接导致GEO收敛速度缓

慢，搜索精度低下和鲁棒性较低的问题。针对

GEO的缺点，提出了一种结合莱维飞行和布朗运

动的衰减金鹰优化算法 (golden eagle optimizer 

combining with Levy flight, reduction factor and 

Brownian motion, LRBGEO)。在众多的混沌映射

初始化策略中，Logistic和 Sinusoidal混沌映射均

匀性和遍历性较差，而Tent映射对初值比较敏感，

因此，需要均匀性和遍历性更强的Fuch混沌映射

进行种群初始化。在自然界中，捕食者捕捉猎物

并不完全依靠随机跳跃的莱维飞行，若猎物较多

•• 1291
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聚集，此时捕食者可以选择以布朗运动的方式进

行猎物捕捉。本文同时引入莱维飞行和布朗运动

对金鹰的位置更新进行扰动，莱维飞行作用于上

一时刻的金鹰位置，增加了搜索空间的多样性，

布朗运动帮助平衡金鹰的移动步长，提高金鹰的

搜索速度。此外，为了提高算法的搜索速度，引

入随着算法迭代次数更新的衰减因子，帮助算法

快速收敛。

1　　GEO及其改进及其改进

1.1　　GEO

GEO受金鹰在攻击猎物过程中的巡航和攻击

行为启发。在金鹰个体距离猎物较远时，金鹰个

体以猎物为中心围绕其做巡航运动。当金鹰个体

做巡航运动接近猎物到了可以攻击的范围内时，

金鹰发起攻击，向猎物扑去。金鹰的位置更新主

要分为3个部分。

(1) 攻击行为

当金鹰距离猎物较近时，便发起攻击：

Ai =X *
f -Xi (1)

式中：Ai为金鹰 i的攻击向量；Xi为金鹰 i当前的

位置；Xf

*
为当前金鹰到达的最佳地点。

(2) 巡航行为

当金鹰距离猎物较远时，以猎物为中心进行

盘旋运动，此时巡航向量的方向为金鹰做圆周运

动的切线方向，大小根据攻击向量决定，则巡航

向量为

Ci ={c1 = rc2 = r,ck - 1 = r

        ck = (d - ∑
jj ¹ k

aj)/ak ck + 1 = r,cn = r}        (2)

式中：ai为攻击向量的元素；d为金鹰位置所在的

超平面方程常数；n为元素个数；r为随机数。

(3) 位置更新

金鹰的位置更新公式由攻击向量和巡航向量

组成，在金鹰对猎物进行巡航到合适位置时便对

猎物发起攻击，产生移动步长：

D x = r1 Pa

Ai

 Ai

+ r2 Pc

Ci

 Ci

(3)

 A i = ∑
j = 1

n

a2
j   Ci = ∑

j = 1

n

c2
j (4)

Pa =P 0
a +

t
T

|P T
a -P 0

a | (5)

Pc =P 0
c -

t
T

|P T
c -P 0

c | (6)

式中：r1和 r2为随机数；Pa和Pc为攻击系数和巡航

系数，分别由初值变化到终值；||A||和||C||为攻击

向量和巡航向量的欧几里得范数，代表了这 2个

向量的模长；t为当前迭代次数；T为总迭代次数。

故金鹰 i的第 t+1次位置更新为

xt + 1
i = xt

i +Dx (7)

1.2　　改进的改进的GEO

1.2.1　　Fuch混沌映射混沌映射

金鹰个体在初期的位置是随机分配的，具有

很大的随机性，使得个体缺乏多样性，不利于种

群寻优。在算法初始化阶段引入 Fuch混沌映射，

让金鹰个体有一个均匀化的初始位置，利于种群

寻优：

xi + 1 = cos(1/x2
i ) (8)

利用Fuch混沌映射产生序列之后，将该序列

映射到金鹰个体的位置空间，作为金鹰种群的初

始位置：

X0 = LB + Fuch(UB - LB) (9)

式中：X0为金鹰种群的初始位置；UB和 LB分别

是搜索上下限。

1.2.2　　莱维飞行莱维飞行

莱维飞行小步跟踪的特点能够帮助算法进行

局部邻域搜索，提高寻优精度，长距离跳跃的特

点能对种群位置进行扰动，帮助算法进行探索，

帮助跳出局部最优。莱维分布的步长：

Levy(α)= 0.05 ´
x

|y|1/α
(10)

式中：α=1.5；x和y服从正态分布。
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ú
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ú

ú

ú

ú
1/α

σy = 1 (11)

1.2.3　　布朗运动布朗运动

布朗运动是每步都较短的随机运动，是遵

从高斯分布的随机过程，因此，在金鹰的飞行

过程中引入布朗运动。研究表明，将莱维飞行

和布朗运动相结合的捕食策略优于二者单独作

用
[25]
。布朗运动适合远距离随机搜索，与莱维

飞行运动相结合，能更好地平衡金鹰的勘探与

开发能力。

1.2.4　　衰减因子衰减因子

为了让算法迅速收敛，在金鹰的位置更新公

式中引入衰减因子。从金鹰的位置更新公式可知，

金鹰在下一时刻的位置主要由上一时刻的位置和

移动步长Δx决定，当Δx较小时，金鹰在下一时

刻的位置与上一时刻接近，容易使算法陷入停滞

状态，降低算法的收敛性能，而引入的衰减因子

帮助金鹰算法随着迭代次数的增加而逐渐降低依

赖上一次迭代位置的程度，从初期的很大程度依

赖帮助算法全局搜索到后期的很小程度依赖帮助

算法局部搜索，提高算法的收敛速度：

R(t)= e
-30

t
T (12)

式中：t为当前迭代次数；T为总迭代次数。

衰减因子的衰减程度与迭代次数有关，在算

法前期衰减较大，利于算法快速收敛，在算法后

期衰减慢，帮助算法更好地进行全局寻优。

1.2.5　　LRBGEO

在金鹰的位置更新公式中引入衰减因子、莱

维飞行和布朗运动后，金鹰的位置更新公式为

xt + 1
i =R(t)×[L⊗ xt

i + d ×B × Dx] (13)

式中：d 为布朗运动的权重因子；R(t)为衰减因

子，提高金鹰的收敛速度，增强金鹰的全局勘

探能力；L 为让金鹰在搜索范围内进行莱维飞

行，进行位置扰动，增强金鹰的局部开发能力，

降低算法陷入局部最优的可能；B为在金鹰的寻

优过程中引入布朗运动，和莱维飞行相配合，

平衡算法的全局勘探与局部开发能力，提高寻

优精度。

1.2.6　　LRBGEO的算法步骤和流程图的算法步骤和流程图

LRBGEO的伪代码如下。

设置参数：巡航系数Pc，攻击系数Pa，衰减

系数R，莱维飞行系数L和布朗运动系数B，种群

大小N，维度d，当前迭代次数 t，总迭代次数T

初始化：Fuch混沌映射矩阵，根据Fuch矩阵

得到N只金鹰的位置x0

随机选择 1 个位置作为金鹰的记忆最优

位置X *
f

计算初始适应度值

While t<T

　For i=1:N

　　计算攻击向量A：Ai =X *
f -Xi

　　If A = 0

　　　重新选择进行记忆中的最佳地点

　　Else

　　　计算巡航向量C：

　　　计算移动步长Dx

　　　计算PC

　　　计算Pa

　　　更新L，B，R

　　　更新金鹰的位置

　　　更新适应度值

　　　更新金鹰记忆中的位置Xf

*

　　End If

　End For

End While

流程如图1所示。
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2　仿真实验　仿真实验

2.1　　实验设置及安排实验设置及安排

为了分析和测试LRBGEO的性能，做以下实

验安排：①将LRBGEO与其他群智能原算法作对

比，直观验证LRBGEO的寻优效果，所对比的算

法有经典基本算法如PSO
[1]
、FA

[6]
；新型群智能算

法，如BOA
[5]
、GWO

[7]
、SCA

[8]
、SSA

[9]
、SOA

[10]
、

WOA
[11]
，进一步验证 LRBGEO 的时效性和稳定

性；选取GEO
[21]
作对比，检验本文策略对原算法

性能的提升效果。②将LRBGEO与上述对比算法

中的部分改进算法作对比，进一步检验本文策略

对算法的具体影响。所对比的算法有经典基本算

法的改进类，如基于动态权重改进的 EIW_

PSO
[17]
；新型群智能算法，如基于莱维飞行策略

的 ISOA
[14]
、基于衰减策略的RDSSA

[26]
和基于混沌

映射初始化策略的CASSA
[27]
；基于其他金鹰算法

的改进，如 GEO_DLS
[22]
，横向对比了 LRBGEO

的效果。设置各个对比算法的参数，如表1所示。

③对寻优结果进行统计分析。④平均收敛曲线分

析。本文选取14个基准测试函数作为测试，其基

本信息如表 2所示。实验的种群数量均为 50，总

迭代次数为1 000，每个算法独立运行50次。

 

开始

结束

由式(9)初始化金鹰位置，并初始
化适应度，Pa，Pc，衰减因子R(t)

随机选择一个位置作为最佳
捕猎位置，计算攻击向量A

根据A计算巡航向量C，由式
(3)得到金鹰的移动步长Δx

A=0

计算L和B参数，由式(13)
更新金鹰的位置

到达总迭代次数

结束循环，输出最优结果
和最优值

更新适应度
函数，得到
群体记忆中
的最优位置

是

否

否

是

图1 LRBGEO的程序流程图

Fig. 1 Flow chart of LRBGEO

表1　各算法的参数设置

Table 1　Parameter setting of each algorithm

算法

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO

GEO_DLS

LRBGEO

参数设置

p=0.8，c=0.01，a=0.1

γ =1，β0=2，α =2

amax=2，amin=0

ωmax=0.9，ωmin=0.2，c1=c2=2

a=2

-
fc=2

amax=2，amin=0

fc=2

-
-

ωmax=0.9，ωmin=0.2，Pcr=0.3，xcraziness=0.000 1

Pa=[0.5, 2]，Pc=[1, 0.5]

u=0.2, Pa=[0.5, 2], Pc=[1, 0.5], ε =0.3, Q=0.8

Pa=[0.5, 2]，Pc=[1, 0.5]，d=1

表2　基准测试函数

Table 2　Benchmark function

函数

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

F11

F12

F13

F14

名称

Sphere

Schwefel 2.22

Schwefel 1.2

Schwefel 2.21

Beale

Matyas

Three-hump camel

Rastrigin

Ackley1

Griewank

Himmelblau

Periodic

Salomon

Yang 4

f *

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.9

0

-1

定义域

[-100, 100]

[-10, 10]

[-100, 100]

[-100, 100]

[-4.5, 4.5]

[-10,10]

[-5, 5]

[-5.12, 5.12]

[-32, 32]

[-600, 600]

[-5, 5]

[-50, 50]

[-100, 100]

[-10, 10]

维度

30

30

30

30

2

2

2

30

30

30

2

30

30

30

特征

单峰

单峰

单峰

单峰

单峰

单峰

单峰

多峰

多峰

多峰

多峰

多峰

多峰

多峰
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2.2　　与经典基本算法对比与经典基本算法对比

经过50次独立实验后从每种算法中获得结果

的最优值、平均值、标准差、平均运行时间和算

法求解成功率得到表 3。其中，算法求解成功率

SR为成功次数除以本实验的求解次数，判断一次

求解是否成功的求解方式为

ì
í
î

ïï |FA -FT|/FT < 10-5  FT ¹ 0

|FA -FT| < 10-5 FT = 0 
(14)

式中：FA为每次实际求解最佳值；FT为测试函数

理论最佳值。

表3　LRBGEO与经典基本算法测试结果对比

Table 3　Comparison of LRBGEO and classical basic algorithms test results

函数

F1

F2

F3

F4

算法

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

最优值

1.44E-14

1.10E-16

2.00E-73

3.59E-15

3.37E-08

5.86E-09

6.45E-22

1.05E-189

7.70E-13

0

1.86E-12

3.70E-10

1.86E-42

5.70E-08

7.75E-09

1.75E-04

1.08E-16

7.31E-119

4.58E-02

0

1.47E-14

5.25E-18

8.31E-24

2.01E+00

1.33E+02

5.28E+00

1.97E-02

1.14E+03

2.36E+04

2.92E-21

1.05E-11

7.11E-10

7.43E-19

1.86E-01

2.54E+00

3.50E-01

2.12E-04

8.11E-06

5.36E+01

7.74E-12

平均值

1.69E-14

1.49E-16

3.97E-70

4.11E-11

8.80E-04

9.40E-09

1.72E-16

9.88E-173

6.91E-12

0

9.17E-12

6.40E-10

4.83E-41

1.39E-05

6.19E-06

6.16E-01

2.29E-14

3.96E-109

5.92E-01

0

1.70E-14

9.03E-18

2.52E-19

7.16E+00

2.65E+03

5.77E+01

1.55E+01

1.12E+04

5.44E+04

1.57E-20

1.15E-11

1.43E-09

1.73E-17

3.91E-01

1.49E+01

4.23E+00

1.09E-02

3.32E+01

6.41E+01

1.40E-11

标准差

9.40E-16

1.83E-17

6.76E-70

1.68E-10

2.38E-03

1.90E-09

4.94E-16

0

7.57E-12

0

2.87E-12

9.05E-11

5.26E-41

2.44E-05

1.15E-05

8.07E-01

5.05E-14

1.93E-108

3.91E-01

0

1.03E-15

2.07E-18

1.53E-18

3.23E+00

2.95E+03

4.93E+01

5.95E+01

6.32E+03

1.41E+04

8.24E-21

5.77E-13

2.10E-10

2.17E-17

1.16E-01

8.86E+00

3.24E+00

1.73E-02

3.13E+01

3.82E+00

3.54E-12

SR/%

100

100

100

100

26

100

100

100

100

100

100

100

100

68

80

0

100

100

0

100

100

100

100

0

0

0

0

0

0

100

100

100

100

0

0

0

0

2

0

100

函数

F8

F9

F10

F11

算法

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

最优值

0

9.95E-01

0

2.62E+01

2.68E-06

2.29E+01

0

0

9.95E-01

0

6.99E-12

7.10E-10

7.99E-15

2.11E-07

1.35E-04

1.71E-05

1.34E-11

8.88E-16

3.25E-07

8.88E-16

0

7.40E-03

0

5.22E-15

2.86E-06

1.57E-08

0

0

1.29E-07

0

2.46E-04

9.28E-26

4.79E-09

0

3.53E-05

1.13E-16

1.45E-07

7.88E-13

1.60E-02

0

平均值

3.39E+00

5.63E+00

8.32E-02

3.99E+01

1.55E+01

4.74E+01

5.23E-14

0

1.24E+01

0

1.12E-11

1.08E-09

1.28E-14

1.88E-06

1.27E+01

1.53E+00

1.55E-09

4.01E-15

5.09E-01

8.88E-16

9.93E-16

4.64E-02

1.37E-03

7.88E-03

1.60E-01

8.17E-03

1.60E-03

2.36E-03

6.40E-03

0

2.98E-03

2.77E-23

4.03E-05

3.31E-31

5.09E-03

1.89E-14

1.46E-05

3.55E-07

3.05E+00

0

标准差

2.40E+01

2.52E+00

4.66E-01

9.80E+00

2.54E+01

1.59E+01

1.91E-13

0

4.37E+00

0

1.59E-12

1.32E-10

2.76E-15

2.74E-06

9.67E+00

9.92E-01

4.12E-09

2.23E-15

6.77E-01

0

1.16E-15

2.68E-02

4.41E-03

8.82E-03

2.18E-01

8.52E-03

1.13E-02

9.51E-03

7.70E-03

0

2.37E-03

2.82E-23

2.72E-04

3.93E-31

5.01E-03

2.31E-14

2.69E-05

8.35E-07

2.55E+00

0

SR/%

94

0

96

0

4

0

100

100

0

100

100

100

100

98

0

0

100

100

56

100

100

0

90

40

2

38

98

94

50

100

0

100

96

100

0

100

60

100

0

100
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表3中的最优值和平均值体现出算法的寻优能

力，标准差和SR体现出算法的稳定性。F1~F7这

7个单峰函数的测试结果检验了算法的收敛速度，其

中LRBGEO的寻优成功率均为100%，除了GWO、

PSO和LRBGEO的标准差是最小的，此外可以看

出，LRBGEO的最优值在F1、F2、F6、F7函数上达

到了理论最优值，且除了GWO在F4、F6、F7，PSO

在 F5，SOA 在 F6、F7，WOA 在 F6 上的表现，

LRBGEO的寻优成功率，平均值，标准差均是最好

的。F8~F14这7个多峰函数的测试结果检验了算法

的开发性能，即跳出局部最优的能力，除了WOA在

F8函数上的表现与LRBGEO相当以外，LRBGEO的

寻优成功率，平均值和标准差都是最好的。此外，

虽然BOA在F8和F10上的最优值也达到了0，但是

其平均值和标准差较大，没有达到最优，类似情况

还有SOA和GWO在F8和F10，PSO在F11，WOA

在F9、F12和F14上的表现，以上情况说明了这些算

法求解时没有LRBGEO稳定。此外，在所有的测试

函数中，LRBGEO的效果都比GEO好得多。从以上

分析结果可以看出，LRBGEO在求解单峰函数和多

峰函数时都有突出优势，体现了LRBGEO较快的收

敛速度以及较好的跳出局部最优的能力。

函数

F5

F6

F7

算法

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

最优值

6.52E-06

4.54E-26

1.57E-10

0

2.20E-06

9.74E-18

8.37E-10

1.95E-17

3.58E-02

0

3.90E-21

5.18E-27

0

8.24E-100

1.12E-145

2.29E-18

0

0

2.89E-100

0

1.13E-22

9.10E-26

0

2.03E-134

5.44E-163

1.10E-17

0

4.33E-235

2.42E-131

0

平均值

7.11E-02

2.39E-24

4.57E-02

0

8.58E-05

9.18E-16

2.42E-07

4.81E-12

3.77E-01

9.42E-30

1.13E-15

5.84E-25

2.12E-280

1.40E-92

5.61E-123

4.04E-16

0

0

6.79E-93

0

5.43E-18

1.94E-24

0

6.40E-126

2.66E-147

5.98E-16

0

1.85E-180

2.70E-126

0

标准差

1.35E-01

2.39E-24

1.83E-01

0

8.50E-05

1.19E-15

3.35E-07

1.19E-11

2.28E-01

6.66E-29

4.81E-16

4.23E-25

0

7.38E-92

2.79E-122

6.16E-16

0

0

2.81E-92

0

5.67E-18

1.67E-24

0

3.10E-125

1.16E-146

8.42E-16

0

0

9.39E-126

0

SR/%

2

100

94

100

12

100

100

100

0

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

函数

F12

F13

F14

算法

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

BOA

FA

GWO

PSO

SCA

SSA

SOA

WOA

GEO

LRBGEO

最优值

7.29E+00

1.41E+00

1.38E+00

1.00E+00

3.23E+00

2.01E+00

1.12E+00

9.00E-01

1.60E+00

9.00E-01

3.00E-01

9.99E-02

9.99E-02

2.00E-01

9.99E-02

5.00E-01

9.99E-02

3.22E-91

3.00E-01

0

2.26E-12

3.07E-31

9.03E-17

4.25E-26

3.64E-11

1.55E-23

7.11E-13

-1.0E+00

3.73E-23

-1.0E+00

平均值

8.38E+00

1.78E+00

5.64E+00

1.00E+00

4.09E+00

2.46E+00

2.26E+00

9.72E-01

2.65E+00

9.00E-01

3.03E-01

1.86E-01

1.58E-01

3.52E-01

2.65E-01

7.76E-01

2.22E-01

1.22E-01

3.96E-01

0

4.56E-12

4.63E-31

1.55E-16

3.98E-24

1.67E-10

3.96E-23

6.02E-12

-1.80E-01

7.33E-21

-1.0E+00

标准差

4.70E-01

2.18E-01

1.94E+00

1.16E-08

3.53E-01

3.13E-01

5.11E-01

6.47E-02

3.44E-01

2.24E-16

6.85E-03

3.51E-02

4.99E-02

5.80E-02

1.56E-01

1.35E-01

6.78E-02

7.08E-02

6.69E-02

0

1.05E-12

6.46E-32

4.54E-17

5.22E-24

1.25E-10

2.49E-23

9.70E-12

3.88E-01

1.64E-20

0

SR/%

0

0

0

0

0

0

0

40

0

100

0

0

0

0

0

0

0

12

0

100

0

0

0

0

0

0

0

18

0

100

续表
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2.3　　与改进算法对比与改进算法对比

将LRBGEO与其他改进的算法作对比，得到

最优值、平均值、标准差、寻优成功率如表 4所

示。在 F1~F7 这 7 个单峰函数中，CASSA 在 F3、

F4上的最优值、平均值、标准差、求解成功率最

好。EIW_PSO在F5上的最优值达到了理论最优值

0，但是其寻优成功率并不是100%。ISOA在F7上

的表现与LRBGEO相当，除此之外，LRBGEO的

最优值、平均值、标准差均是最好的，到达了理论

最优值。在F8~F14这7个多峰函数中，RDSSA和

CASSA在 F8、F9、F10、F12、F14这 5个函数上

的最优值、平均值、标准差、寻优成功率与

LRBGEO的结果相当；ISOA在F8函数上的寻优结

果与LRBGEO相当；虽然GEO_DLS等算法在部分

函数上的最优值也达到了理论最优值，但是其平均

值、标准差、寻优成功率却不如LRBGEO，比如

GEO_DLS在 F14函数上的寻优成功率仅为 12%，

远不如 LRBGEO 的 100%。可见，总体而言，

LRBGEO具有最稳定的求解效果和收敛速度以及

比其他算法更好的跳出局部最优的能力。

表4　LRBGEO与改进算法测试结果

Table 4　Comparison of LRBGEO and improved algorithms test results

函数

F1

F2

F3

F4

F5

名称

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

最优值

2.10E-72

2.44E-53

9.54E-16

9.54E-107

4.12E-32

0

5.90E-45

3.74E-28

1.81E-07

5.04E-53

7.48E-14

0

3.17E-11

9.52E-53

3.92E-02

1.68E-104

1.64E+02

2.06E-21

1.32E-13

8.93E-29

4.03E-02

3.01E-54

2.67E-13

8.58E-12

7.49E-11

1.31E-03

0

9.81E-17

2.59E-10

0

平均值

2.62E-67

8.31E-52

5.80E-10

1.53E-106

2.63E-19

0

1.82E-43

8.04E-27

5.42E-04

5.72E-53

9.46E-10

0

1.34E-06

6.11E-50

5.07E-01

3.46E-104

3.40E+04

1.50E-20

7.43E-11

2.04E-27

1.26E-01

4.30E-54

7.77E-09

1.48E-11

1.40E-09

4.23E-02

1.82E-02

1.22E-14

4.28E-07

1.37E-31

标准差

6.86E-67

1.62E-51

3.46E-09

2.79E-107

1.40E-18

0

2.65E-43

8.40E-27

1.16E-03

2.44E-54

3.39E-09

0

6.64E-06

3.05E-49

3.83E-01

7.55E-105

3.58E+04

9.11E-21

3.70E-10

1.72E-27

6.23E-02

6.13E-55

1.66E-08

3.48E-12

1.68E-09

1.16E-01

9.00E-02

1.02E-14

1.67E-06

9.61E-31

SR/%

100

100

100

100

100

100

100

100

30

100

100

100

96

100

0

100

0

100

100

100

0

100

100

100

100

0

96

100

98

100

函数

F8

F9

F10

F11

F12

名称

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

最优值

0

0

2.09E+01

0

0

0

8.88E-16

8.88E-16

1.93E-08

8.88E-16

7.99E-15

8.88E-16

0

0

6.66E-16

0

0

0

5.37E-10

3.91E-03

0

7.84E-15

6.61E-09

0

1.07E+00

9.00E-01

1.00E+00

9.00E-01

1.44E+00

9.00E-01

平均值

0

0

4.83E+01

0

2.13E-16

0

1.46E-15

8.88E-16

7.55E-02

8.88E-16

3.65E-11

8.88E-16

7.73E-03

0

9.75E-03

0

8.88E-18

0

5.10E-08

2.33E-01

2.52E-31

3.26E-13

4.55E-06

0

1.34E+00

9.00E-01

1.00E+00

9.00E-01

2.09E+00

9.00E-01

标准差

0

0

1.21E+01

0

1.51E-15

0

1.32E-15

0

3.08E-01

0

8.14E-11

0

1.17E-02

0

1.10E-02

0

6.28E-17

0

6.51E-08

2.54E-01

3.72E-31

3.15E-13

1.54E-05

0

1.94E-01

2.24E-16

4.91E-09

2.24E-16

3.24E-01

2.24E-16

SR/%

100

100

0

100

100

100

100

100

72

100

100

100

52

100

40

100

100

100

100

0

100

100

96

100

0

100

0

100

0

100
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2.4　　数据统计分析数据统计分析

以上数据结果为LRBGEO和其他算法在平均

值、标准差、运行时间，以及搜索成功率方面的

对比。可从一定程度上说明LRBGEO具有良好的

寻优性能。但是，表3和表4同样也可以看出，某

些算法的搜索结果与LRBGEO相当，无法得出算

法具体寻优的优劣之分。因此，需要从统计学角

度进一步分析算法的性能：①将对比算法分别与

LRBGEO的寻优结果进行Wilcoxon秩和检验，判

断对比算法与LRBGEO寻优效果的优劣性；②将

所有对比算法与LRBGEO进行Firedman检验的整

体性分析，判断算法求解效果的优劣，再进行

Holm校正检验分析算法的差异性。

分别将经典基本算法和改进算法得到的寻优结

果与LRBGEO的寻优结果进行秩和检验，如表5和

表 6所示，该秩和检验在 0.05的显著性水平下进

行，分别以‘+’‘-’‘=’表示LRBGEO优于、劣

于、等于对比算法。从表5可以看出，LRBGEO在

F5、F8、F10 上的表现分别劣于 PSO、GWO 和

WOA；其余情况下，LRBGEO均能与其他对比算

法的结果产生显著性差异。从表6可以看出，改进

算法的性能均有所提升，LRBGEO在F8和F10上

的表现劣于 GEO_DLS，在 F5 上的表现劣于

EIW_PSO。此外，‘NAN=’表示 SOA在 F7和 F8

上的表现，RDSSA 和 CASSA 在 F8~F10、F12、

F14上的表现与LRBGEO相当。但总的来说，在与

改进算法的对比中，LRBGEO的寻优结果仍有显

著性差异，与RDSSA和CASSA的差异最低，只在

9个函数上的表现优于RDSSA和CASSA，差异率

最低为64.29%，相应地，LRBGEO在13个函数上

的表现优于EIW_PSO，差异率为92.86%。

Friedman检验是针对多种方法解决问题的差

异分析，通过计算对比算法的平均排名，得到算

法的优劣对比。该方法比秩和检验方法能更进一

步得到对比算法的整体性评价。Friedman检验的

公式为

Ranki =
1
Nf

∑
j = 1

Nf

Ri
j (15)

式中：Ranki为算法 i的最终排名；Nf为测试函数

的个数；Ri
j为测试函数 j中算法 i的排名。通过式

(15)分别计算出经典基本算法与改进算法的

Friedman排名，结果如表7和表8所示，其中，求

解某个测试函数中的算法排名所用到的是50次独

立运行的最优值，若最优值相同，采取同等排名。

从表7和表8可以看出，LRBGEO的排名均为

第一，说明了其在14个基准测试函数的整体评价最

好。图2和图3为算法的排序雷达图，越靠近中心表

示算法越靠前，所围面积越小代表算法排名越好，

图2和图3直观地显示出LRBGEO在2组对比算法

中的排名情况，展现出LRBGEO的优良效果。

函数

F6

F7

名称

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

最优值

1.08E-215

4.32E-53

8.70E-105

6.28E-110

1.28E-58

0

0

1.56E-61

1.52E-121

6.23E-108

1.97E-76

0

平均值

1.42E-170

4.09E-49

3.79E-98

2.64E-109

8.41E-46

0

0

4.00E-57

3.83E-114

1.58E-107

2.92E-61

0

标准差

0

9.93E-49

1.64E-97

1.98E-109

5.11E-45

0

0

1.54E-56

1.09E-113

5.47E-108

1.66E-60

0

SR/%

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

函数

F13

F14

名称

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

ISOA

RDSSA

EIW_PSO

CASSA

GEO_DLS

LRBGEO

最优值

9.99E-02

1.48E-28

3.00E-01

1.00E-54

6.64E-09

0

1.08E-14

-1.00E+00

7.76E-29

-1.00E+00

-1.00E+00

-1.00E+00

平均值

1.26E-01

1.86E-27

3.52E-01

1.23E-54

6.68E-02

0

1.67E-14

-1.00E+00

4.05E-23

-1.00E+00

-3.46E-01

-1.00E+00

标准差

4.43E-02

1.62E-27

6.14E-02

1.12E-55

4.68E-02

0

3.40E-15

0

1.69E-22

0

4.71E-01

0

SR/%

0

100

0

100

22

100

0

100

0

100

12

100

续表
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表5　LRBGEO与经典基本算法下的秩和检验值对比

Table 5　Comparison of rank sum test values between LRBGEO and classical basic algorithms

函数

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

F11

F12

F13

F14

+/-/=

BOA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

9.41E-05+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

1.82E-03+

3.31E-20+

5.21E-13+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

14/0/0

FA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.12E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.24E-20+

3.31E-20+

14/0/0

GWO

3.31E-20+

3.31E-20+

1.02E-02+

7.07E-18+

6.63E-20+

2.06E-17+

NAN=

0.082 227-
1.03E-20+

2.31E-02+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

12/1/1

PSO

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

0.159 390-
3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

2.97E-07+

3.31E-20+

2.80E-20+

3.31E-20+

13/1/0

SCA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

14/0/0

SSA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.27E-20+

3.31E-20+

14/0/0

SOA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

NAN=

NAN=

1.49E-08+

3.31E-20+

2.70E-09+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

12/0/2

WOA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

NAN=

3.31E-20+

NAN=

6.52E-14+

0.082 227-
3.31E-20+

3.98E-12+

3.04E-20+

2.32E-15+

11/1/2

GEO

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

14/0/0

注：“NAN=”表示表现和LRBGEO相当。

表6　LRBGEO与改进算法下的秩和检验值对比

Table 6　Comparison of rank sum test values between 
LRBGEO and improved algorithms

函数

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

F11

F12

F13

F14

+/-/=

ISOA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

5.89E-03+

6.63E-20+

3.31E-20+

NAN=

NAN=

3.43E-03+

3.44E-08+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

12/0/2

RDSSA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

NAN=

NAN=

NAN=

3.31E-20+

NAN=

3.31E-20+

NAN=

9/0/5

GEO_DLS

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

1.34E-12+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

0.327 086-
3.31E-20+

0.327 086-
3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

12/2/0

EIW_PSO

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

0.975 702-
3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

1.44E-05+

3.31E-20+

1.74E-20+

3.31E-20+

13/1/0

CASSA

3.31E-20+

3.31E-20+

7.07E-18+

7.07E-18+

6.63E-20+

3.31E-20+

3.31E-20+

NAN=

NAN=

NAN=

3.31E-20+

NAN=

3.31E-20+

NAN=

9/0/5

表7　LRBGEO与经典基本算法的Friedman排名

Table 7　Comparison of friedman ranking between LRBGEO 
and classical basic algorithms

算法

LRBGEO

GWO

SOA

PSO

GEO

排名平均值

2.36

4.36

5.21

5.82

7.79

排名

1

3

5

7

9

算法

WOA

FA

BOA

SSA

SCA

排名平均值

4.14

4.54

5.75

7.04

8.00

排名

2

4

6

8

10

F9

F10

F8
F7

F6

F5

F4

F3

F2

F1
F14

F15

F12

F11

LRBGEO
GEO
BOA
FA
GWO
PSO
SCA
SSA
SOA
WOA

图2 LRBGEO与经典基本算法对比的排序雷达图

Fig. 2 Comparison of radar ranking between LRBGEO and 
classical basic algorithms

表8　LRBGEO与改进算法的Friedman排名

Table 8　Comparison of friedman ranking between LRBGEO 
and improved algorithms

算法

LRBGEO

RDSSA

GEO_DLS

排名平均值

2.43

3.00

4.25

排名

1

3

5

算法

CASSA

ISOA

EIW_PSO

排名平均值

2.50

3.86

4.96

排名

2

4

6
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分别将经典基本算法对比和改进算法对比得

到的结果进行Holm后续校验，结果如表 9~10所

示。其中，i为后续校验排名，α为 0.05的显著性

水平，p̄为后续校验得到的值，若大于相应的α/i，

则拒绝与LRBGEO分布相同的假设，说明该算法

与LRBGEO的后续校验中不存在差异。在与经典

基本算法的对比中，系统假设各个算法的分布相

同，经 0.05的显著性水平进行相关样本 Friedman

双向按秩方差分析。经Holm后续校验得到数据检验

统计的自由度为9，系统临界卡方值为16.919，经检

验的平均卡方值为51.650，P值为5.2638E-8<<0.05，

拒绝原假设，说明对比算法与 LRBGEO 整体存

在差异。从表 9 可以看出，BOA、PSO、SSA、

GEO、SCA 拒绝原假设，与改进算法有显著性

差异，WOA、GWO、FA、SOA 没有拒绝原假

设，与原算法差异不大，算法的整体优劣排

名：LRBGEO>WOA>GWO>FA>SOA>BOA>PSO>

SSA>GEO>SCA。

在与改进算法的对比中，检验统计的自由度

为 5，查表得到临界卡方值为 11.07，而系统检验

统计的平均卡方值为 30.889，P 值为 1.00E-05<<

0.05， 拒 绝 原 假 设 。 从 表 10 中 可 以 看 出 ，

CASSA、 RDSSA、 ISOA 没 有 拒 绝 原 假 设 ，

GEO_DLS、EIW_PSO 拒绝原假设，与 LRBGEO

有显著差异。算法整体排名：LRBGEO>CASSA>

RDSSA>ISOA>GEO_DLS> EIW_PSO。

2.5　　平均收敛曲线分析平均收敛曲线分析

为了更直观地看到各算法的寻优过程，图 4

和图 5分别给出了经典基本算法和改进算法对比

下的部分函数的平均收敛曲线。由于 F14的理论

最优值为-1，所以平均收敛曲线取绝对值。从图

中可以看出，LRBGEO的收敛曲线更陡峭且对应

的值最小，例如，F6函数中，虽然 SOA和WOA

的收敛精度与LRBGEO一致，但明显LRBGEO的

曲线更陡峭，达到收敛精度的迭代次数更少，说

明LRBGEO的收敛速度更快，搜索精度更低。此

外，F12 与 F14 的理论最优值分别为 0.9 和-1，

LRBGEO也能精准捕捉。

LRBGEO
ISOA
RDSSA
EIW-PSO
GASSA
GEO-DLS

F14
F13

F12

F11

F10

F9

F8
F7

F6

F5

F4

F3

F2

F1

图3 LRBGEO与改进算法对比下的排序雷达图

Fig. 3 Comparison of radar ranking between LRBGEO and 
improved algorithms

表9　LRBGEO与经典基本算法对比的Holm后续校验结果

Table 9　Comparison of holm follow-up verification results 
between LRBGEO and classical basic algorithms

i

1

2

3

4

5

6

7

8

9

算法

WOA

GWO

FA

SOA

BOA

PSO

SSA

GEO

SCA

p̄值

0.118 649

0.080 512

0.056 94

0.012 534

0.003 028

0.002 467

4.300E-05

2.000E-06

8.178E-07

α/i

0.050 000

0.025 000

0.016 667

0.012 500

0.010 000

0.008 333

0.007 143

0.006 250

0.005 556

是否拒绝

否

否

否

否

是

是

是

是

是

表10　LRBGEO与改进算法对比的Holm后续校验结果

Table 10　Comparison of holm follow-up verification results 
between LRBGEO and Improved algorithms

i

1

2

3

4

5

算法

CASSA

RDSSA

ISOA

GEO_DLS

EIW_PSO

p̄值

0.919 538

0.419 020

0.043 352

0.009 998

0.000 336

α/i

0.050 000

0.050 000

0.025 000

0.016 667

0.012 500

是否拒绝

否

否

否

是

是
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Fig. 4 Comparison of average convergence curve between LRBGEO and classical basic algorithms
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2.6　　算法复杂度分析算法复杂度分析

设金鹰种群数量为N，搜索空间维度为d，总迭

代次数为T，现对GEO和LRBGEO复杂度进行分析。

GEO主要分为以下几个计算部分：

种群初始化：O(N×d)

主循环部分：O(N×d×T)

总复杂度=初始化+主循环= O(N×d×T)

LRBGEO主要分为以下几个计算部分。

Fuch混沌映射初始化：O(N×d)

莱维策略扰动：O(N×d)

布朗策略扰动：O(N×d)

衰减因子策略：O(1×T)

主循环部分：O(N×d×T)

总复杂度=初始化+莱维策略+布朗策略+衰减

因子策略+主循环=O(N×d)+O(N×d)+O(N×d)+ O

(1×T)+O(N×d×T)=O(N×d×T)

由上可知，LRBGEO并没有增加原算法的复

杂度，但是在寻优效果上得到了很大提升。

3　工程应用　工程应用

3.1　　实验设置实验设置

为进一步验证 LRBGEO的性能和实际效果，

选取了 3个经典的工程问题，并与其他算法进行

对比实验。这 3个工程问题均是静态单目标约束

优化问题。一般可表示为

min F(x)

s.t.
ì
í
î

gi (x)≤ 0i = 12,m

hj (x)= 0j = 12,n
(16)

式中：F(x)为目标函数；gi(x)和hj(x)为约束条件。

本文采用惩罚函数更好地处理约束条件：

Φ(x)=F(x)

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

i = 1

m

li ×max(0gi (x))α + ∑
j = 1

n

oj × || hj (x)
β

式中：Φ(x)为最终目标函数；li和 oj为惩罚系数，

惩罚系数越大，表示最后的优化效果越好，惩罚

系数均取1 000 000；α和β分别为2和1。

3.2　　汽车侧面碰撞设计问题汽车侧面碰撞设计问题

汽车侧面碰撞设计问题是一个经典的单目标最小

化约束设计问题。设计目标是减少汽车的总重量，具

体的数学模型如式(18)所示，具体参数含义见文献[28]。

min f (X )= 1.98 + 4.9x1 + 6.67x2 + 6.98x3 +
  4.01x4 + 1.78x5 + 2.73x7

s.t.

g1 = 1.16 - 0.371 7x2 x4 - 0.009 31x2 x10 -
0.484x3 x9 + 0.013 43x6 x10 ≤ 1

g2 = 0.261 - 0.015 9x1 x2 - 0.188x1 x8 -
0.019x2 x7 + 0.014 4x3 x5 +

0.000 875 7x5 x10 + 0.080 405x6 x9 +

0.001 39x8 x11 + 0.000 015 75x10 x11 ≤ 0.32

g3 = 0.214 + 0.008 17x5 - 0.131x1 x8 -
0.070 4x1 x9 + 0.030 99x2 x6 - 0.018x2 x7 +

0.020 8x3 x8 + 0.121x3 x9 - 0.003 64x5 x6 +

0.000 771 5x5 x10 - 0.000 535 4x6 x10 +

0.001 21x8 x11 ≤ 0.32

g4 = 0.074 - 0.061x2 - 0.163x3 x8 +
0.001 232x3 x10 - 0.166x7 x9 +

0.227x2
2 ≤ 0.32

g5 = 28.98 + 3.818x3 - 4.2x1 x2 + 0.020 7x5 x10 +
6.63x6 x9 - 7.7x7 x8 + 0.32x9 x10 ≤ 32

g6 = 33.86 + 2.95x3 + 0.179 2x10 - 5.05x1 x2 -
11x2 x8 - 0.021 5x5 x10 - 9.98x7 x8 +

22x8 x9 ≤ 32

g7 = 46.36 - 9.9x2 - 12.9x1 x8 + 0.1107x3 x10 ≤ 32

g8 = 4.72 - 0.5x4 - 0.19x2 x3 - 0.012 2x4 x10 +

0.009 325x6 x10 + 0.000 191x2
11 ≤ 4

g9 = 10.58 - 0.647x1 x2 - 1.95x2 x8 +
0.020 54x3 x10 - 0.019 8x4 x10 +

0.028x6 x10 ≤ 9.9

g10 = 16.45 - 0.489x3 x7 - 0.843x5 x6 +
0.043 2x9 x10 - 0.055 6x9 x11 +

0.000 786x2
11 ≤ 15.7

0.5 ≤ x1~x7 ≤ 1.5 x8 x9Î(0.1920.345) 

-30 ≤ x10~x11 ≤ 30                                                  (18)

将10个对比算法与LRBGEO用以解决汽车侧

面碰撞设计问题得到结果如表11所示。从表可以看

出，LRBGEO的适应度值最小，取得了最好的结果。

(17)
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3.3　　三杆桁架设计问题三杆桁架设计问题

三杆桁架设计问题是最为经典的设计问题之

一。该问题的目标是最小化轻杆结构的质量，结

构示意图如图 6所示。应力、挠度和屈曲约束是

该问题的约束。由于三杆桁架是对称的，所以该

设计问题中的变量 x1=x3。具体数学模型及参数设

置如式(19)所示。经各种算法参数寻优之后得到的

结果如表12所示。

min f (X )=L(x2 + 2 2 x1 )

s.t. g1 =
x2

2x1 x2 + 2 x2
1

P - σ ≤ 0

  g2 =
x2 + 2 x1

2x1 x2 + 2 x2
1

P - σ ≤ 0

  g3 =
1

x1 + 2 x2

P - σ ≤ 0

P = 2 kN/cm2 L = 100 cm σ = 2 kN/cm2
0 ≤ x1 x2 ≤ 1                                                            (19)

从表12可以看出，LRBGEO的寻优结果以微

弱的优势排名为 2，仅次于CASSA。相较于原算

法GEO，寻优结果得到了很大程度上的提升。

3.4　　工字钢优化问题工字钢优化问题

工字钢结构设计问题的目标是通过优化长度、

高度和 2个厚度以实现最小的垂直挠度。其结构

示意图如图 7所示。其中，左边是工字钢的左视

图，右边是工字钢的主视图。为了方便计算，令

X=[x1, x2, x3, x4]=[h, b, tw , tf]。其数学模型如式(20)

所示。将10个对比算法与LRBGEO用以解决工字

钢优化问题，结果如表13所示。

从表13可以看出，LRBGEO,ISOA,CASSA的

表11　汽车侧面设计问题结果比较

Table 11　Comparison of results on car side impact design problem

算法

LRBGEO

GEO

SOA

WOA

SCA

GWO

SSA

ISOA

GEO_DLS

CASSA

RDSSA

x1

0.624 0

0.500 0

0.500 0

0.500 0

0.500 0

0.500 4

0.500 0

1.075 1

0.500 0

0.500 0

0.500 0

x2

1.132 0

0.926 6

1.009 6

1.180 0

1.110 5

1.113 2

1.210 7

0.686 1

1.158 8

1.046 7

1.245 7

x3

1.500 0

0.916 6

1.419 3

0.500 0

0.790 1

0.500 2

0.500 0

1.437 8

0.500 4

1.087 1

0.500 0

x4

0.843 4

0.706 9

0.599 4

1.476 6

1.130 5

1.324 1

1.241 0

1.500 0

1.448 1

0.652 0

1.500 0

x5

0.682 8

0.500 0

0.500 0

0.574 7

0.500 0

0.500 0

1.328 3

0.593 4

0.508 4

0.500 0

1.312 3

x6

1.051 9

1.195 5

1.402 8

1.476 6

1.500 0

1.500 0

1.351 1

0.839 6

1.490 0

1.500 0

1.436 9

x7

1.382 2

1.061 4

0.500 0

0.500 0

0.500 0

0.500 0

0.500 0

1.395 1

0.500 0

0.500 0

0.500 0

x8

0.232 3

0.282 1

0.199 8

0.339 6

0.223 4

0.344 6

0.345 0

0.192 0

0.345 0

0.245 0

0.192 0

x9

0.315 2

0.345 0

0.246 8

0.192 0

0.345 0

0.277 4

0.197 6

0.192 0

0.317 8

0.325 4

0.345 0

x10

15.247 9

-6.527 5

-30.000 0  

-8.806 0

-29.758 3  

-20.280 8  

-2.687 8

11.349 8

-13.273 8  

-30.000 0  

-18.282 4  

x11

-5.201 0 

 4.317 4

-11.441 8  

-22.070 6  

-0.245 8

 4.510 2

-6.751 3 

-5.344 3 

-13.952 9  

-4.099 9

  9.940 8

适应度

21.919 5

24.467 0

25.729 2

24.100 0

24.140 4

22.912 9

24.701 3

25.280 0

23.728 9

22.893 9

25.944 4

 

L L

L x 1

x2
x
3

P

图6 三杆桁架设计

Fig. 6 Three-bar truss design problem

表12　三杆桁架设计问题结果比较

Table 12　Comparison of results on three-bar truss design 
problem

算法

LRBGEO

GEO

SOA

WOA

SCA

GWO

SSA

ISOA

GEO_DLS

CASSA

RDSSA

x1

0.790 4

0.768 3

0.825 9

0.810 6

0.802 2

0.792 0

0.806 5

0.792 0

0.806 6

0.788 6

0.801 1

x2

0.403 4

0.530 0

0.311 6

0.349 4

0.371 2

0.229 1

0.364 8

0.397 8

0.359 7

0.408 2

0.381 5

适应度

263.893 7

264.797 3

264.906 3

264.221 1

264.020 7

263.899 7

264.599 7

264.412 7

264.119 9

263.891 5

264.739 7

排名

2

10

11

6

4

3

8

7

5

1

9
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效果最好，均比其他算法高了一个数量级，其中，

LRBGEO取得了最好的效果，说明了LRBGEO能

更好地解决工程问题。

min f (X )=
5 000

x3 (x1-2x4 )
12

+
x2 x3

4

6
+2x2 x4( )x1-x4

2

2

s.t.  
g1=2x2 x3+x3 (x1-2x4 )≤300

g2=
1.8x1´104

x3 (x1-2x4 )3+2x2 x3 (4x2
4+3x1 (x1-2x4 ))

+

15x2´103

(x1-2x4 )x3
3+2x3 x3

2

≤56

10≤x1≤80 10≤x2≤50 0.9≤x3  x4≤52

(20)

4　结论　结论

为解决 GEO 搜索速度慢、收敛精度低的问

题，本文基于衰减因子、莱维飞行和布朗运动策

略对GEO进行改进，提出了结合莱维飞行和布朗

运动的衰减金鹰优化算法。分别通过与 9个经典

基本算法和 5个改进算法对比的基准函数测试实

验和与其他 10个群智能算法对比的 3个工程应用

实验证明了本文改进策略的有效性，合理性。实

验结果表明本文提出的LRBGEO具有较快的收敛

速度，较高的收敛精度，能获得比对比算法更好

的寻优效果。在后续的研究中，考虑将LRBGEO

应用到认知无线电的频谱分配问题中，以期探索

算法更多的可能性。
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