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摘要摘要：：现实工业生产应用中存在大量的混合变量优化问题，这类问题的决策变量既包含连续变

量，又包含离散变量。由于决策变量为混合类型，导致问题的决策空间变得不规则，采用已有

的方法很难进行有效求解。引入协同进化策略，提出一种基于竞争式协同进化的混合变量粒子

群优化算法(competitive coevolution based PSO，CCPSO)。设计基于容忍度的搜索方向调整机制

来判断粒子的进化状态，从而自适应地调整粒子的搜索方向，避免陷入局部最优，平衡了种群

的收敛性和多样性；引入基于竞争式协同进化的学习对象生成机制，在检测到粒子进化停滞时

为每个粒子生成新的学习对象，从而推动粒子的进一步搜索，提高了种群的多样性；采用基于

竞争学习的预测策略为粒子选择合适的学习对象，充分利用了新旧学习对象的学习潜力，保证

了算法的收敛速度。实验结果表明：相比其他主流的混合变量优化算法，CCPSO可以获得更优

的结果。
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problem decision space caused by the numerous mixed variable optimization problems during real 

industrial applications. The coevolution strategy is introduced and a mixed variable particle swarm 

optimization algorithm(CCPSO) based on competitive coevolution is proposed. The search direction 

adjustment mechanism based on tolerance is designed to judge the evolution state of particles, adaptively 

adjust the search direction of particles, avoid falling into local optimum, and balance the convergence 

and diversity of the population. The learning object generation mechanism is adopted for each particle to 
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particles and improve the diversity of the population. The prediction strategy based on competitive 

learning is applied to select the appropriate learning objects for particles, which makes full use of the 

learning potential of new and old learning objects and ensures the convergence speed of the algorithm. 

Experimental results show that, CCPSO can obtain the better results compared with the other main mixed 

variable optimization algorithms.

Keywords: mixed variable optimization; coevolution strategy; evolutionary algorithm; particle swarm

0　引言　引言

随着我国社会制造服务和物流运输等行业的

快速发展，越来越多的设计、管理和调度等类型

的优化问题涌现出来。在这些优化问题中，决策

变量通常同时包含连续型变量和离散型变量，这

种同时包含连续变量和离散变量的优化问题被称

为混合变量优化问题(mixed-variable optimization 

problems, MVOPs)。

目前存在大量求解MVOPs的进化算法，根据

变量处理方法，算法可分为 3类：①基于松弛方

法的算法。这类算法将离散变量松弛转化为连续

变量
[1]
，在解的评价过程中，连续变量将被转化为

离散值以适合函数评估。②基于离散化方法的算

法。这类算法将连续变量离散化为离散变量，然

后使用离散变量优化算子对问题求解
[2]
。然而，受

限于二进制字符串的长度，这类算法求解问题时

的准确度不能得到保证。③基于混合算子的算法。

这类算法同时采用连续变量重组算子和离散变量

重组算子生成包含混合变量的解
[3]
，因此，可以灵

活地利用不同重组算子来生产高质量的解。然而，

不同算子之间性能的不协调可能影响算法搜索

效率
[4]
。

PSO是一种被广泛研究的进化算法，已被用

于求解各类复杂优化问题。现有的PSO算法主要

聚焦在连续变量优化 PSO 算法和离散变量优化

PSO算法。

连续变量优化 PSO算法主要有 3类：①基于

参数修改的PSO。文献[5]结合强化学习方法，将

目标函数较好的粒子数量以及粒子的间距作为状

态，将惯性与加速因子作为动作，自适应地调整

参 数 ， 提 出 了 QLPSO(Q-learning-based PSO)。

②基于混合方法的PSO。文献[6]将PSO与细菌觅

食算法(bacterial foraging optimization, BFO)进行混

合，并应用于熔融沉积成形法中。文献[7]将粒子

群算法与GWO进行混合，并应用于皮革嵌套问题

中。③基于学习策略的PSO。文献[8]考虑多峰问

题，提出了一种基于综合学习的粒子群算法

CLPSO。文献[9]在CLPSO的基础上融合了局部搜

索策略，取得了更好的结果。文献[10]也提出了一

种利用社会学习的SL-PSO，提高了算法在解决大

规模优化问题时的能力。

离散变量优化PSO算法可以被分为3类：①基

于二值化方法的 PSO。②基于变量类型转换的

PSO，这类算法不需要重新设计重组算子，算法

采用连续版本PSO中的重组算子生成解。③基于

集合理论的PSO。如文献[11]针对虚拟网络嵌入问

题，采用PSO作为优化器，并基于历史信息进行

学习。

目前的PSO算法主要适用于求解连续变量优

化问题或离散变量优化问题，针对混合变量优化

问题的求解算法还比较匮乏。由于混合变量使问

题空间变得非常不规则，问题空间的复杂度随着

规模不断提高，如何设计合适的算法来求解

MVOPs成为一个挑战性的难题。

根据协同进化策略中个体或种群之间相互作

用的类型，协同进化策略可以被分为合作式协同

进化
[12]
和竞争式协同进化

[13]
。竞争式协同进化策

略通常采用多个种群或多个个体模拟寄生者和宿

主的竞争进化过程。目前，竞争式协同进化策略

的研究通常包括适应度评估策略和个体竞争策略。

•• 845
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例如，基于双种群进化策略使用信息共享机制实

现协同进化
[14]
；通过将进化分为3个阶段来平衡多

样性与收敛性
[15]
；将目标空间划分为多个子空间

设计空间距离算子来评估其优化难度，并动态赋

值目标向量，将计算资源引导到更难优化的子空

间
[16]
。这些研究表明，竞争式协同进化策略能够

有效提升进化算法的性能，帮助算法求解更加复

杂的优化问题。

为更有效求解MVOPs，本文提出基于竞争式

协同进化策略的混合变量粒子群优化算法

(competitive coevolution based PSO, CCPSO)。

1　基于竞争式协同进化的混合变量　基于竞争式协同进化的混合变量

粒子群优化算法粒子群优化算法

经典的PSO中的粒子主要通过学习全局最优

粒子进行更新，这使得种群在全局最优粒子陷入

局部最优时进化停滞，算法将过早收敛。尤其是

当优化问题变得复杂时，PSO过早收敛的现象将

越发频繁。混合变量优化问题通常具有复杂的搜

索空间，包括多峰、不连续等特征，经典的PSO

算法不能有效地解决这类问题。因此，为了提高

算法求解混合变量优化问题的性能，引入协同进

化策略提出了基于竞争式协同进化的混合变量粒

子群优化算法CCPSO。

为了处理混合变量，CCPSO采用了松弛方法

将离散变量松弛为连续变量。在对解评估时，算

法将采用舍入法把连续值转化为离散值。因此，

CCPSO 将采用连续变量重组算子来处理混合变

量。为了提高重组算子的性能，CCPSO采用基于

竞争协同进化的学习对象生成机制为每一个粒子

生成独特的高质量的学习对象。由于不同的粒子

搜索方向不尽相同，采用上述机制可以有效提升

算法的探索能力。为了保证粒子的学习对象的质

量，CCPSO采用竞争学习的预测策略为粒子选择

优秀的学习对象，有能力提升粒子的学习对象将

被选择，因此，整个种群的勘探能力将得到提升。

为了平衡算法的探索能力和勘探能力，CCPSO采

用基于容忍度的搜索方向调整机制，粒子将自适

应地判断自身进化状态，每个粒子在充分利用学

习对象进化潜力的同时能够适时地调整学习对象

从而避免陷入局部最优。

1.1　　基于容忍度的搜索方向调整机制基于容忍度的搜索方向调整机制

在经典的PSO算法中，种群中的粒子通过学

习全局最优粒子更新速度、位置向量，完成对问

题空间的搜索。然而，当全局最优粒子陷入局部

最优时，种群粒子也有可能陷入局部最优，导致

算法过早收敛。图 1在一个维度上展示了上述粒

子的进化过程，对于一个最小化问题，红色的曲

线表示了目标函数的变化趋势，星状的全局最优

粒子Pg目前位于一个局部最优点上。假设种群的

学习对象为全局最优粒子Pg，很明显，粒子X1和

粒子X2将朝着全局最优粒子所在的方向搜索，并

可能在几次搜索后与全局最优粒子Pg一同陷入局

部最优。在陷入局部最优之前，粒子X1的个体最

优P1 会被不断更新，即P1 的适应度值 f (P1 )不断

增加。然而，在粒子X1陷入局部最优之后，其个

体最优P1将进化停滞。粒子的个体最优进化停滞

可以用式(1)表示：

f (P i )
t + 1 - f (P i )

t = 0 (1)

式中：t为迭代次数。

当粒子的个体最优在之后的迭代中都不能得

到提高时，粒子很有可能已经陷入了局部最优。

为了避免种群陷入局部最优，算法需要在式

(1)满足时及时调整粒子的搜索方向。然而，式(1)

满足只是粒子陷入局部最优的充分不必要条件，

图1 全局最优粒子陷入局部最优

Fig. 1 Global optimal particle trapped in local optimal

•• 846
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算法不能仅通过式(1)是否成立而决定是否调整粒

子的搜索方向，因为可能会出现如图 2显示的情

况。在第 t次迭代时，种群的全局最优粒子Pg 位

于靠近全局最优的位置，粒子X1和粒子X2将朝着

全局最优粒子所在的方向搜索。虽然在第 t + 1次

迭代时粒子的个体最优不会得到提高，即式(4)成

立，但是在这之后的搜索中，全局最优粒子Pg有

潜力带领其他粒子进化，整个种群极有希望搜索

到问题的全局最优点。

为了避免粒子陷入局部最优并且充分地利用粒

子的学习对象(如全局最优粒子Pg)的进化潜力，本

文提出了基于容忍度的搜索方向调整机制(tolerance 

based search direction adjustment mechanism, TSDM)。

TSDM能够帮助粒子判断当前的进化状态，并在合

适的时机调整粒子的搜索方向以避免粒子陷入局部

最优。

基于容忍度的搜索方向调整机制定义粒子的

容忍度为粒子进化停滞的次数，表示为 T。容忍

度T增加1则代表粒子的个体最优在上一轮的更新

中没有提高。显然，T值越大，粒子陷入局部最

优的概率也将越大。为了避免粒子陷入局部最优，

TSDM将按概率调整粒子搜索方向，对于第 i个粒

子，调整搜索方向的概率为

Qadjust
i =

exp(Ti )- 1
exp(5)- 1

(2)

Qadjust
i 将在粒子每次更新后计算，Qadjust

i 随粒子

Xi的容忍度Ti变化，如图3所示。

当 Qadjust
i 大于均匀分布于[0,1]的随机数 r 时，

粒子 Xi 将停止向其当前的学习对象 Li 学习。

TSDM的具体过程如算法1所示。

算法 1  基于容忍度的搜索方向调整机制

(TSDM)

输入：第 i个粒子的容忍度值Ti和个体最优Pi

1：if f (P t + 1
i )- f (P t

i )= = 0 then

2：  Ti¬ Ti + 1

3：end if

4：生成在[0 , 1]区间内随机分布的随机数 r

5：根据式(2)更新学习对象调整概率Qadjust
i

6：if Qadjust
i > r then

7： 第 i个粒子停止向其学习对象Li学习

8：end if

很明显，粒子停止进化的次数增加，算法调

整其搜索方向的概率也将增加。在粒子Xi前几次

进化停止时，粒子Xi调整搜索方向的概率Qadjust
i 很

小，粒子Xi将很有可能继续沿着其学习对象进行

搜索，学习对象Li的进化潜力将被充分利用。当

粒子Xi的容忍度不断增加，粒子Xi调整搜索方向

的概率Qadjust
i 将指数地增加。此时，粒子Xi将很有

可能调整自己的学习对象，改变搜索方向，避免

自身陷入局部最优。总之，TSDM在保证粒子不

陷入局部最优的前提下充分利用了粒子的学习对

象的进化潜力，平衡了收敛性和多样性。

图2 粒子搜索到全局最优

Fig. 2 Particle search to global optimization

图3 搜索方向调整概率变化曲线

Fig. 3 Changing curve of search direction adjustment 
probability
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1.2　　基于竞争协同进化的学习对象生成机制基于竞争协同进化的学习对象生成机制

在经典的PSO中，每一个粒子都通过学习全

局最优粒子Pg 更新自己的速度向量和位置向量。

然而，当全局最优粒子Pg陷入局部最优时，整个

种群粒子也将陷入局部最优从而导致算法过早收

敛。为了提高种群的多样性，避免算法过早收敛，

CCPSO分别为每一个粒子设置了适合其进化的学

习对象。因此，粒子的速度更新规则修改为

vi (t+1)=wvi (t)+cr(Li (t)-Xi (t))+cr(Pg (t)-Xi (t))

(3)

式中：vi (t)和Xi (t)为粒子Xi在第 t次迭代时的速度

向量和位置向量；r 为在[0,1]内分布的随机数；

c为加速因子；w为惯性权重；Li (t)为第 t次迭代

时粒子的学习对象；Pg (t)为全局最优粒子。学习

对象Li 对粒子的搜索效率有着至关重要的影响，

当TSDM机制生效时，即旧的学习对象Li不能带

领粒子进化时，将生成新的学习对象Lnew
i ，避免

粒子陷入局部最优。

图 4 在一个维度上展示了粒子的进化过程，

对于一个最小化问题，红色的曲线表示了目标函

数的变化趋势，星状的全局最优粒子Pg目前位于

一个局部最优点上。

学习对象的生成有多种方法。一种是可以在

搜索空间中随机地生成。这种方式可以很轻易地

带领粒子跳出当前的局部最优。然而，这种随机

生成的学习对象的质量无法保证，尤其是在包含

连续变量和离散变量优化问题的搜索空间中，新

生成的学习对象很有可能带领粒子陷入到另一个

局部最优。另一种是当前种群的搜索信息可以被

用来生成新的学习对象。因为每个粒子都会将搜

索到的最优信息保存在其个体最优中，个体最优

在多个维度的结构是较为出色的。

为了生成出色的学习对象，本文提出了基于

竞争式协同进化的学习对象生成机制(competitive 

coevolution based learning object generation mechanism, 

CCLOG)。种群当前的搜索信息可以被借鉴用来

生成适合当前粒子的学习对象，为了保证粒子与

种群协同进化，CCLOG利用种群当前的搜索信息

构成学习对象。为了提高生成的学习对象的质量，

CCLOG以竞争的方式选择种群中的搜索信息并生

成新的学习对象。CCLOG的过程如算法2所示。

算法 2 基于竞争进化的学习对象生成机制

(CCLOG)

输入：算法当前迭代次数 t，第 i个粒子的学

习对象Li

输出：新生成的学习对象Lnew
i

1：if t == 0 then

2：  Lnew
i ¬Pi

3：else

4：  for 粒子的每个维度 j，1 ≤ j ≤ D，do

5：    if Qcomp
i > r then

6：      随机选取2个粒子的个体最优

Pk和Ph

7：      if f (Pk )< f (Ph ) then

8：        Lnewj
i ¬P j

k +G(σ j )

9：      else

10：        Lnewj
i ¬P j

h +G(σ j )

11：      end if

12：    else

13：      Lnewj
i ¬P j

i

14：    end if

15：  end for

16：end if

从算法的第 1~3行表示算法初始化时，粒子

图4 学习对象生成机制示例

Fig. 4 Example of learning object generation mechanism
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的学习对象Li被初始化为粒子的个体最优粒子Pi。

随着算法迭代，当TSDM决定调整粒子的搜索方

向时，新的学习对象被生成并替换旧的学习对象。

算法的第4~15行表示整个种群的搜索信息将被随

机地选取用来生成新的学习对象Lnew
i 。其中，算

法的第 5~11 行表示当竞争概率 Qcomp
i 大于一个在

[0,1]内随机分布的随机数 r时，算法将按照二元锦

标赛的规则竞争式地选择其他粒子的个体最优来

构成学习对象Li。在本文算法中Qcomp
i 设置为0.09。

G(σ j )为按照σ j为标准差的高斯分布生成的随机偏

置，σ j为描述当前维度 j中所有个体分布状况的标

准差。

σ  j =
1
n∑

i = 1

n

(P j
i -m j ) (4)

式中：m j 为所有个体最优在第 j维度的均值；P j
i

为第 i个粒子的第 j维度的值。为保证Lnew
i 的质量，

Lnew
i 也保留了一部分粒子Xi的个体最优Pi的结构，

如算法的12行到第14行所示。

1.3　　基于竞争学习的预测策略基于竞争学习的预测策略

CCLOG 机制生成的新的学习对象能够帮助

粒子跳出局部最优。然而，由于生成的新的学习

对象的过程存在随机性，新的学习对象领导粒子

进化的能力并不能保证。武断地将CCLOG生成

的学习对象替换旧的学习对象可能会导致粒子质

量下降。因此，为了提高算法的勘探能力并充分

地利用新旧学习对象的领导潜力，本文提出了基

于竞争学习的预测策略(competitive learning based 

prediction strategy, CLP)帮助粒子选择合适的学习

对象。

如算法3所示，对于第 i个粒子，当新的学习

对象Lnew
i 生成后，CLP策略将通过分别预测新旧

学习对象对粒子的领导能力，选择更加适合粒子

的学习对象。预测的方式：新旧学习对象Lnew
i 和

Lold
i 将分别带领粒子进化一个周期T，其中，能够

帮助粒子进化的学习对象将被选择作为粒子在未

来的学习对象。

算法3 基于竞争学习的预测机制(CLP)

输入：当前的迭代次数 I，预测周期T，第 i个

粒子的旧的学习对象Lold
i 和新的学习对象Lnew

i

输出：选择的学习对象Li

1：for 每个预测周期 t，1 ≤ t ≤ T，do

2：  vi (t + 1)=wvi (t)+ cr(Li
old -Xi (t))

3：  Xi (t + 1)=Xi (t)+ vi (t + 1)

4：end for

5：根据式(7)计算旧学习对象的竞争力Cold =

f (X i )
I - f (X i )

I + T

6：for 每个预测周期 t，1 ≤ t ≤ T，do

7：  vi (t + 1)=wvi (t)+ cr(Li
new -Xi (t))

8：  Xi (t + 1)=Xi (t)+ vi (t + 1)

9：end for

10：根据式 (7)计算新学习对象的竞争力

Cnew = f (X i )
I - f (X i )

I + T

11：if Cnew >Cold then

12：  Li¬Lnew
i

13：else

14：  Li¬Lold
i

15：end if

图 5在一个维度上展示了上述粒子的进化过

程，对于一个最小化问题，红色的曲线表示了目

标函数的变化趋势，星状的全局最优粒子Pg目前

位于一个局部最优点上，新的学习对象Lnew
i 更加

适合带领粒子进化，那么新的学习对象将会取代

旧的学习对象Lold
i 。

图5 基于竞争学习的预测策略示例

Fig. 5 Example of predictive strategy based on competitive 
learning
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当粒子向新的对象学习时，速度向量为

vi (t + 1)=wvi (t)+ cr(Li
new -Xi (t)) (5)

当粒子向旧的对象学习时，速度向量为

vi (t + 1)=wvi (t)+ cr(Li
old -Xi (t)) (6)

由于新旧学习对象之间存在竞争关系，为了

从中选择更合适的学习对象，定义竞争力为学习

对象带领粒子进化的程度，表达式如公式(7)下：

C = f (X i )
I - f (X i )

I + T (7)

T表示预测周期。如果新的学习对象的竞争

力大于旧的学习对象的竞争力，这意味着新的学

习对象更加适合带领粒子进化，那么新的学习对

象将会取代旧的学习对象，反之亦然。

1.4　　算法流程算法流程

CCPSO的整个流程如算法4所示。

算法4 算法CCPSO框架

输入：种群大小N，包含D维变量的优化问

题 f，算法最大迭代次数 tmax

输出：全局最优粒子Pg

1：for 每个粒子 i，1 ≤ i ≤ N，do

2：  初始化Xi 为搜索区间内的随机位置，

vi为0向量。

3：  Pi¬Xi，Li¬Xi，Ti¬ 0，评估粒子 i

4：end for

5：从初始化的N个粒子中选取适应值最优的

粒子作为全局最优粒子 Pg，算法当前迭代次数

t¬ 0

6：while t ≤ tmax do  //算法迭代结束条件

7：  for 每个粒子 i，1 ≤ i ≤ N，do

8：    根据式(2)更新粒子 i的调整概率

Qadjust
i

9：    if Qadjust
i > rand() do // TSDM

10：      根据CCLOG策略生成新的学

习对象Li

11：      根据CLP策略更新学习对象Li

12：      ti¬ 0

13：    end if

14：    vi (t + 1)=wvi (t)+ c(Li -Xi (t)) //更新

粒子速度

15：     Xi (t + 1)=Xi (t)+ vi (t + 1) //更新

粒子位置

16：    评估粒子 i，Pi¬Xi (t + 1)，

17：  end for

18：  更新Pg

19：  t¬ t + 1

20：end while

CCPSO的流程图如图6所示。

图6 CCPSO的流程图

Fig. 6 Flowchart of CCPSO
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2　实验结果与分析　实验结果与分析

2.1　　参数设置参数设置

由于CCPSO采用了连续变量重组算子，并基

于松弛方法同时处理连续变量和离散变量。为了

保证实验结果的公平性，本文选取的对比算法同

样基于松弛方法处理混合变量。各个算法参数设

置如表1所示。

N和 Imax分别代表种群规模和最大迭代次数。

GPSO算法中，惯性权重w固定为 0.4，学习因子

c1、c2均设置为2.0；CLPSO的惯性权重w从0.9线

性地递减到 0.4，学习因子 c设置为 1.494 45，允

许粒子经过 m 次无效迭代后刷新学习对象；

AEDA算法中，用来更新概率模型的最优个体数

量的比重NPbest等于 0.45，选择高斯分布采样新种

群的概率 gp设置为 0.5；SLPSO中没有惯性权重，

α用于平衡历史搜索信息和当前搜索信息，β设为

较小值以避免过早收敛；DEmv算法中，F代表变

异操作过程中的缩放因子，R表示交叉概率。上

述算法都是按照原论文的参数设置的。本文提出

的算法CCPSO中，惯性权重w和学习因子 c均与

GPSO算法保持一致，对于参数预测周期T，T值

较大时可以更加准确地选择出适合当前粒子的学

习对象，但是CLP将消耗过多的计算资源。为了

在准确度和预测效率之间保持平衡，本文的预测

周期T设置为5。

2.2　　测试函数实验测试函数实验

2.2.1　　人工测试函数人工测试函数

本文选取了CEC2013
[18]
中的28个测试函数来验

证CCPSO算法在解决混合变量优化问题时的有效

性。由于CEC2013中的测试函数只包含连续变量，

为了验证算法在求解混合变量优化问题的性能，这

些测试函数被扩展为了包含连续变量和离散变量的

测试函数。扩展方式：在离散变量部分对应的每一

个维度中，搜索区间[UL]disc与连续变量的搜索区间

[UL]cont保持相同，离散变量的可选值被规定为搜索

区间[UL]disc内的整数，全局最优点在整数0处。

扩展后的 28个测试函数的名称和特点如表 2

所示，各测试函数的搜索区间为[-100100]。

为了保证实验结果的公平性和可靠性，所有

算法将独立地在每一个测试函数上运行30次，实

验结果是运行30次结果的平均值。每个算法的种

群大小N为 20，测试函数的维度D为 50，其中，

包括25维的连续变量和25维的离散变量。算法的

最大迭代次数 Imax为10 000，即总的目标函数评价

次数为200 000。

2.2.2　　实验结果与分析实验结果与分析

实验的数值统计结果如表3所示。

表2　CEC2013测试函数

Table 2　Test function of CEC2013

单峰

f1

f2

f3

f4

f5

Sphere Function

Rotated High Conditioned Elliptic Function

Rotated Bent Cigar Function

Rotated Discus Function

Different Powers Function

-1 400

-1 300

-1 200

-1 100

-1 000

函数类型 编号 函数名称 最优解

表1　算法参数设置

Table 1　Algorithm parameter settings

算法名称

GPSO

CLPSO[8]

AEDA[17]

SLPSO[10]

DEmv[18]

CCPSO

算法参数设置

N = 20，w = 0.4，c1 = c2 = 2，Imax=10 000

N=20，wÎ[0.40.9]，c=1.494 45，

m=7，Imax=10 000

N = 20，NPbest = 0.45，gp = 0.5，Imax=10 000

N = 20，α = 0.5，β = 0.01，Imax=10 000

N = 20，F =R = 0.2，Imax=10 000

N = 20，w = 0.4，c = 2，T = 5，Imax=10 000
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多峰

复合

f6

f7

f8

f9

f10

f11

f12

f13

f14

f15

f16

f17

f18

f19

f20

f21

f22

f23

f24

f25

f26

f27

f28

Rotated Rosenbrocks Function

Rotated Schaffers f7 Function

Rotated Ackleys Function

Rotated Weierstrass Function

Rotated Griewanks Function

Rastrigins Function

Rotated Rastrigins Function

Non-Continuous Rotated Rastrigins Function

Schwefel’s Function

Rotated Schwefel’s Function

Rotated Katsuura Function

Lunacek-Bi-Rastrigin Function

Rotated Lunacek Bi-Rastrigin Function

Expanded Griewanks plus Rosenbrocks Function

Expanded Scaffers f6 Function

Composition Function 1 (n=5, Rotated)

Composition Function 2 (n=3, Unrotated)

Composition Function 3 (n=3, Rotated)

Composition Function 4 (n=3, Rotated)

Composition Function 5 (n=3, Rotated)

Composition Function 6 (n=5, Rotated)

Composition Function 7 (n=5, Rotated)

Composition Function 8 (n=5, Rotated)

-900

-800

-700

-600

-500

-400

-300

-200

-100

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1 000

1 100

1 200

1 300

1 400

续表

函数类型 编号 函数名称 最优解

表3　实验数值统计结果

Table 3　Experimental results of numerical statistics

单峰

多峰

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

1.87E+01

1.15E+02

6.25E+06

1.57E+07

1.25E+09

6.69E+09

1.12E+03

4.26E+03

1.35E+01

1.28E+02

1.29E+02

4.10E+02

5.69E+01

8.91E+01

2.57E-01

2.42E+00

5.78E+06

1.06E+07

1.16E+08

6.46E+08

6.13E+03

7.02E+03

1.10E+00

7.74E+00

1.09E+02

1.67E+02

2.47E+01

4.97E+01

3.89E-02

9.83E-01

8.60E+07

2.99E+08

6.33E+08

2.36E+09

4.80E+04

3.08E+04

3.69E-01

2.33E+00

2.10E+02

2.12E+02

2.55E+01

3.21E+01

3.60E+02

1.44E+03

2.18E+07

4.30E+07

1.20E+10

2.23E+10

4.41E+04

4.81E+04

2.10E+02

7.73E+02

2.56E+02

2.81E+02

6.92E+01

7.38E+01

4.31E+03

3.62E+03

1.64E+08

1.34E+08

7.34E+10

7.92E+10

9.18E+04

4.71E+04

7.43E+02

4.51E+02

6.73E+02

4.59E+02

1.88E+02

1.18E+02

2.36E-07

2.16E-06

5.38E+06

6.61E+06

3.26E+08

6.04E+08

3.86E+03

1.37E+03

3.68E-06

1.98E-05

7.31E+01

1.07E+02

4.32E+01

3.08E+01

函数类型 函数 GPSO CLPSO AEDA SLPSO DEmv CCPSO
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多峰

复合

f8

f9

f10

f11

f12

f13

f14

f15

f16

f17

f18

f19

f20

f21

f22

f23

f24

f25

f26

f27

f28

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

2.11E+01

2.22E-01

4.30E+01

4.67E+01

3.20E+01

1.37E+02

8.50E+01

1.09E+02

2.16E+02

2.17E+02

2.95E+02

3.31E+02

2.41E+03

4.14E+03

8.59E+03

8.30E+03

3.27E+00

2.24E+00

1.19E+02

1.81E+02

1.07E+02

1.62E+02

1.21E+01

3.98E+01

1.96E+01

5.31E+00

2.01E+02

1.11E+01

2.56E+03

2.95E+03

1.29E+04

5.56E+03

1.05E+03

4.93E+02

4.72E+02

8.24E+01

1.20E+03

1.15E+03

5.35E+03

8.66E+02

8.56E+03

4.27E+03

2.11E+01

2.39E-01

2.08E+01

2.73E+01

4.65E+00

1.92E+01

4.90E+01

1.12E+02

2.64E+02

2.87E+02

3.37E+02

2.37E+02

4.54E+03

1.20E+04

1.31E+04

3.68E+03

3.51E+00

1.38E+00

9.64E+01

2.55E+02

4.86E+01

1.88E+02

2.11E+01

1.75E+01

2.04E+01

2.46E+00

2.00E+02

3.36E-01

5.31E+03

1.14E+04

1.54E+04

2.70E+03

1.19E+03

7.32E+02

5.00E+02

1.24E+02

7.94E+02

8.89E+02

4.91E+03

5.59E+02

9.94E+03

7.47E+03

2.13E+01

1.71E-01

6.40E+01

1.11E+02

2.77E+01

7.31E+01

1.57E+02

1.11E+02

5.70E+02

1.01E+02

3.71E+02

7.72E+01

6.47E+03

1.68E+03

1.36E+04

2.04E+03

3.73E+00

1.27E+00

1.69E+02

7.76E+01

1.76E+02

3.62E+02

1.62E+01

1.15E+01

2.16E+01

1.32E+00

2.01E+02

1.71E-01

6.61E+03

1.68E+03

1.64E+04

9.06E+02

1.43E+03

2.96E+02

5.36E+02

6.83E+01

7.70E+02

8.39E+02

5.08E+03

5.83E+02

1.15E+04

1.18E+03

2.11E+01

3.28E-01

3.54E+01

2.43E+01

2.18E+02

3.53E+02

1.38E+02

1.34E+02

2.05E+02

1.94E+02

3.22E+02

2.71E+02

4.43E+03

5.02E+03

7.02E+03

4.58E+03

1.50E+00

2.95E+00

2.17E+02

3.18E+02

2.16E+02

2.93E+02

6.14E+01

1.90E+02

1.87E+01

4.52E+00

2.37E+02

1.02E+02

4.72E+03

4.39E+03

1.21E+04

3.43E+03

9.93E+02

4.93E+02

4.65E+02

1.15E+02

1.65E+03

1.60E+03

5.49E+03

7.93E+02

7.68E+03

3.56E+03

2.13E+01

2.47E-01

6.58E+01

9.55E+00

1.46E+03

8.86E+02

3.82E+02

1.15E+02

6.23E+02

1.49E+02

6.34E+02

1.61E+02

6.24E+03

1.44E+03

1.31E+04

1.94E+03

3.75E+00

2.08E+00

6.28E+02

2.23E+02

6.40E+02

1.91E+02

3.71E+01

6.69E+02

2.18E+01

1.22E+00

4.78E+02

1.84E+02

6.39E+03

1.43E+03

1.62E+04

1.50E+03

1.74E+03

2.75E+02

6.14E+02

5.44E+01

2.05E+03

2.33E+03

5.34E+03

2.19E+02

1.05E+04

1.45E+03

2.11E+01

1.62E-01

3.27E+01

3.11E+01

2.75E+00

1.24E+00

4.40E+01

3.64E+01

1.66E+02

1.60E+02

3.12E+02

1.04E+02

1.27E+03

1.28E+03

6.97E+03

3.55E+03

3.15E+00

1.03E+00

4.72E+01

2.70E+01

4.65E+01

3.65E+01

7.42E+00

2.93E+00

1.85E+01

4.54E+00

2.00E+02

6.64E-09

1.42E+03

1.70E+03

1.20E+04

4.90E+03

9.14E+02

3.94E+02

4.47E+02

7.89E+01

1.05E+03

5.63E+02

5.01E+03

3.04E+02

7.56E+03

2.97E+03

续表

函数类型 函数 GPSO CLPSO AEDA SLPSO DEmv CCPSO
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如表 3所示，CCPSO在大部分测试函数上取

得了最优的结果。CLPSO和SLPSO表现不错的原

因是算法采用了不同的方法维持种群的多样性，

避免种群陷入局部最优。GPSO中的种群仅向全

局最优粒子学习，在求解多峰函数时，整个种群

会因为全局最优粒子陷入局部最优而进化停滞，

导致算法过早收敛。CCPSO采用的TSDM机制能

够自适应地判断粒子的进化状态，避免粒子陷入

局部最优，此外，CCPSO采用的CCLOG机制为

种群中的每一个粒子生成不同的学习对象，使整

个种群的多样性得到提高，而CLP策略能够为粒

子选择合适的学习对象，保证了种群多样性的同

时提高了每一个粒子的局部勘探能力。

本文进一步对比了各个算法的收敛速度，部

分测试函数上算法的收敛结果如图7所示。从图7

可以看出，CCPSO可以较快地收敛到最优解，这

是由于CCPSO采用了基于容忍度的搜索方向调整

机制，该机制可以帮助粒子调整搜索方向以避免

粒子陷入局部最优。

为验证不同策略的性能，本文将CCPSO与不

采用对应策略的CCPSO进行了实验对比，实验结

果如表 4所示。其中，CCPSO-CLP表示不采用基

于竞争学习的预测机制，直接替换原有学习对象。

CCPSO-CCLOG表示不采用基于竞争进化的学习

对象生成机制，而是随机生成学习对象。
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表4　策略对比实验结果

Table 4　Experimental results of strategy comparison

单峰

多峰

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7

f8

f9

f10

f11

f12

f13

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

8.19E+01

1.04E+03

7.28E+06

2.22E+07

1.06E+09

6.80E+09

2.65E+04

2.56E+04

1.63E+01

1.31E+02

2.34E+02

3.84E+02

2.97E+01

8.70E+01

2.12E+01

2.44E-01

4.07E+01

4.21E+01

5.20E+01

2.68E+02

1.56E+02

2.22E+02

3.25E+02

5.04E+02

3.99E+02

1.13E+02

1.04E+02

1.14E+03

1.22E+08

3.84E+08

2.61E+10

4.39E+10

3.32E+04

1.51E+04

1.81E+01

1.18E+02

3.01E+02

5.74E+02

1.11E+02

6.27E+01

2.12E+01

1.82E-01

5.62E+01

2.31E+01

2.35E+02

1.22E+03

2.24E+02

4.58E+02

5.09E+02

2.14E+02

5.28E+02

9.92E+01

2.36E-07

2.16E-06

5.38E+06

6.61E+06

3.26E+08

6.04E+08

3.86E+03

1.37E+03

3.68E-06

1.98E-05

7.31E+01

1.07E+02

4.32E+01

3.08E+01

2.11E+01

1.62E-01

3.27E+01

3.11E+01

2.75E+00

1.24E+00

4.40E+01

3.64E+01

1.66E+02

1.60E+02

3.12E+02

1.04E+02

函数类型 函数 CCPSO-CLP CCPSO-CCLOG CCPSO

      

图7 CCPSO的收敛曲线

Fig. 7 Convergence curve of CCPSO
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多峰

复合

f14

f15

f16

f17

f18

f19

f20

f21

f22

f23

f24

f25

f26

f27

f28

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

误差均值

误差方差

3.99E+03

4.44E+03

1.27E+04

3.40E+03

3.49E+00

2.27E+00

2.04E+02

4.70E+02

2.45E+02

6.17E+02

1.57E+01

3.04E+01

2.07E+01

1.79E+00

2.06E+02

6.15E+01

4.07E+03

4.51E+03

1.57E+04

2.40E+03

1.45E+03

3.55E+02

5.33E+02

5.40E+01

1.57E+03

1.99E+03

5.31E+03

7.39E+02

1.08E+04

3.86E+03

9.68E+03

1.59E+04

1.31E+04

2.03E+03

3.63E+00

2.04E+00

3.44E+02

7.52E+02

3.23E+02

8.31E+02

7.46E+01

6.62E+02

2.09E+01

1.44E+00

2.04E+02

5.79E+01

8.68E+03

1.57E+04

1.59E+04

9.87E+02

1.56E+03

2.27E+02

5.66E+02

6.21E+01

1.91E+03

2.91E+03

5.64E+03

8.60E+02

1.14E+04

1.22E+03

1.27E+03

1.28E+03

6.97E+03

3.55E+03

3.15E+00

1.03E+00

4.72E+01

2.70E+01

4.65E+01

3.65E+01

7.42E+00

2.93E+00

1.85E+01

4.54E+00

2.00E+02

6.64E-09

1.42E+03

1.70E+03

1.20E+04

4.90E+03

9.14E+02

3.94E+02

4.47E+02

7.89E+01

1.05E+03

5.63E+02

5.01E+03

3.04E+02

7.56E+03

2.97E+03

续表

函数类型 函数 CCPSO-CLP CCPSO-CCLOG CCPSO

从表4可以看出，若不采用CCLOG或CLP机

制，算法的性能会有明显的下降。这说明CCLOG

机制有助于找到更好的学习对象，CLP机制则可

以从旧的学习对象和新的学习对象中选择更好的

进行学习。

2.3　　实际案例实验实际案例实验

CCPSO在人工测试函数上的表现验证了本文

提出的协同进化策略的有效性。为了进一步扩展

CCPSO的应用场景，选择了真实场景中的混合变

量优化问题做实验。

2.3.1　　螺旋弹簧设计问题螺旋弹簧设计问题

螺 旋 弹 簧 设 计 问 题
[19]

(coil spring design 

problem, CSD)旨在设计出能够承受横向载荷的压

缩弹簧，优化目标是最小化制造弹簧所需要的金

属丝消耗。CSD问题中包含3个决策变量：N表示

弹簧圈数的整数变量，D表示弹簧直径的连续变

量，d表示导线直径的离散变量，可选值为0.009、

0.009 5、 0.010 4、 0.011 8、 0.012 8、 0.013 2、
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0.014、 0.015、 0.016 2、 0.017 3、 0.018、 0.02、

0.023、 0.025、 0.028、 0.032、 0.035、 0.041、

0.047、 0.054、 0.063、 0.072、 0.08、 0.092、

0.105、 0.12、 0.135、 0.148、 0.162、 0.177、

0.192、 0.207、 0.225、 0.244、 0.263、 0.283、

0.307、0.331、0.362、0.394、0.437 5、0.5。

CSD问题的目标函数和约束条件：

min  f (N D d)=
π2 Dd 2 (N + 2)

4

g1:  
8Cf Fmax D

πd 3
- S ≤ 0

g2:  lf - lmax ≤ 0

g3:  dmin - d ≤ 0

g4:  D -Dmax ≤ 0

g5:  3.0 -D/d ≤ 0

g6:  σp - σpm ≤ 0

g7:  σp + (Fmax -Fp )/K + 1.05(N + 2)d - lf ≤ 0

g8:  σw - (Fmax -Fp )/K ≤ 0

       Cf =
4

D
d
- 1

4
D
d
- 4

+
0.061 5d

D

       K =
Gd 4

8ND3

       σp =Fp /K

       lf =Fmax /K + 1.05(N + 2)d

2.3.2　　实验结果与分析实验结果与分析

目前已知的CSD问题的最优结果为2.628 52，

表 5 展示了各个算法在 CSD 问题上运行 30 次的

结果。

从表 5可以看出CCPSO在每次运行后都能求

得CSD问题目前已知的最优解。GPSO、DEmv和

SLPSO算法在求解CSD问题时表现较差，无法求

得最优解。CLPSO、AEDA和其他算法相比，虽

可以求得 CSD 问题的最优解，但均值和方差较

大。综上，本文提出的CCPSO算法不仅能求得最

优解且稳定性更优。

3　结论　结论

为了求解混合变量优化问题，本文基于竞争

式协同进化策略提出了竞争式协同进化粒子群算

法CCPSO。该算法采用基于容忍度的搜索方向调

整机制自适应地调整粒子的搜索方向，避免粒子

陷入局部最优。同时采用基于竞争协同进化的学

习对象生成机制为每一个粒子生成适合粒子进化

的学习对象，提高种群多样性的同时保证了粒子

的进化效率。采用基于竞争学习的预测策略为粒

子选择最合适的学习对象，保证了粒子局部搜索

的能力。

通过在多个测试函数上的实验表明，相较于

其他混合变量的粒子群算法，CCPSO在单峰测试

函数、多峰测试函数、复合函数上都表现出色，

验证了CCPSO采用的竞争式的协同进化策略不仅

可以提高算法多样性，同时也能保证算法收敛性。

CCLOG和CLP策略虽然提升了最终目标函数的均

值，但方差上的表现却不是很好，说明算法在稳

定性方面还存在一定的改进空间，如何提高算法

的稳定性是未来工作的研究重点。
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